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Zeszyt 1

Wstep

Logika jest naukg przydatng w zyciu codziennym. Stykamy sie z nig kazdego dnia, nawet
nie zdajgc sobie z tego sprawy. Pomaga nam zrozumie¢ pewne zasady rzgdzgce swiatem,
poprawnie nasladowac wzory, rozwigzywac problemy i przewidywac skutki okreslonych
dziatan. Jest zatem przydatna nie tylko naukowcom, ale i zwyktym ludziom. Wydaje

sie, ze w polskiej szkole nie poswieca sie jej wystarczajgco wiele uwagi. W niniejszym
zeszycie przedstawiamy poczgtkowo podstawowe zagadnienia z zakresu logiki, by pdzniej
na konkretnych przyktadach wskaza¢ metodyczne podpowiedzi dla mtodych stazem
nauczycieli.

Podstawy logiki

Zdanie logiczne to takie, ktdremu mozemy przypisa¢ wartos¢ logiczng: prawde (1) albo fatsz

(Z(():l)z;mia oznaczamy matymi literami: p, g, s. Wartos$¢ logiczng zdania zapisujemy p =1 dla
zdania prawdziwego, p = 0 dla zdania fatszywego.

Zaprzeczeniem zdania p nazywamy zdanie postaci , Nieprawda, ze p” i zapisujemy -p.
Przyktad

Zdanie p: Temperatura powietrza wynosi 25 stopni.

Zdanie -p: Nieprawda, ze temperatura powietrza wynosi 25 stopni.

Tablica wartosci logicznych.

Alternatywa dwadch zdan p, g nazywamy zdanie postaci “p lub g” i zapisujemy pvg.
Przyktad
Zdanie p: Temperatura powietrza wynosi 25 stopni.

Zdanie g: Pada deszcz.

Zdanie pvg: Temperatura powietrza wynosi 25 stopni lub pada deszcz.




Tablica wartosci logicznych.

P q pvq
1 1 1
1 1 1
0 1 1
0 0 0

Koniunkcjg dwdch zdan p, g nazywamy zdanie postaci ,,p i q” i zapisujemy jg pAq.
Przyktad

Zdanie p: Temperatura powietrza wynosi 25 stopni.

Zdanie g: Pada deszcz.

Zdanie pAq: Temperatura powietrza wynosi 25 stopni i pada deszcz.

Tablica wartosci logicznych

PAQ
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Implikacja dwéch zdan p, g nazywamy zdanie postaci ,Jesli p, to g” i zapisujemy p=q.
Przyktad

Zdanie p: Zdam egzamin.

Zdanie q: Pojade na wakacje.

Zdanie p=>q: Jesli zdam egzamin, to pojade na wakacje.

Tablica wartosci logicznych
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P q pP=q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Réwnowainoscig dwdch zdan p, g nazywamy zdanie postaci ,,p wtedy i tylko wtedy, gdy q”
i zapisujemy p<q.

Przyktad

Zdanie p: Zdam egzamin.

Zdanie q: Pojade na wakacje.

Zdanie p<q: Zdam egzamin wtedy i tylko wtedy, gdy pojade na wakacje.

Tablica wartosci logicznych

p q p<q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Tautologia, prawem logicznym, nazywamy zdanie, ktore jest zawsze prawdziwe.

Prawa logiczne

(pva)<=(qvp),
-(-p)ep,
pV-p,

p=p.




Przyktad

Zdanie postaci pv-p jest zawsze prawdziwe.
Pada deszcz lub nieprawda, ze pada deszcz.
Budowa i rodzaje twierdzen
Twierdzenie w postaci implikacji

Dana jest podstawowa implikacja p=>q.
Mowimy, ze p jest warunkiem wystarczajgcym dla g, a g warunkiem koniecznym dla p.

Przyktad

Jesli liczba dzieli sie przez 6, to dzieli sie przez 2.

Warunek konieczny podzielnosci liczb przez 6 to podzielnos¢ tej liczby przez 2.
Warunek wystarczajgcy dla podzielnosci liczb przez 2 to podzielnos¢ tej liczby przez 6.
Zauwazmy, ze podzielnos¢ przez 2 nie jest warunkiem wystarczajgcym dla podzielnosci
przez 6.

Przyktad

Jesli liczba dzieli sie przez 6, to dzieli sie przez 2 i 3.

Warunek konieczny podzielnosci liczb przez 6 to podzielnos¢ tej liczby przez 2 i 3.
Warunkiem wystarczajgcym dla podzielnosci liczb przez 2 i 3 jest podzielnosc tej liczby
przez 6.

Zauwazmy, ze podzielnos¢ przez 2 i 3 jest warunkiem wystarczajgcym dla podzielnosci
przez 6.

Przyktad

Liczba dzieli sie przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli sie przez 2i 3.

Warunek konieczny i wystarczajacy dla podzielnosci liczb przez 6 to podzielnos$¢ tej liczby
przez 2i3.




Zeszyt 1

Wyrdzniamy nastepujgce typy zadan:
e implikacja odwrotna g=p,
e implikacja przeciwstawna -g=>-p,
e implikacja przeciwna -p=>-q,
e dowodzenie implikacji p=q.
Prawo transpozycji
Implikacja prosta jest rownowazna implikacji przeciwstawne;.

(p=a)e(-g=-p)

Implikacje potgczone przekatnga koloru czerwonego sg réwnowazne.

Twierdzenie w postaci rOwnowaznosci.
Dana jest rownowaznos¢ p<q.




Dowodzenie twierdzen

Sposoby dowodzenia twierdzen to:

e Dowdd dedukecyjny
Jest to dojscie do okreslonego wniosku na podstawie wczesniejszych danych. Wychodzimy od
zatozenia twierdzenia, zaktadamy aksjomaty oraz wczesniej udowodnione twierdzenia.
Metode dedukcyjng opracowat Arystoteles.

e Dowdd redukcyjny

Rozumowanie to polega na wychodzeniu od tego, co chcemy udowodni¢, do tego, co jest
dane.

e Dowdd nie wprost

Dowdd ten opiera sie na zatozeniu o nieprawdziwosci tezy, z ktérego wyprowadza sie
sprzecznos¢ zdania prawdziwego.

e Dowdd indukcyjny

Bazuje na zasadzie indukcji matematycznej:

Istnieje taka liczba n, ze twierdzenie jest prawdziwe dla liczby n..

Dla kazdej liczby naturalnej n 2 n, prawdziwa jest implikacja: jesli twierdzenie jest prawdziwe
dla liczby naturalnej n, to twierdzenie jest prawdziwe dla kolejnej liczby naturalne;j.

Wtedy twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnejn > n..

Jak udowodni¢ rwnowaznos¢?

Metoda 1
Rownowaznosci dowodzi sie przez udowodnienie implikacji p=q i implikacji g=p.

Metoda 2
Wychodzimy od zdania p i wykonujgc réwnowazne przeksztatcenia, dochodzimy do zdania g.

Dowody twierdzen

Nauka dowodzenia twierdzen powinna by¢ wieloletnim procesem, rozpoczetym w pierwszej
klasy szkoty podstawowe;j.

Przedstawiamy etapy nauki twierdzen wraz z przyktadami.




Zadanie

Ktdra figura ma kolor z6tty i jest kwadratem?

Komentarz

Podstaw logiki mozemy uczy¢ juz na etapie wczesnoszkolnym.

Zadanie

Ktdra figura nie jest trojkatem?

Komentarz

W ten sposéb ¢wiczymy ksztattowanie zdania zaprzeczonego.

Zadanie
W zadaniu: ,Jesli a = b, to a? = b?” wyrdznij zatozenie i teze.

Komentarz

Uczniowie muszg odrdzniac zatozenie od tezy.

Zeszyt 1




Zadanie

Udowodnij, stosujgc rozumowanie dedukcyjne: ,,jesli a = b, to a2 = b?”.
Przyktadowy dowdd
a=b>a-b=0=>(a-b)a+b)=0=a*-b’=0=a?=>b?

Komentarz

Nalezy zwrdci¢ uwage na dedukcyjny sposodb rozumowania.

Zadanie

Udowodnij, stosujgc rozumowanie redukcyjne: ,jesli a=b, to a% = b?”.
Przyktadowy dowdd

a’-b?=(a+b)(a-b)=(a+b):-0=0

Zadanie

Sprawdz, czy hipoteza jest prawdziwa: ,jeslia+b>0,toa=Db".
Komentarz

Wazne jest, aby uczen rozumiat, ze wystarczy podac jeden przyktad, ktory nie spetnia

hipotezy, aby ona byta fatszywa.

Zadanie

Na podstawie twierdzenia: ,jesli a = b, to a2 = b?” zbuduj hipoteze odwrotna.

Komentarz

Zwracamy uwage na fakt, ze zbudowanie hipotezy odwrotnej nie jest jednoznaczne z tym,

ze hipoteza jest prawdziwa i staje sie twierdzeniem.

Rozwigzanie

LJesdli a2 = b2, to a = b”. Mozemy zapytaé ucznidw, czy hipoteza jest prawdziwa.
Zauwazmy, ze np. dla a = 2, b =-2 hipoteza jest fatszywa.
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Zadanie

Wiadomo, ze hipoteza: ,jesli a% = b?, to a = b” jest fatszywa. Uzupetnij zatozenie, aby hipoteza
byta prawdziwa.

Przewidywane rozwigzania.

Jedlia’=b%ia,b>0,toa=b.

Jedlia’=b%ia,b>0,toa=b.

Jedlia’=b%ia,b<0,toa=b.

Jedlia’=b%ia,b<0,toa=b.

Jesli a% = b?i a, b takich samych znakdw, to a = b.

Komentarz.

Uzupetnianie hipotez, aby staty sie twierdzeniami, to bardzo wazna umiejetnosc.
Twierdzenie

Udowodnij, ze /2 jest liczbg niewymierna.

Dowadd

Dowdd ten bedzie opierat sie na zatozeniu o nieprawdziwosci tezy, z ktérego wyprowadzimy
sprzecznos¢ zdania prawdziwego.

Szkic dowodu

Przypusémy, ze v 2 jest liczbg wymierng. Wtedy da sie przedstawic jako v2=p/q, gdzie p, q s3
liczbami naturalnymi.

Podnoszgc obie strony do kwadratu, otrzymamy
Pp=2-q4q
Roztézmy liczbe p, g na czynniki pierwsze.

Zauwazmy, ze po lewej stronie zawsze bedziemy mieli parzystg liczbe dwadjek, a po prawej
zawsze nieparzystg liczbe dwadjek. To jest sprzecznosc.

Zatem udowodnilismy twierdzenie.




Komentarz

Zastosowana metoda nie wprost.

Twierdzenie

Udowodnij, ze n? + n jest podzielne przez 2.

Dowod

Dlan=1mamyn?+n=1%+1 =2, zatem jest podzielna przez 2.

Niech n bedzie dowolng liczbg naturalng. Zatézmy, ze dla n twierdzenie jest prawdziwe,
zatem n? + n jest podzielne przez 2. Pokazemy, ze wzor jest prawdziwy dla kolejnej liczby
naturalnejn + 1, tzn. (n + 1)? + (n + 1) jest podzielne przez 2.

(n+1)2+(n+1)=n?*+2n+1+n+1=(n*+n)+2(n+1).

Pierwszy sktadnik jest podzielny przez 2, drugi takze.
Na mocy indukcji matematycznej wzor jest prawdziwy dla dowolnej liczby naturalne;j.

Komentarz

Zastosowana metoda indukcji matematycznej.

Twierdzenie

Udowodnij, ze liczba jest podzielna przez 15 wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez 5
:)3o'wéd twierdzenia polega na udowodnieniu implikacji p=>q i implikacji g=p, gdzie p — liczba

podzielna przez 15, g — liczba podzielna przez 5i 3.

Odkrywanie wzoréw i dowodzenie twierdzen

Obliczmy sume n kolejnych liczb nieparzystych, 1+3+5+ ...+ (2n - 1).
Policzmy sume 3 pierwszych wyrazéw: 1+3+5=9.

Policzmy sume 4 pierwszych wyrazow: 1+3 +5+ 7 = 16.

Policzmy sume 5 pierwszych wyrazéow: 1+ 3 +5+7 +9 =25,




Uczniowie powinni zauwazy¢, ze kolejne sumy to kwadraty kolejnych liczb naturalnych.
Zatem postawmy hipoteze:

1+3+5+..+(2n-1)=n?
Mozemy to twierdzenie udowodni¢ indukcyjnie.
Dlan =1 mamy 1 =12, zatem jest prawdziwa.

Niech n bedzie dowolng liczbg naturalng. Zatézmy, ze dla n twierdzenie jest prawdziwe,
zatem

1+3+5+...+(2n-1)=n?

Pokazemy, ze wzor jest prawdziwy dla kolejnej liczby naturalnej n+1, tzn.
1+3+5+...+(2n-1)+(2n+2)=(n+1)?

Istotnie,

1+3+5+...+(2n-1)+(2n+2)=n%+(2n+1)=(n +1)?

Na mocy indukcji matematycznej wzor jest prawdziwy dla dowolnej liczby naturalne;j.
Twierdzenie mozemy takze udowodni¢, stosujgc rozumowanie dedukcyjne.

Niech a =1, r=2. Oznaczmy przez a = 2n - 1 cigg arytmetyczny. Korzystajgc ze wzoru
na sume ciggu arytmetycznego, mamy:

_|_ —
S, = al;a"n: L (22n 1)n=n2

Oczywiscie, pamietajmy, ze wzor .S, = %n powinien by¢ wczesniej udowodniony.




Stawianie hipotez z wykorzystaniem Geogebry

Jak dobra¢ sytuacje, aby poprowadzi¢ ucznia do sformutowania twierdzenia lub postawienia
hipotezy? Propozycje takich zabiegdw podaje Z. Krygowska, wyrdzniajac kilka takich sytuacji:

e uczen odkrywa twierdzenie przez rozwigzanie zadania,

e uczen formutuje twierdzenie, rozwigzujgc otwarte zadanie, w ktérym ujawnia sie
twierdzenie i dowadd,

® uczen sam stawia pytanie i poszukuje odpowiedzi, korzystajgc z pomocy nauczyciela,

e uczen formutuje twierdzenie w postaci hipotezy, wykorzystujgc intuicje (rozwéj
nowych technologii informacyjnych rozszerza liste zabiegdw prowadzgcych do
postawienia hipotezy),

e uczen ma podane wszystkie lub czesciowe zatozenia twierdzenia, niedokonczong teze
i na podstawie symulacji komputerowej, ktora generuje problem, koriczy twierdzenie
w postaci hipotezy,

e uczen poprzez formutowanie i dowodzenie kilku twierdzen wykorzystujgcych
symulacje komputerowg, kierowanych przez nauczyciela, stawia twierdzenie

w postaci hipotezy, ktéra jest uogdlnieniem kilku twierdzen.

Warto pamietac stowa L. Eulera: ,,Poznanie oparte jedynie na doswiadczeniu, dopdki nie
otrzyma dowodu, nalezy koniecznie odrdézni¢ od prawdy”.

Przedstawimy kilka przyktadow, jak z wykorzystaniem symulacji uczniowie mogg stawiaé
hipotezy. Materiat badawczy sktadat sie z trzech czesci: odlegtosé, trojkat, czworokat.

Odlegtos¢

Definicja

Odlegtoscig punktu A, ktdry nie nalezy do prostej, od prostej k, nazywamy dtugos¢
najkrétszego odcinka, ktérego jednym koricem jest punkt A, zas drugim punkt nalezgcy do
prostej. Odlegtos¢ punktu od prostej, gdy ten do niej nalezy, wynosi 0.




Poruszajgc suwakami, ustaw odlegtos¢ punktu A od prostej k.

Dokoncz hipoteze.
Hipoteza
Odlegtos¢ punktu A od prostej k jest rowna dtugosci odcinka, ktory jest... do tej prostej.

Poruszajgc suwakami, obserwuj sume odlegtosci odcinkéw AO i OB.

AO+0B=43

o
1
—

b=1




Dokoricz hipoteze.

Hipoteza

Dany jest dowolny odcinek AB i punkt O nalezgcy do tego odcinka. Suma odlegtosci
punktu O od wierzchotkdw odcinka jest liczba... i rowna...

Poruszajgc suwakiem (generujac rdzne trojkaty rdwnoboczne, czyli trojkaty foremne)

i punktem O, obserwuj sume odlegtosci odcinkdw OA, OB i OC. Zaobserwuj sytuacje, kiedy
punkt O pokrywa sie z dowolnym wierzchotkiem. Jakg hipoteze mozesz postawic¢?

Hipoteza

Dany jest dowolny tréjkat rownoboczny i punkt O nalezgcy do tréjkata. Suma odlegtosci
punktu O od wszystkich bokow trdjkata jest... i rowna... tego trojkata.

Poruszajgc suwakiem (generujac rézne kwadraty, czyli czworokaty foremne) i punktem O,
obserwuj sume odlegtosci odcinkéw OA, OB, OC i OD. Zaobserwuj sytuacje, kiedy punkt
O pokrywa sie z wierzchotkiem kwadratu. Jakg hipoteze mozesz postawic?
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Hipoteza:

Dany jest dowolny kwadrat.
Poruszajac suwakiem (generujac rézne pieciokaty foremne) i punktem O, obserwuj sume
odlegtosci odcinkéw OA, OB, OC, OD i OE. Jakg hipoteze mozesz postawi¢?




Hipoteza

Obserwujgc wielokaty foremne, n kat foremny wypukty (dla n = 3, 4, 5), postaw hipoteze dla
dowolnego wypuktego wielokata foremnego.

Hipoteza

Dany jest dowolny wypukty wielokat foremny...

Na podstawie powyzszych hipotez, uogdlnij je dla czworoscianu i szescianu.

Zadanie dla studenta matematyki: uogdlnij powyzsze hipotezy dla figur w przestrzeniach

n-wymiarowych.

Wtasnosci trojkagta

Poruszajgc suwakami (generujgc rézne tréjkaty), obserwuj, dla jakich trojkatow srodek
okregu opisanego na trdjkacie lezy poza trojkatem. Zaobserwuj sytuacje, kiedy punkt O lezy
na boku tréjkata. Jakg hipoteze mozesz postawic?




Zeszyt 1

Hipoteza
Srodek okregu opisanego na tréjkacie lezy poza tréjkatem, jesli tréjkat jest...
Poruszajgc suwakami (generujgc rozne tréjkaty), obserwuj, dla jakich trojkatow srodek

okregu opisanego na trdjkacie, sSrodek okregu wpisanego w tréjkat oraz srodek ciezkosci
tréjkata pokrywaija sie. Jakg hipoteze mozesz postawic?

Hipoteza

Srodek okregu opisanego na tréjkacie, srodek okregu wpisanego w tréjkat oraz $rodek
ciezkosci trojkata pokrywaijg sie, jesli tréjkat jest...

Poruszajgc suwakami (generujgc rézne trdéjkaty), obserwuj, dla jakich trojkatow dtugosé
srodkowej trojkata BD jest rowna potowie dtugosci boku trojkata (AC), na ktory zostata
opuszczona. Jaka hipoteze mozesz postawic?




Hipoteza

Jesli dtugos¢ srodkowej tréjkata jest rowna potowie dtugosci boku, na ktéry zostata
opuszczona, to tréjkat jest...

Poruszajgc suwakami (generujgc rézne trojkaty), obserwuj, dla jakich tréjkatow pewna jego
srodkowa pokrywa sie z wysokoscia. Jakg hipoteze mozesz postawic?




Zeszyt 1

Hipoteza
Jesli pewna srodkowa trojkata pokrywa sie z wysokoscig, to tréjkat jest...
Poruszajac suwakami (generujgc rdozne tréjkaty), obserwuj, jaka jest wartos¢ odpowiedniego

stosunku, w przypadku gdy odcinki AQ, BR, CP przetng sie w jednym punkcie. Jaka hipoteze
mozesz postawic?

Hipoteza
Dany jest dowolny tréjkat ABC oraz punkty P,Q,R nalezgce do odpowiednich bokdéw tréjkata.
Jesli...

Wilasnosci wielokgtéw

Poruszajac suwakami, generuj rozne czworokaty, na ktérych opisano koto. Obserwuj, co
dzieje sie ze wszystkimi symetralnymi bokdéw. Jaka hipoteze mozesz postawié?




Hipoteza

Dany jest czworokat, na ktérym opisano koto. Wtedy wszystkie srodkowe bokdéw
czworokata...

Poruszajac suwakami, generuj rézne pieciokaty, na ktérych opisano koto. Obserwuj, co dzieje
sie z symetralnymi wszystkich bokdéw. Jakg hipoteze mozesz postawic?
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Hipoteza
Dany jest pieciokat, na ktérym opisano koto. Wtedy wszystkie sSrodkowe bokéw pieciokata...

Obserwujgc wielokat, na ktérym opisano koto, uogdlnij hipoteze dla dowolnego wielokata,
na ktérym opisano koto.

Hipoteza

Dany jest dowolny wielokat, na ktérym opisano koto...

Poruszajac suwakami, generuj rézne czworokaty, w ktére wpisano koto. Obserwuj, co dzieje
sie ze wszystkimi dwusiecznymi katéw. Jaka hipoteze mozesz postawic¢?




Hipoteza

Dany jest czworokat, w ktéry wpisano koto. Wtedy wszystkie dwusieczne katéw...

Obserwujgc wielokaty, w ktére wpisano koto, uogdlnij hipoteze dla dowolnego wielokata,
w ktéry wpisano koto.

Hipoteza
Dany jest dowolny wielokat, w ktéry wpisano kofo...
Analiza zadan na dowodzenie z egzamindéw zewnetrznych
e Matura podstawowa
Zadanie 1
Wykaz, ze liczba 42°17 + 42018 4+ 42019 1 42020 jest podzielna przez 17.
Rozwigzanie

427(1 + 4+ 16 + 64) = 427 . 5 - 17

Rozwigzywalnos¢ 36%. Co trzeci uczen rozwigzat to zadanie.
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W tym samym egzaminie zadanie z zakresu dziatania na potegach rozwigzato 74% zdajacych.
Zadanie 27

Liczba 5%- 167 jest réwna

) (3)

Oznacza to, ze dwdch uczniéw na trzech postuguje sie potegami.

Schemat postepowania dla uczniéw, ktérzy rozwigzali zadanie 1 i nie rozwigzali zadania 27.

e Matura rozszerzona
Udowodnij, ze dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest réwnosé
X2+ y2+ 2x2+2y?-8xy+4>0
Rozwigzanie.
X2y2-4xy + 4 + 2x2- 4Axy + 2y*>0

(xy-2)2+2(x*-2xy +y?) >0

(xy-2)2+2(x-y)*>0




Poniewaz x jest rézne od vy, czyli drugi sktadnik jest wiekszy od zera, pierwszy skfadnik jest
wiekszy lub rowny zero.

Dowiedlismy tezy.
Rozwigzywalnos¢ 26%. Co czwarty uczen rozwigzat to zadanie.

W tym samym egzaminie zadanie z zakresu dziatania wykorzystania wzoru na kwadrat réznicy
byto rozwigzywane na poziomie 62%. Co drugi uczen rozwigzat to zadanie.

Liczba (\/2 -3 —\/2 +\/§)2 jest réowna

A 2

B. 4
C. V3
D. 2/3

Schemat postepowania dla uczniéw, ktérzy rozwigzali zadanie 1. i nie rozwigzali zadania 7.




Zeszyt 1

e Egzamin gimnazjalny
Zapisano trzy rdozne liczby, ktérych srednia arytmetyczna jest rowna 4, oraz dwie inne liczby,
ktérych srednia arytmetyczna jest rowna 2. Uzasadnij, ze $rednia arytmetyczna zestawu tych
pieciu liczb jest rowna 3,2. Zapisz obliczenia.
Rozwigzanie
Suma trzech pierwszych liczb jest réwna:a+b+c=12
Suma dwdch nastepnych liczb jest rowna: d +e =4
Suma pieciu liczb jest rowna: 16.
Srednia: % =3,2

Rozwigzywalnos¢ 23%. Co czwarty uczen rozwigzat to zadanie.

Schemat postepowania dla uczniéw, ktérzy nie rozwigzali tego zadania.
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