éééééé

Jak pracowaé
Z uczniem zdolnym?

Poradnik nauczyciela matematyki
praca zbiorowa pod red. Matgorzaty Mikotajczyk




Jak pracowac z uczniem zdolnym?
Poradnik nauczyciela matematyki

praca zbiorowa pod redakecja
Malgorzaty Mikotajczyk

Osrodek Rozwoju Edukacji
Warszawa 2012



Wydawca:

Osrodek Rozwoju Edukacji
Aleje Ujazdowskie 28
00-478 Warszawa

tel. +48 22 345 37 00

fax +48 22 345 37 70

Publikacja powstala w ramach projektu ,,Opracowanie i wdrozenie kompleksowego systemu pracy z uczniem zdolnym”

Autorzy:

Jacek Dymel

Kinga Galazka

Marek Kordos
Malgorzata Mikotajczyk
Stefan Mizia

Krzysztof Omiljanowski
Michat Sliwirski

Piotr Zarzycki

Redaktor merytoryczny:
Malgorzata Mikotajczyk

Recenzent:
Maria Medrzycka

Projekt graficzny:
Agencja Reklamowa FORMS GROUP

Naktad: 10 000 egz.

ISBN: 978-83-62360-03-1

*
* %

O$RODEK N
UNIA EUROPEJSKA *E*
KAPITAL LUDZKI ‘ o Rozwolu EUROPEISKI | + %
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY * ok

Epukaci

Publikacja wspétfinansowana przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

EGZEMPLARZ BEZPLATNY

Przygotowanie do druku, druk i oprawa:
Agencja Reklamowo-Wydawnicza A. Grzegorczyk
www.grzeg.com.pl




Spis tresci

ZespOl autordow poradnika .........cceeiveciiniinininnininincincee et saees 4

L0 T B T 1 T | RO 5

CZESCI

Jak uczy¢, aby rozwijac potencjal intelektualny ucznia

(czyli matematyka dla KaZdego) .......cccevevuerurrerrensenisnnsensnninninsissnsensenesisnsssssesesessssssenes 7
1. O matematyce realistycznej — Malgorzata Mikolajczyk ........covvveunevevcneeencinceecnennnee 8
2. O wspomaganym technologicznie odkrywaniu twierdzen — Piotr Zarzycki ... 18
3. O nauczaniu metodg projektu edukacyjnego — Malgorzata Mikolajczyk ..................... 28

CZESC 11

Jak uczy¢ geometrii (czyzby matematyka prawie dla nikogo?) .......ccceeevevvciersecncnernnens 41
1. O tym, czego nie wida¢ — Marek Kordos ........c.coceureemnirecrnienecrnenecnieeereeeeseneeeneens 42
2. Piekno geometrycznych rozumowan — Stefan Mizia .......cccccveureeerneerecrnierecrnerrecnneeneeens 52
3. Dowody geometryczne w praktyce — Malgorzata MikolajczyK .........ccocveeneerereencrreneencs 62
4. Dynamiczne nauczanie geometrii — Piotr Zarzycki .......cocooceveerecerneereerneurecrnenseenneenenens 67

CZESC III

Jak uczy¢, aby rozwija¢ zainteresowania $cisle ucznia (czyli matematyka dla wielu) ............. 81
1. Kolo matematyczne — Kinga Galazka ..o 82
2. Koma - fowimy talenty — Malgorzata Mikolajezyk .........cccccoeuviieiniininciniinciniinincinns 94
3. Liga zadaniowa — Michal SHWIASKI w....uurrveermurreeemmeerssesneemseseesesessessesesnessssesssessssesnnessens 103
4. Mecz matematyczny — Malgorzata MIKOJCZYK ......c.ceevmemercrmereceereeeeneencneneiennennennes 112
5. Konkursy matematyczne — Kinga Galazka ........c.ccocoveververnerncrncrcrercecnncecneeneneesensenenne 120
6. Ob6z matematyczny — Malgorzata MiKolajczyK .......c.oceveuievcrnivecinicciccrceceee 134
7. Uczen zdolny pod katedrg — Jacek Dymel .......cocveemerreceneinecenerneccineceerneeeenseeeeennenes 143
8. Matematyczne wycieczki — Malgorzata MikolajczyK .......coceeeuneurevcenievecrniececrnieeecnnennns 150

CZESC1V

Jak uczy¢, aby wychowac laureata olimpiady (czyli matematyka dla wybranych) ........... 163
1. Korespondencyjny klub olimpijczyka — Krzysztof Omiljanowski 164

2. Kétko olimpijskie — Jacek Dymel .........ccveuneeee. 173
3. Seminaria uczniowskie — Michal SHWIISKi ......co.urvvereveerrenieensissssssssssessssessssssssssssens 185
4. Warsztaty olimpijskie — Jacek DYMel .......ccccviviiiininciniciinnecscecse i 189
5. Uczniowskie prace badawcze z matematyki — Jacek Dymel .........ocooevercncrncrcrcecrcnnnce 194
6. Biblioteczka olimpijczyka — Jacek Dymel ..........ccccvimrioemiiriccrninecrercrereecreneeenenenennes 205

POSIOWIE ...uvnrereeiiiireeieiireeeeienrteeeesssnseeesssasaeessssaseesssssssssesssasasssssssssessssssasesssssansssssssasasesssnans 213




Zespol autorow poradnika

Jacek Dymel - nauczyciel matematyki w V LO w Krakowie, Koordynator Matopolski Olimpiady Mate-
matycznej Gimnazjalistow, wspotzatozyciel Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow i Stowarzyszenia na

., rzecz Edukacji Matematycznej, wychowawca wielu olimpijczykéw, autor zbioréw zadan szkolnych i kon-
kursowych. W 2009 roku obronit doktorat w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Jagielloniskiego napisany
pod kierunkiem Michata Szurka i dotyczacy analizy trudnosci zadan z Olimpiady Matematyczne;.

Kinga Galgzka - nauczycielka matematyki w XLVII LO w Lodzi, doradca metodyczny w Lédzkim
Centrum Doskonalenia Nauczycieli i Ksztalcenia Praktycznego, autorka podrecznikéw, zbioréw zadan
i materialéw pomocniczych do nauczania matematyki, cztonkini komitetu organizacyjnego konkursu
»Kangur Matematyczny”, popularyzatorka synergii i holizmu w edukacji.

Marek Kordos - profesor Uniwersytetu Warszawskiego, geometra i historyk matematyki, pierwszy (i jak
dotad jedyny) redaktor naczelny czasopisma ,,Delta’, znakomity wykladowca i popularyzator matematy-
ki, autor wielu ksigzek, wspotzalozyciel O$rodka Kultury Matematycznej oraz Stowarzyszenia na rzecz
Edukacji Matematycznej.

Malgorzata Mikolajczyk - kierownik Pracowni Dydaktyki Matematyki na Uniwersytecie Wroctawskim,
redaktor naczelna ,,Magazynu Miloénikéw Matematyki’, zatozycielka Wroctawskiego Portalu Matema-
tycznego. Dziata w Fundacji Matematykéw Wroctawskich, organizujac m.in. Dolnoslaskie Mecze Mate-
matyczne, Maraton Matematyczny, Matematyczne Marsze na Orientacje, Mistrzostwa w Szybkim Licze-
niu czy Zimowe Szkoty Matematyki i Letnie Obozy Matematyczne dla uczniéw.

Stefan Mizia — emerytowany pracownik Politechniki Wroctawskiej, nauczyciel matematyki w XIV LO
[ we Wroctawiu, mitosnik geometrii, organizator Mistrzostw Polski w Geometrii Elementarnej, autor zbio-

ru zadan ,Wykaz, ze..” oraz ,Historii Slaska” Przewodnik sudecki i instruktor przewodnictwa, wraz
z synami (tez matematykami) gra w zespole Mizia & Mizia Blues Band.

Krzysztof Omiljanowski - matematyk z Uniwersytetu Wroctawskiego, popularyzator matematyki i wy-
korzystania komputeréw w jej nauczaniu. Przez wiele lat uczyt matematyki we wroctawskich liceach
nr III i XIV, redagowat czasopismo dla nauczycieli ,Matematyka’, byt pomystodawcg Korespondencyj-
nego Klubu Olimpijczyka. Dziata w Fundacji Matematykéw Wroctawskich, redaguje Wroctawski Portal
Matematyczny.

Michat Sliwinski - informatyk i matematyk z Uniwersytetu Wroclawskiego, nauczyciel matematyki
i informatyki w III LO we Wroctawiu, redaktor ,,Magazynu Mito$nikow Matematyki” i Wroclawskiego
Portalu Matematycznego, przewodniczacy komitetu gléwnego Olimpiady Lingwistyki Matematycznej,
dziala w Fundacji Matematykéw Wroclawskich.

Piotr Zarzycki - matematyk i dydaktyk z Instytutu Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego, autor pod-
recznikow i zbioréw zadan, pasjonat teorii liczb i wykorzystania komputeréw w nauczaniu matematyki.
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Od redakcji

Szanowni Czytelnicy!

Niniejszy poradnik na pierwszy rzut oka moze si¢ wyda¢ mato spdjnym zlepkiem réznych idei i po-
mystéw, ale taki zamiar przy$wiecal jego powstaniu — przedstawi¢ nauczycielom wachlarz sprawdzonych
mozliwosci skutecznego uczenia matematyki zamiast uczenia odtwarzania algorytmow na potrzeby sztam-
powych zadan egzaminacyjnych. Autorzy nie chcg nikogo przekonywa¢é do swoich koncepcji, ale sie nimi
podzieli¢. Mozna wiec z poradnika wybiera¢ wedlug wlasnego uznania niczym z kosza rozmaitosci, niektore
pomysly odrzuci¢, inne wyprobowad, a jeszcze inne od razu potraktowac jak swoje wlasne. Zapewniam, ze
nie ma w nim propozycji teoretycznych i niesprawdzonych. Wszyscy autorzy to osoby majace wieloletnie
doswiadczenie w materii, o ktorej piszg, znane ze swoich osiagnigc i cenione w regionie i kraju. Z pewnoscia
warto obdarzy¢ niniejszy poradnik zaufaniem i probowa¢ zaszczepi¢ prezentowane w nim pomysty na wta-
snym gruncie, adaptujac je do swoich potrzeb.

Matematyczne zainteresowania i talenty uczniéw rzadko sa nauczycielom dane. W wiekszosci przy-
padkow muszg oni solidnie na nie zapracowa¢ swoim entuzjazmem, zaangazowaniem, pomystowoscia
i profesjonalizmem. Mamy nadziej¢, ze w tym nielatwym zadaniu niniejszy poradnik okaze si¢ pomoc-
ny, podpowiada bowiem, jak pracowa¢ z calkiem przecietnymi uczniami, rozbudzajac ich zainteresowania
i motywacje, by stali si¢ uczniami nieprzecietnymi. Réznica miedzy nauczycielami uczniéw zdolnych i cal-
kiem przecigtnych zazwyczaj polega wylacznie na tym, ze ci pierwsi ze swoimi uczniami ciezko pracujg, a ci
drudzy od razu dajg za wygrana.

Staramy si¢ wobec tego odpowiedzie¢ na pytania, jak ksztalci¢ uczniéw myslacych, tworczych i pomy-
stowych, jak zaszczepia¢ w nich matematyczne pasje i jak rozwija¢ zainteresowania, wreszcie - jak ksztalci¢
kluczowe dla matematyki umiejetnosci: logicznego myslenia, precyzyjnego argumentowania, postugiwania
sie technikami algebraicznymi i dostrzegania geometrycznych zaleznosci.

Wrtasnie geometrii poswigciliémy osobng cz¢$¢ poradnika, poniewaz jest to dzial matematyki szkolnej
niezwykle trudny zaréwno do opanowania przez uczniéw, jak i do nauczania przez nauczycieli. Wiedzac
jednak jak wielkie trudnosci dydaktyczne sprawia geometria nie tylko poczatkujacym, ale i doswiadczonym
nauczycielom, nie moglismy (i nie chcieliémy) pomina¢ tego problemu w poradniku.

Ze wzgledu na ograniczong objetos¢ poradnika opisaliémy w nim tylko wybrane formy pracy i narze-
dzia dydaktyczne, z wielu innych z zalem rezygnujac. Jesli mimo to niektdre opisane tu pomysty wzbogaca
warsztat pracy chocby kilku nauczycieli i stang si¢ inspiracja do ich wlasnych eksperymentéw dydaktycz-
nych oraz poszukiwania nowych, lepszych drog nauczania matematyki, to znaczy, ze dokonalismy dobrego
wyboru.

Ekipie autoréw w imieniu calej redakcji dziekuje za sprawna wspélprace przy Poradniku, za$ Czytelni-
kom zycze w imieniu autoréw satysfakcji z lektury oraz wielu sukceséw w prébach wdrazania i ulepszania

zaprezentowanych tu pomystow.

Malgorzata Mikolajczyk







CZESC1
Jak uczy¢, aby rozwija¢ potencjat

intelektualny ucznia
(czyli matematyka dla kazdego)

1. O matematyce realistycznej — Malgorzata Mikolajczyk
2. O wspomaganym technologicznie odkrywaniu twierdzen — Piotr Zarzycki
3. O nauczaniu metoda projektu edukacyjnego — Malgorzata Mikolajczyk




1. O matematyce realistycznej
Matgorzata Mikolajczyk, Wroctaw

Motywacjami do uczenia sie rzqgdzg dwie zasady: bliskosci wiedzy
i jej pragmatyzmu. Chetniej uczymy sig tego, co jest bliskie naszemu
codziennemu doswiadczeniu, o czym juz trochg wiemy i co nas bez-
posrednio dotyczy. Znacznie latwiej i w sposob trwalszy przyswajamy
tez wiedze, ktora moze sig przydaé w wielu zyciowych sytuacjach,
a nie tylko na egzaminie. Roztropny nauczyciel z tych zasad potrafi
uczynié swojego sprzymierzetica, odwolujgc sie w procesie edukacyj-
nym do zjawisk codziennego zycia, co okresla si¢ mianem matematyki

realistycznej.

Czym jest, a czym nie jest matematyka realistyczna?

Ten kierunek nauczania wprowadzil na stale do dydaktyki XX-wieczny holenderski matematyk Hans
Freudenthal. Mniejszy nacisk ktadzie si¢ w nim na formalizm, wiekszy — na obserwacje samodzielnych dziatan
uczniéw, postawionych przed odpowiednio dla nich przygotowanymi problemami odwolujacymi sie do co-
dziennego doswiadczenia. Celem jest wyrobienie u nich umiejetnosci dostrzegania i stosowania matematyki
w zyciowych sytuacjach. Realizm tego kierunku przyjmuje, ze umystu dziecka nie nalezy traktowac jako tabula
rasa, ale ze kazda nowo zdobyta porcja wiadomo$ci powinna wynikaé z wezesniejszych doswiadczen, intuicji
i wiedzy nieformalnej ucznia. Nie ma tu miejsca na pakowanie mu do glowy matematyki gotowej, objawionej
ijedynie stusznej. Zaktada sie¢ mozliwo$¢ jej poszukiwania i bfagdzenia.

Chociaz taki styl nauczania jest od lat postulowany przez dydaktykéw i wladze o$wiatowe, jego reali-
zacja jest do§¢ powierzchowna. Analizujac pod tym katem zawarto$¢ podrecznikéw szkolnych i zbioréw
zadan, wida¢, ze autorzy chetnie czerpig tematy zadan tekstowych z zycia osobistego, rodzinnego, szkolnego
i spotecznego uczniéw, a mimo to stawiane im problemy dalekie sg od rzeczywistoéci i bardzo rzadko sa
autentycznymi zastosowaniami szkolnej matematyki. Bywaja sztuczne, ktdcg sie ze zdrowym rozsadkiem,

nie pobudzaja motywacji ucznia i niewiele wnosza z punktu widzenia jego zdolnoéci matematycznych.

Matematyka pseudorealistyczna

Pomine tu anegdotyczne wrecz przypadki zadan, w ktérych wynikiem jest trzy i pot krasnoludka, kupuje
sie 1°/; metra wstgzki czy zjada */1; tabliczki czekolady. Oto przyktady dwoch z pozoru poprawnie skonstru-

owanych probleméw dotyczacych zagadnien tak zwanego zycia codziennego.

Kazdy z 8 woznicéw przywiézt do tartaku po 5 klocéw, a kazdy z 4 traktorzystow po 15 klocow. Ile klocow

przywieZli do tartaku traktorzysci i woZnice?

4 o ‘ 2. - . . )
Okno ma 15 m wysokosci. Szerokos¢ okna stanowi % jego wysokosci. Ile metrow kwadratowych powierzchni
ma okno?




Jak pracowac¢ z uczniem zdolnym? Poradnik nauczyciela matematyki

Zauwazmy, ze tre$¢ tych zadan nie jest istotna dla procesu ich rozwigzania. Pierwsze mogloby réwnie
dobrze dotyczy¢ skrzynek z gwozdziami czy butelek z sokiem, drugie - plétna obrazu czy powierzchni
ogrodka. Rozwigzanie tych zadan sie nie zmieni, gdyz w zadaniu pierwszym w ogole nie wykorzystujemy
wiedzy o sytuacji opisanej w tresci, a w drugim — w bardzo niewielkim stopniu (milczace zalozenie, ze okno
ma ksztalt prostokata). Zadania tego typu mozna nazwa¢ pseudorealistycznymi. Czgsto stosowane, powo-
duja brak zainteresowania uczniéw sytuacja zadaniowa. Rozwigzywanie ogranicza si¢ do wyrazenia tresci
zadania w jezyku matematycznym i zastosowania znanych algorytméw i twierdzen w celu uzyskania odpo-
wiedzi. Interpretacja wyniku nastepuje w sposob automatyczny, co prowadzi do zaniku refleksji nad jego
poprawnoscig w $wietle tresci zadania i zdrowego rozsadku. Brak odwotan do pozamatematycznej wiedzy
uczniéw o sytuacji zadaniowej thumi w nich naturalne instynkty - ciekawosci, nieufnoéci i dociekliwosci.

Zadania realistyczne powinny istotnie bazowa¢ na pozamatematycznej wiedzy ucznia dotyczacej roz-
wazanego problemu, a ich rozwigzanie powinno pogtebiac jego wiedze o $wiecie fizycznym. Oto przyklad
takiego zadania.

Polonez Jana Kowala pali 9 1 benzyny na 100 km, a crysler Johna Smitha przejezdza 20 mil na jednym galonie

paliwa. Ktéry samochdd jest bardziej ekonomiczny? Ktory zajedzie dalej na petnym baku?

W tredci wykorzystano tradycyjne sposoby podawania wielkoéci spalania paliwa stosowane w Polsce
i USA. Aby rozwigzaé to zadanie, uczen musi sprawdzi¢ rozmiary jednostek niemetrycznych i dokona¢
stosownych przeliczen. Zadanie wymaga tez przyjecia wlasnej interpretacji niejednoznacznie zadanego py-
tania. Za miar¢ ekonomicznoéci samochodu mozna bowiem uznaé wielko$¢ spalania lub koszt podrézy.
Wtedy trzeba jeszcze poréwnacé ceny paliwa w obu krajach w przeliczeniu na te sama jednostke. W ostatnim
pytaniu istotna jest wiedza o pojemnosci bakéw obu samochodéw. Jak wida¢ w tym przykladzie, sytuacja
zadaniowa ma istotny wplyw na rozwiazanie. Uczenn musi ustali¢, jakie wiadomosci beda mu potrzebne,
a nastepnie zdoby¢ je i umiejetnie wykorzystac.

Aby uznal zadanie za realistyczne, nie wystarczy, Ze opisuje sytuacje, w ktorej moglby sie potencjalnie
znalez¢ kazdy uczen. Taki charakter ma wiekszo$¢ zadan dotyczacych zakupow, powtarzajacych si¢ do znu-

dzenia w podrecznikach, na przyklad ponizsze:
Jacek kupit 5 zeszytéw po 1zt 60 gr, 3 otéwki po 1 z1 20 gr i gumke za 3 zt 50 gr. Ile reszty otrzymat z 20 zF

Zadanie to nie pobudza motywacji uczniéw, bo wlasciwie nikogo nie interesuje, ile Jacek zaptacit za swo-
je zakupy. Nalezy tylko wykona¢ odpowiednie dziatania na liczbach podanych w tresci zadania i sprawdzi¢
poprawnos$¢ wyniku z odpowiedzig. Dlaczego w Zyciu jest inaczej? Poniewaz proces zakupow jest bardziej
zlozony i wiaza sie z nim rozmaite emocje. Czesto uczen jest postawiony w sytuacji wyboru i poszukiwania
kompromisu miedzy swoimi potrzebami a przeznaczonym na zakupy limitem pieniedzy. Sytuacja realna an-
gazuje go wiec w proces planowania, co odpowiada etapowi konstruowania zadania. Niestety, nie odzwier-
ciedlaja tego zadania podrecznikowe. Aby stworzy¢ realistyczny kontekst zadania, takze one powinny anga-
zowa¢ ucznia emocjonalnie, stawia¢ go w sytuacji wyboru, narzuca¢ konieczno$¢ rozstrzygniecia problemu,

opowiedzenia si¢ za ktdra$ z racji. Zadanie o zakupach Jacka mogloby wtedy wyglada¢ na przyktad tak:

Jacek miat kupi¢ 5 zeszytéw, ktére kosztujg po 1 z1 60 gr, 3 otéwki po 1 zt 20 gr i gumke za 3 zt 50 gr. Dostat od
mamy na zakupy 20 z1, ale w sklepie okazalo sig, Ze z dziurawej kieszeni wypadta mu gdzies piecioztotéwka.
Czy wystarczy mu pieniedzy na zakupy? Co zrobitbys na jego miejscu?




Czes¢ L. Jak uczy¢, aby rozwija¢ potencjat intelektualny ucznia

Podobny charakter majg ponizsze zadania:

Renault Marka spalit 20 litréw benzyny na 290 km, a opel Hetika - 12 litréw na 170 km. Heniek mowi, ze jego

woz jest bardziej ekonomiczny, Marek - Ze nie ma miedzy nimi réznicy. Kto ma racje?

Mama trojki dzieci w wieku 11, 6 i 3 lata postanowila na poswigtecznej wyprzedazy kupi¢ komplet swieczek urodzi-
nowych. Pakowane sq w pudetkach po 24 sztuki. Czy takie opakowanie wystarczy, aby w przyszlym roku udekorowaé
wszystkie trzy torty urodzinowe jej dzieci?

Czesto efekt podniesienia motywacji uczniéw i emocjonalnego zabarwienia problemu mozna uzyskac,

nadajac realistyczny kontekst nawet prostym ¢wiczeniom rachunkowym. Oto przyklady.
Ile razy trzeba wejs¢ na 10. pietro, aby ,wspig¢ si¢” na Mount Everest?
Jak dtugo musiatbys chodzié na piechote do szkoty, aby pokonac tgcznie droge dtugosci réwnika?

W niewielkim miasteczku powiatowym podstawowka, gimnazjum i liceum mieszczqg sie w tym samym bu-
dynku. Czy to mozliwe, zeby Jas Wedrowniczek, ktory wlasnie zdal mature, chodzgc codziennie do szkoly na
piechote, pokonat droge rowng odleglosci Ziemi od Ksigzyca?

Abstrahowanie i konkretyzacja

Zadania realistyczne powinny uswiadamia¢ uczniom charakter powigzan pomig¢dzy §wiatem material-
nym konkretnych rzeczy i sytuacji a matematycznym $wiatem abstrakcyjnych poje¢é, zaleznosci i operacji.
To, co dzieje si¢ wokdt nas, moze stanowié zZrédlo pojeé, struktur i probleméw dajacych sie abstrahowa¢
i przenie$¢ w $wiat matematyczny. Z kolei, struktury, pojecia i relacje matematyczne mogg zostaé zastoso-
wane do opisu konkretnych rzeczy i zdarzen oraz do rozstrzygniecia probleméw w $wiecie realnym. Roz-
wigzywanie zadan realistycznych powinno wiec dostarcza¢ uczniom autentycznych doswiadczen w zakresie
abstrahowania i konkretyzacji. Oto prosty przyktad.

W ktérym miejscu znajduje si¢ zaréwka o$wietlajgca stupek?

Rys. 1
2 b) Y

Wychodzac od obserwacji rzeczywistosci i wiedzy nieformalnej ucznioéw, poprzez seri¢ zadan i ekspe-
rymentéw dotyczacych cieni rzucanych przez rézne przedmioty, mozemy dojs¢ do abstrakcyjnego pojecia
rzutu i opisa¢ jego matematyczne wilasnosci. Mamy tu do czynienia z procesem abstrahowania wykorzy-
stujacym intuicje fizyczne pojecia i nauczanie na poziomie przeddefinicyjnym. Odwrotny proces zachodzi

w trakcie rozwigzywania ponizszego zadania.

Wykonaj model figury, ktéra oswietlana z roznych stron daje cienie bedgce trojkgtem, kwadratem i kotem.




Tym razem uczen musi zastosowaé wiadomosci dotyczace rzutéw figur przestrzennych do skonstru-
owania modelu spelniajacego warunki zadania, mamy tu wiec do czynienia z procesem konkretyzacji
matematycznych idei. Poczatkowo uczen moze rozwaza¢ figury spetniajace dowolne dwa z podanych wa-
runkoéw (graniastostup tréjkatny, stozek, walec), aby stopniowo modyfikowaé opis ostatecznej bryly.

Nalezy pamieta¢, ze z punktu widzenia ucznia celem tych zadan ma by¢ badanie zjawiska cienia, a nie

jakiego$ abstrakcyjnego pojecia matematycznego. Powinno sie¢ w tym cyklu znalez¢ miejsce i dla takiego

A

c) d)

realistycznego zadania:

Co to jest? Czy wszystkie sytuacje sg mozliwe?

b

a)
Modelowanie i matematyzacja

Rys. 2

Zadanie, ktére wymaga bezpo$redniego zastosowania matematyki, nie moze by¢ uznane za realistyczne,
gdyz zycie nigdy tego typu probleméw przed nami nie stawia. Czy gdzie$ poza podrecznikami do matema-
tyki spotykamy takie pytania?

Przyjmujqgc 3,14 jako warto$¢ przyblizong liczby T, oblicz dtugos¢ okregu o promieniu 3,14.

Na budziku wskazéwka minutowa ma dlugos¢ 4 cm. Jakqg droge przebywa w ciggu 24 godzin koniec tej wska-
z0wki?

Zadania te wymagaja jedynie uzycia wzoru na dlugos$¢ okregu, przy czym w ich tresci jest zawarte wy-
razne polecenie, Ze takg wlasnie czynno$¢ nalezy wykonaé. Dostarczone sg tez wszystkie potrzebne dane.
W zadaniu realistycznym kluczowymi elementami procesu rozwigzywania sa modelowanie matematyczne
(abstrahowanie), czyli poczynienie takich zalozen, ktore idealizujac rzeczywisto$¢, pozwola na stosowanie
do niej regul matematycznych, oraz matematyzowanie treéci zadania (konkretyzacja), czyli przelozenie jej
z jezyka naturalnego na jezyk matematyki. W takich zadaniach czesto konieczne jest tez ustalenie, jakie
informacje sg potrzebne do uzyskania rozwigzania i gdzie mozna je zdoby¢. Jak wobec tego powinno by¢

sformutowane dobre zadanie realistyczne, dotyczace wykorzystania wzoru na dtugo$¢ okregu? Moze tak:
Z jakg predkoscig porusza sie Ziemia w ruchu dookota Storica?

Pytanie jest sformulowane niezwykle prosto, a jednak nie od razu jest dla ucznia jasne. Musi dokona¢ jego
analizy, aby lepiej zrozumie¢ sytuacje i zorientowac sie, o jaka predkos¢ chodzi, w jaki sposéb mozna ja obli-

czy¢, jakie dane beda mu do tego potrzebne i gdzie je znalez¢. Do rozwigzania zadania uczen musi wykorzysta¢
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swoja wiedze o ruchu Ziemi. W procesie modelowania musi zatozy¢ (niezgodnie z rzeczywisto$cia), ze orbita
Ziemi ma ksztalt okregu, a planeta porusza si¢ po niej ruchem jednostajnym. Dopiero na etapie rachunkéw
zadanie to sprowadza si¢ do obliczenia dtugosci okregu oraz zastosowania wzoru na predko$¢. Motywacje
do rozwiazania tego zadania podnosi - zawodna w tym przypadku - intuicja, cze¢sto bowiem podpowiada
uczniom, ze Ziemia porusza si¢ powoli, podobnie jak wskazéwki zegara, ktdre pozornie pozostaja w bezruchu.
Nie przychodzi im do glowy, zZe Ziemia porusza si¢ z zawrotng predkoscia, bo nie odczuwamy typowych kon-
sekwencji takiego ruchu (szum, powiew powietrza), jak na przyklad przy szybkiej jezdzie samochodem. Tym
bardziej zaskakujacy jest dla uczniow otrzymany wynik.

Niestety, tak sformutowanego zadania nie udato mi si¢ znalez¢ w zadnym podreczniku, chociaz trafitam

na bardzo podobne (?). Zwré¢my uwage, jak zostato sformulowane:

Srednia odleglos¢ Ziemi od Storica wynosi ok. 1,5-10" m. Diugos¢ toru Ziemi wokét Storica jest okoto 6,3 razy
wigksza od podanej odlegtosci. Dla obiegu Ziemi wokot Stovica trzeba okoto 365 dni. Oblicz przecietng predkos¢

Ziemi w drodze wokot Storica.

Jest to wyjatkowo zatrwazajacy przykltad tego, jak stosowanie matematyki mozna sprowadzi¢ tylko do
rachunkéw i mechanicznego stosowania regul. Wszystkie potrzebne dane zawarte s w tresci zadania, uczen
nie musi nawet wiedzie¢, jak dlugo trwa ruch Ziemi wokot Storica. Etap wylonienia specyficznego problemu
matematycznego i zaplanowanie procesu jego rozwigzania s3 w tym zadaniu tak marginalne, ze z pewnoscia
(zapewne wbrew oczywistym intencjom autora) nie mozna tego zadania nazwac realistycznym.

Nawiasem mowiac, dobre zadanie realistyczne wcale nie musi mie¢ realistycznej tre$ci. Paradoks jest tu

tylko pozorny. Oto przyklad.

Arkadia i Bajlandia posiadajg po jednym kurorcie nad Morzem Rajskim i walczg o turystow. Agenci z wywia-
du gospodarczego Arkadii postanowili umiesci¢ na orbicie geostacjonarnej parasol, ktéry spowodowatby trwate
catkowite zaémienie Storica nad kurortem Bajlandii. Jak duzy powinien by( ten parasol?

Dodatkowe pytanie: Czy wystarczy do tego parasol zwyklych rozmiaréw, czy tez potrzeba parasola wiel-
kosci samochodu cigzarowego albo calego miasta? wzmacnia motywacje, gdyz pokazuje uczniom, jak nikte
sg ich intuicje w tematach ,kosmicznych”. W zadaniu tym, w sposob naturalny i nietrywialny, znajduja
zastosowanie proporcje trygonometryczne, ale rozwigzanie bogate jest w matematyczne aktywnoéci, jakich
wymagamy od problemu realistycznego. Dodatkowo mamy tu do czynienia z etapem wizualizacji i matema-
tyzacji opisanej sytuacji (np. nalezy ustali¢, Ze oba panstwa leza na Ziemi, ze chodzi o za¢mienie w jednym
punkcie itp.).

Przeanalizujmy jeszcze jedno zadanie.
Tomek przebiegt 100 m w 20 sekund. Jakg droge przebiegnie w ciggu 5 minut?

Nietrudno znalez¢ odpowiedz na to pytanie. W ciggu minuty Tomek przebiegnie 300 m, zatem w ciagu
5 minut - 1,5 km. Podobnie odpowiadajg i uczniowie, i studenci, i nauczyciele, a przeciez jest to odpowiedz
sprzeczna z fizjologia ludzkiego organizmu. Wie o tym kazde dziecko i kazde oburzyloby si¢, gdyby zmie-
rzy¢ mu czas na ,,setk¢” i kaza¢ pokonaé wyliczony na tej podstawie (w analogiczny sposob do powyzszego
zadania) dystans w ciagu 5 minut. Sprzeciwi si¢ zdrowy rozsadek. Zatem dlaczego na lekcjach matematyki
nikt nie wszczyna buntu? Bo to przeciez tylko matematyka, to nie ma nic wspdlnego z rzeczywisto$cig! Tego

wladnie skutecznie uczymy naszych uczniéw na naszych lekcjach.




Jak pracowac z uczniem zdolnym? Poradnik nauczyciela matematyki

Czy wobec tego odpowiedZ na pytanie o to, jaka droge przebiegnie Tomek, jest w ogéle osiggalna na
gruncie szkolnej matematyki? Po postawieniu tego problemu w klasie uczniowie przez chwile sg zupelnie
zbici z tropu, a potem wybucha dyskusja i wtedy dopiero rozpoczyna si¢ proces stosowania matematyki.
Jakie zalozenia przyja¢, zeby rozwigzanie bylo wiarygodne? Czy ma by¢ nim liczba, czy przedzial? Czy moz-
na zalozy¢, ze kazde nastepne 100 m Tomek biegnie o 1 s dluzej niz poprzednie? Ale przeciez na finiszu
z pewnoscia znéw przyspiesza. Moze sprawdzi¢ to eksperymentalnie? W ten sposdb powstaje matematycz-
ny model sytuacji zadaniowej. Finalne zadanie jest trudniejsze, ale i ciekawsze. Istotny jest w nim nie wy-
nik konicowy, ale te wszystkie dodatkowe czynnosci, ktdre uczniowie musieli wykona¢, a ktérych zabraklto
w pierwotnej wersji rozwigzania. Jak wida¢, to, czy zadanie jest realistyczne, czy nie, zalezy nie od samego

zadania, ale od tego, w jaki sposob je rozwigzujemy.
Czym wlasciwie jest modelowanie matematyczne?

Wiemy juz, ze etap modelowania matematycznego jest niezbednym elementem przejécia od zadania re-
alistycznego do matematycznego. W podrecznikach jest jednak najczesciej pomijany. W zadaniach milczaco
zakladamy kotowo$¢ orbity Ziemi, stosujemy twierdzenie Talesa do obliczenia wysokosci drzewa, cho¢ ani
drzewo, ani grunt nie s3 proste; zaniedbujemy op6r powietrza w ruchu nawet w sytuacjach, gdy ruch jest
wlasnie tym oporem spowodowany (inaczej poruszamy si¢ wszak po piasku i po lodzie) itp. A przeciez
etap modelowania jest niezwykle wazny i uczniowie muszg by¢ jego $wiadomi. Bez niego w ogéle nie bylby
mozliwy etap matematyzacji. Matematyka przeciez w ogéle nie stosuje si¢ do rzeczywisto$ci, tylko do ide-
alnych abstrakcyjnych obiektéw. Dlatego proces modelowania problemu nalezy w nauczaniu eksponowac,
a nie wstydliwie przemilcza¢. Tylko w ten spos6b mozemy nauczy¢ uczniéw stosowania matematyki. Musza
czesto stawaé w sytuacji, w ktorej konieczne jest poczynienie dodatkowych zalozen, aby robi¢ to $wiadomie
i dostrzegac¢ wszystkie istotne elementy tego procesu.

Najtrudniejsza (ale i najciekawsza) czgscia rozwiazania zadania realistycznego, stanowiacg o jego isto-
cie, jest etap matematyzacji problemu. Uczen powinien samodzielnie poszukiwaé wlasnych interpretacji
codziennych sytuacji i mie¢ pozostawiona swobodg ich opisu za pomocg matematyki. Dzieki temu moze
sie sensownie odwotywa¢ do wtasnych wyobrazen o problemie, stanowiacych odskoczni¢ dla matema-
tycznych pojec i operacji. To uczen, a nie autor podrecznika, musi odpowiedzie¢ na pytania: Gdzie tu jest
matematyka? i Jaka matematyka kryje si¢ za tym problemem?, to uczen musi postawi¢ problem w jezyku
matematycznym. Dostrzega wtedy, w jaki sposob zastosowanie matematyki pozwala ten problem upro-
$ci¢, sformulowacd jasniej i bardziej precyzyjnie, oraz jak matematyka dostarcza narzedzi do poradzenia
sobie z nim.

Po dokonaniu matematyzacji czgsto problem przestaje by¢ ciekawy, poddaje si¢ go standardowej obrobce
pozwalajacej uzyskaé wynik, jednakze to wlasnie realistyczny kontekst podtrzymuje zainteresowanie proble-
mem, sprawia, Ze warto jeszcze raz spojrze¢ na poczatkowe pytanie w nowym aspekcie.

Zofia Krygowska pisata: ,[...] najwazniejsza z punktu widzenia stosowania matematyki sprawg jest
wprowadzenie ucznia w metod¢ stosowania matematyki, a wigc takze w proces matematyzacji. Nie na-
uczymy go tego na przyktadach gotowych juz, aksjomatycznie ujetych teorii matematyki stosowanej, a wigc
na przykladzie wprowadzenia go w stadium juz po matematyzacji”. Eliminujac z rozwigzywanych przez
ucznidéw zadan etap ich matematyzacji, dostarczamy im sztucznych, spreparowanych, pseudorealistycz-

nych probleméw, wbrew pozorom oderwanych od rozsadnej i rozpoznawalnej rzeczywistosci. W efekcie
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powodujemy, Ze uczniowie nie potrafia dostrzega¢ matematyki wokot siebie, a w sytuacjach wymagaja-
cych jej uzycia, w ktérych metoda postepowania nie jest jasno sprecyzowana, staja sie catkowicie bezradni.

Utrwala si¢ wigc ich przekonanie o calkowitej niestosowalnoéci matematyki.
Realistyczne rachunki

Na koniec przytocze jeszcze kilka zadan realistycznych odnoszacych si¢ do réznych dziatéw i etapow
nauczania. Moga one sta¢ si¢ pretekstem do autentycznego stosowania matematyki. Ich charakterystyczna
cechg jest to, Ze nawigzuja do konkretnego problemu, a nie tematu w podreczniku, czy hasta w programie,
daja wiec szeroki i swobodny wybér metody rozwiazania w zaleznosci od inwencji i dojrzatoéci matema-

tycznej uczniow.
Jak w najlepszy sposéb mozesz dostaé sig z klasg ze szkoly do zoo?

Uczniowie powinni samodzielnie nada¢ interpretacje sformutowaniu ,,najlepszy sposob” Moga wzigé
pod uwage wygode, bezpieczenstwo, czasochtonnos¢ i koszt wycieczki. Powinni ustali¢, gdzie jest najblizsze
200, 1 przeanalizowaé rézne mozliwe warianty komunikacyjne (przejazd do miasta pociagiem, autobusem
kursowym, wynajetym autokarem lub samochodami prywatnymi; przejazd po miescie tramwajem z prze-
siadka lub autobusem bez przesiadki, zakup biletéw jednorazowych lub czasowych; mozliwos¢ przejscia
z dworca na piechote). Celem matematycznym zadania sa ¢wiczenia rachunkowe, jednak angazuje ono
ucznidéw bardziej niz tradycyjne stupki, ksztalci wigcej umiejetnosci matematycznych (planowanie pracy,
zdobywanie i analiza danych, szacowanie wielko$ci, ustalenie kryteriéw i optymalizacja wyboru itp.) i wy-
maga wykorzystania wielu informacji dotyczacych zycia codziennego (ceny biletéw komunikacji miejskiej,

ceny i zuzycie paliwa, korzystanie z planu miasta itp.).
Oblicz koszt polozenia wyktadziny w swoim pokoju.

Do ucznia nalezy ustalenie geometrycznego ksztaltu tej czgsci pokoju, w ktorej leze¢ bedzie wykladzina,
i wykonanie szkicu, uwzglednienie problemu $cianek dzialowych, szaf wnekowych, wyjscia na korytarz,
na balkon, ustalenie i zdobycie informacji potrzebnych do rozwigzania zadania (rodzaje i ceny wykladzin,
standardowe wymiary w beli, cena ustugi, koszty dodatkowe — np. obszycie cietych krawedzi, listwy wykon-
czeniowe), a dopiero na koricu wykonanie obliczen stanowigcych matematyczny cel zadania.

Realistyczne rysunki

Poprzednie zadania byly problemami rachunkowymi wymagajacymi dodatkowo zebrania i analizy da-
nych. Jednak zagadnienia realistyczne moga dotyczy¢ réwniez probleméw geometrycznych, jak w kolejnych

dwoch zadaniach.
Mieszkasz na trzecim pigtrze i przed twoim domem budujg blok 11-pigtrowy. Czy zastoni ci storice?

Aby rozwigzac to zadanie, trzeba przyja¢ dodatkowe zalozenia, ktére uczen musi ustali¢ samodzielnie (wza-
jemna lokalizacja budynkéw, ich orientacja w przestrzeni). Musi tez ustali¢, jakie informacje beda potrzebne,
aby rozwigzanie bylo wiarygodne (wysokos¢ pietra budynku, warunki o$wietleniowe o réznych porach dnia

iroku), i je zdoby¢. Dopiero finalnym etapem jest wykonanie odpowiedniej konstrukcji geometryczne;.




Jak pracowa¢ z uczniem zdolnym? Poradnik nauczyciela matematyki

Tory kolejowe majg zmienic¢ kierunek o 20° na tuku o dtugosci 500 m. Zaprojektuj ten fragment linii kole-
jowej.

Na etapie modelowania matematycznego uczen powinien zalozy¢, ze zakret odbywat si¢ bedzie po tuku
okregu. W procesie matematyzacji nastepuje ustalenie danych (500 m to dtugos¢ uku okregu wycietego przez
kat $rodkowy o mierze 20°) oraz wielkosci, ktore beda stanowi¢ rozwiazanie zadania (znalezienie $rodka i pro-
mienia okregu). Finalnym etapem jest wykonanie obliczen i konstrukeji geometrycznej.

Realistyczne wykresy

Zadania realistyczne mozna tez wykorzysta¢ w nauce o funkcjach.

Codziennie na obozie stuzbowy harcerz weigga flage na maszt. Ktory wykres to ilustruje?

wysokos§¢
flagi V V V

Odpowiedz nie jest jednoznaczna. Uczen musi przeanalizowad, co oznacza kazdy z tych wykreséw, na-

Cczas

Rys. 3

stepnie zadecydowad, ktdry jest najbardziej realny, i swoja odpowiedz umotywowal. Funkeja nie jest tu
tworem abstrakcyjnym, ale ma realne odniesienie.

Kolejne zadanie pochodzi z brytyjskiego podrecznika ,,Matematyka w szkole $redniej” (WSiP 1986).

Rysunek pokazuje dtugos¢ kolejki po obiad w kantynie wojskowej w réznych godzinach. W ciggu minuty sto-
towka wydaje 20 obiadéw.

liczba zotnierzy
w kolejce 200
150
100
50
0
13% 13 13% 13% 134 13% czas  Rys. 4

a) W jakich godzinach w kantynie s3 wydawane obiady?

b) Ilu ludzi dofaczyto do kolejki miedzy 13'° a 132°?

¢) W jakim tempie wydluzala si¢ kolejka migdzy 13%a 13%?

d) Co sie wydarzylo pie¢ po trzynaste;j?

e) Szeregowy Atkins stangt w kolejce o 13%. O ktorej dostat obiad?
f) Czy do kolejki doszedt ktos migdzy 132 a 13°?

g) Co si¢ dzialo migdzy 13% a 1342
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Zadanie to pokazuje, jak wiele informacji mozna przeczytaé z wykresu funkeji, ale i jak tatwo nieprawidtowo
je zinterpretowa¢. Uczy poprawnego formulowania wnioskow, ukazujac ograniczenia reprezentowania realnych
zjawisk przy uzyciu metod funkcyjnych. Nie na wszystkie zadane pytania mozna znalez¢ odpowiedZ na podsta-
wie danych z wykresu, w niektérych narzucajgce si¢ odpowiedzi stanowig nadinterpretacje tych danych. Ucznio-
wie czesto odpowiadaja, ze miedzy 13'° a 13%° nikt nie dotaczyl do kolejki lub, ze zrobilo to 200 0sdb. Pierwsza
odpowiedz jest oczywicie bledna, a druga wcale nie wynika z podanych na wykresie informacji. Mozemy z nich
wywnioskowa¢ tylko to, ze do kolejki dolaczyto w tym czasie co najmniej 200 0séb. Podobnie nie mozna stwier-
dzi¢, ze miedzy 13* a 13% do kolejki doszto 100 0séb, a jedynie, ze nie moglo by¢ ich mniej. Nie mozna stwierdzi¢,
ze szeregowy Atkins dostal obiad dokladnie o 13, a tylko, Ze nie nastapito to pézniej i nie mozna tez stwierdzic,
ze w ciagu ostatnich pieciu minut nikt do kolejki nie doszedl. W zadaniu uczen musi tez samodzielnie opracowaé
sposob mierzenia tempa wzrostu kolejki w okreslonym czasie.

Zamiast zakonczenia

¢ Powyzsze zadania dotycza realnych sytuacji, ktorym sa podporzadkowane abstrakcyjne pojecia i regu-
ty matematyczne. Etap ich zastosowania (np. do wykonania obliczen) jest tylko zwieniczeniem dlugiego
i bogatego w rozmaite operacje intelektualne procesu planowania rozwigzania. Wtanie w ten sposéb wy-
korzystujemy matematyke w codziennym Zyciu, rozwiazujac nie problemy formalne czy sztucznie zma-
tematyzowane zadania umieszczone w realistycznym kontekscie, lecz problemy sytuacyjne, wymagajace

szerokiego spektrum aktywnosci.

Zadawanie uczniom tego typu zadan jest konieczne. W przeciwnym razie w ich §wiadomosci matematyka
zawsze bedzie sie dzieli¢ na dwie niepowigzane czesci: teoretyczng — nauczang przez paniag w szkole (do
ktorej nalezy zadanie o zakupach Jasia) i t¢ wykorzystywang na potrzeby codziennego zycia (np. podczas
chodzenia na zakupy), chociaz pewnie niewielu uczniéw w tym drugim przypadku w ogéle uzyloby okre-

$lenia ,,matematyka’”.

Nauczyciele nie uswiadamiaja uczniom, ze matematyka odnosi si¢ do rzeczy dobrze im znanych, ze nie
jest zbiorem abstrakcyjnych regut i rutynowych algorytmow, i Ze uzywanie jej nie sprowadza si¢ do wy-
konywania standardowych trickéw w celu otrzymania odpowiedzi, ktdra nie przedstawia sama w sobie
zadnej wartosci. Koniecznym jest, aby uczen dostrzegal, ze reguly matematyczne rzeczywiscie stosuja si¢
do codziennych sytuacji.

Wprowadzanie uczniéw w sztuke stosowania matematyki to proces powolny i dlugotrwaly, ale koniecz-
ny, w przeciwnym razie beda na zawsze pozbawieni podstawowego narzedzia poznawania otaczajacego
$wiata, jakim jest matematyka, i beda si¢ czuli zagubieni w kazdej nowej, z poznawczego punktu widzenia,
sytuacji. Dlatego w edukacji matematycznej szczeg6lny nacisk powinien by¢ polozony nie na nauczanie
formalne, ale sytuacyjne. Jednym ze §rodkéw do osiagniecia tego celu jest ksztalcenie realistyczne, czyli
stawianie przed uczniami probleméw silnie osadzonych w codziennej rzeczywistoéci, wykorzystujacych
ich pozamatematyczne doswiadczenia i odwolujacych sie w istotny sposob do ich wiedzy o rzeczywistosci

opisanej w zadaniu.

Pelny proces rozwigzywania zadania powinien zawieraé trzy gléwne etapy: odkrywania faktéw, odkry-
wania idei, odkrywania rozwigzan. Pierwszy etap polega na wyjasnianiu istoty zadania, modelowaniu,
analizie problemu, sformutowaniu pytan i okre$leniu celéw. Drugi wigze si¢ z poszukiwaniem i udosko-

nalaniem pomystow, testowaniem hipotez, konfrontowaniem narzucajacej sie odpowiedzi z pelnym ze-
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stawem posiadanych danych i informacji. Trzeci to warto$ciowanie i selekcja metody oraz jej wdrozenie,
czyli przeprowadzenie rozwigzania, a takze zdroworozsadkowa ocena uzyskanych wynikéw i wreszcie,
tak typowa dla matematyki, tendencja do uogélniania. W tradycyjnie sformulowanych zadaniach proces
rozwigzania jest zwykle zubozony, gdyz brak w nim elementéw glebszej analizy treéci, opracowania planu
dzialania, twérczego poszukiwania metod postepowania i weryfikacji wnioskéw.

Charakterystyczne elementy realistycznego stylu nauczania matematyki to: analiza realnej sytuacji okre-
$lonej nie do konca jasno i precyzyjnie, odwolanie si¢ do zainteresowan ucznia, odwolanie si¢ w istotny
sposob do wiedzy o rzeczywisto$ci opisanej w zadaniu, czgsto wykraczajacej poza ramy jednej dziedziny
nauki, wyabstrahowanie bardziej specyficznego problemu, wybdr czynnikéw istotnych dla danego zjawi-
ska, ustalanie danych potrzebnych do rozwiazania zadania, modelowanie problemu (przyjecie dodatko-
wych zalozen), matematyzacja problemu (sformulowanie go w jezyku matematyki), rozwigzanie problemu
matematycznego przy zastosowaniu rozmaitych strategii, interpretacja otrzymanych wynikéw w sytuacji
wyjsciowej, mozliwo$¢ zadawania dalszych pytan.

Taki styl pracy wykorzystuje naturalng ciekawo$¢ dziecka, umozliwia gromadzenie doswiadczen w zakre-
sie metodologii dokonywania odkry¢, pozwala uzywac starej wiedzy w nowych sytuacjach. Moze przynies¢
wiele satysfakeji i uczniom, i nauczycielowi. Jego widomym efektem jest to, Ze uczniowie sami zaczynajg

dostrzega¢ wokot siebie i stawia¢ nowe problemy. Stajg si¢ matematykami.




2. O wspomaganym technologicznie odkrywaniu twierdzen
Piotr Zarzycki, Gdansk

Najskuteczniejszym sposobem poznawania przez dziecko otaczajgce-
g0 je Swiata jest jego bezposrednie eksplorowanie (cho¢ czasem bole-
Snie uktuje, oparzy, popsuje sig). Podobnie (i czasem réwnie bolesnie)
jest z poznawaniem matematyki. To wlasnie pozostawienie uczniom
duzej samodzielnosci motywuje ich do poznawania jej tajemnic. To,
co uczen odkryt samodzielnie, pozostawia w jego umysle trwaly slad
i daje pewnos¢, ze w razie potrzeby bedzie potrafit dokonaé tego sa-
mego odkrycia na nowo, zamiast odtwarzaé mechaniczne procesy
i zapamietywaé skomplikowane algorytmy. Ponizej przedstawia-
my eksperymenty numeryczne i algebraiczne (w tym eksperymenty
z funkcjami), ktore pozwalajg uczniom poczuc takg wlasnie swobode,
oswoil si¢ z nig i nauczy¢ sig z niej madrze korzystac (zeby za czesto

i za mocno nie bolato).

Czym jest odkrycie w matematyce?

Definiowanie, opisywanie, a zwlaszcza algorytmizowanie procesu odkrywania wydaje si¢ zajgciem kar-
kotomnym. Bardzo ciekawie o odkryciach matematycznych pisze francuski matematyk Jacques Hadamard
w ,,Psychologii odkry¢ matematycznych” (PWN, 1964), przytaczajac tam miedzy innymi anegdote o New-
tonie, ktéry zapytany o to, jak odkryl prawo powszechnego cigzenia, podobno odpowiedzial: przez ciggte
myslenie.

Mimo trudnoéci, odkrywanie wlasnosci obiektéw, prawidlowosci proceséw i twierdze matematycz-
nych mozna w szkolnej praktyce rozpatrywac w kilku aspektach:

e eksperymentowanie, czyli odkrywanie sensu stricte,

e praca nad problemami, ktére w naturalny sposéb moga by¢ uogélnione,

e praca nad trudnymi zadaniami, w odniesieniu do ktdrych nie narzuca si¢ zadna metoda postepowania,

e praca nad problemami zwigzanymi ze specyfika programu komputerowego lub $rodowiska programi-
stycznego.

Pokroétce zajme sie kazdym z nich.

Wspdlna cechg wszystkich podawanych przeze mnie przykladéw bedzie praca wedlug ponizszego sche-
matu, skladajacego sie z czterech faz:

EKSPERYMENTY — HIPOTEZY — DOWODY — UOGOLNIENIA
Uzycie liczby mnogiej jest zamierzone. Odkrycie nowej wiedzy wymaga bowiem wielokrotnego powta-

rzania do$wiadczen, narzucajaca sie hipoteza moze sie okaza¢ btedna i wymaga¢ modyfikacji, a pierwsze
proby dowodowe sa zazwyczaj mato doskonale i wymagaja wielu uzupelnien oraz poprawek.




Nie do przecenienia jest ostatnia faza, w ktorej uczen postawiony jest w bardzo nietypowej sytuacji.
Zazwyczaj to on jest adresatem pytan formulowanych przez nauczyciela, podrecznik czy arkusz egzami-
nacyjny. Tym razem staje si¢ podmiotem stawiajacym nowe problemy badawcze, wytyczajacym kierunek
wlasnej pracy.

Cho¢ pojecie eksperymentu wydaje si¢ blizsze raczej naukom przyrodniczym niz $cistym, to faza ekspe-
rymentowania pojawia si¢ w pracy kazdego matematyka, nawet gdy zajmuje si¢ najbardziej abstrakcyjnymi
teoriami. Uczen eksperymentujacy na lekcji matematyki znajduje sie w autentycznej sytuacji badawczej. Jest
to ciekawe wyzwanie, ale i duza trudnoé¢ dla niewprawionego umystu, dlatego nie mozna pozostawi¢ go
samemu sobie.

Pomoc uczniowi w samodzielnym (czgsciowo lub calkowicie) odkrywaniu matematyki jest bardzo trudnym
zadaniem. Ulatwiajg je wlasne wczesniejsze doswiadczenia w tym zakresie, a takze wykorzystanie technologii.

Dzigki niej matematyczne eksperymenty nie s3 Zzmudne i daja wigcej przestanek do postawienia hipotez.
Sprytne podnoszenie do kwadratu

Juz w szkole podstawowej mozna podja¢ trud odkrywania i dowodzenia pewnych faktéw arytmetycz-
nych. Ponizsze zadanie dotyczy wynalezienia algorytmu szybkiego podnoszenia do kwadratu liczb o szcze-
golnych wlasnosciach.

Jak mozna szybko podnosi¢ do kwadratu liczby naturalne, ktorych ostatnig cyfrg jest 5¢

(E) Rozpoczynamy oczywiscie od eksperymentéw numerycznych z kalkulatorem lub arkuszem kalkula-
cyjnym, gromadzac potrzebne dane i przygladajac sie im. Majac do dyspozycji kalkulator graficzny, mozna
postapi¢ na przyktad tak jak ilustrujg to zrzuty ekranu z rysunku 1.
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Rys. 1
(H) Obserwujac tabele wynikéw, uczniowie powinni odkry¢, ze wszystkie kwadraty:
e koriczg sie na 25,
e zaczynajg si¢ iloczynem liczby poprzedzajacej cyfre 5 i liczby o 1 od niej wigkszej.
Pierwszy wniosek narzuca si¢ sam. Gdyby uczniowie mieli klopoty z drugim, mozna sporzadzi¢ do-
datkowsq tabelke, w ktorej oprocz kwadratéw podano liczby powstate z nich przez odrzucenie koncéwki 25
(rys. 2).
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Czgé¢ 1. Jak uczy¢, aby rozwija¢ potencjat intelektualny ucznia

(D) Dowdd poprawnosci odkrytego algorytmu jest oparty na interpretacji nastepujacych tozsamosci
algebraicznych: (10x+5)* = 100x>+100x+25 = 100x(x+1)+25.

(U) Teraz uczniowie moga si¢ zastanawia¢ nad podobnymi algorytmami szybkiego podnoszenia do
kwadratu liczb naturalnych z ostatnia cyfra na przyklad 1 lub 3. W czasie prowadzonych przeze mnie zaje¢
nigdy nie zdarzylo si¢, aby nie znalazto si¢ chociaz kilka oséb, ktore samorzutnie podjetyby takie proby na
poziomie manipulacji algebraicznych.

Wiecej przykladéw dotyczacych uzywania kalkulatora do prowokowania matematycznych odkryé moz-

na znalez¢ w pozycjach [1] i [2] podanych na koncu rozdziatu.
Sumy poteg kolejnych liczb naturalnych

Ponizsze zadanie jest zapewne wszystkim dobrze znane. Proponuje jednak do$¢ niekonwencjonalne
podejscie do jego rozwigzania na poziomie gimnazjalnym. W tekécie przyjmujemy, ze zero nie jest liczbg

naturalng.
Ile wynosi suma n poczgtkowych liczb naturalnych? A suma ich kwadratéw? A szescianéw?

(E) Obliczenia wartosci kolejnych sum (liczb naturalnych, ich kwadratéw i sze$cianéw) wykonujemy
na kalkulatorze lub w arkuszu kalkulacyjnym, a nastepnie pary liczb postaci (1, 142+3+...+n) zaznaczamy
w ukladzie wspdtrzednych (analogicznie postepujemy z kwadratami i sze$cianami). Majac do dyspozycji

kalkulator graficzny, mozna postapi¢ na przyklad tak, jak ilustrujg to zrzuty ekranu z rysunkéw 3-5.
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Rys. 3

Punkty o wspélrzednych (1, 1+2+3+...4+n) dlane {1, 2, 3, ..., 10}
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Rys. 4

Punkty o wspélrzednych (n, 124+22+3%+...+n?) dla ne {1, 2, 3, ..., 10}
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Rys. 5
Punkty o wspdtrzednych (n, 1°+2°+3%*+...+n%) dla ne {1, 2, 3, ..., 10}




Jak pracowac¢ z uczniem zdolnym? Poradnik nauczyciela matematyki

(H) Obserwujac otrzymane wykresy i analizujac ich wlasnoéci, uczniowie powinni odkryé¢, ze sg to
funkcje wielomianowe zmiennej n (pojecie wielomianu nie wystepuje w programie matematyki w gimna-
zjum, niemniej uczniom zdolnym na pewno warto je przyblizy¢). A dokladniej, ze funkcja f(n) = 14+2+...+n
jest zalezno$cig kwadratows, g(n) = 12+2%+...+n” - sze$cienng, a h(n) = 1*+2%+...+#’ jest wielomianem czwar-
tego stopnia. Widac to wyrazniej, jesli zamiast 10 punktéw rozpatrzymy ich na przyktad 50 (rys. 6a) lub gdy
wszystkie funkcje wyswietlimy jednoczesnie (rys. 6b).

Rys. 6

a) b)

Powyzsze hipotezy musimy jednak sformutowa¢ precyzyjniej. W tym celu wspdlnie z uczniami zasta-
nawiamy sie, jakie wspolczynniki liczbowe wystepuja w wielomianach reprezentujacych funkgcje f, g i h.

Mozemy to bada¢ réznymi metodami. Pokazemy dwie z nich.

1) Aby znalez¢ wspotczynnik a funkeji f(n) = an*+bn+c, wykonajmy dzielenie przez n w najwyzszej
potedze, w jakiej wystepuje w tym wzorze. Otrzymamy nowa funkcje f,(n) = f (nri , ktorej wykres dla

nefl, 2, 3, ..., 50} przedstawia rysunek 7. Wida¢, ze dla duzych n, wartoéci funkeji wyraznie stabilizujg sie

w poblizu pewnej liczby, ktéra mozna tatwo odczytaé. Z drugiej strony intuicyjnie jest zrozumiale, ze war-
tosci f,(n) = a+b/n+c/n* dla duzych n s3 w przyblizeniu réwne a (gdyz b/n i c/n* s3 wtedy bliskie 0). W ten
sposob znalezlismy hipotetyczng warto$¢ wspotczynnika a réwna 1/2.

Fi:L1sLZ
[l - -
HEUT f=.L106z08 Rys. 7
f.(n)-Yan?

Nastepnie zajmujemy sie funkeja f,(n) ="+, i - podobnie jak wcze$niej — znajdujemy b = 13, a na
koniec funkgja f,(n) = f,(n)-Y2n’~Y2n, otrzymujac ¢ = 0. Mamy wiec hipoteze, ze f(n) = Van’+¥sn.
Podobna procedura zastosowana do funkeji g(n) daje wynik (1/3)n*+(1/2)n*+(1/6)n, a zastosowana do

h(n) daje (1/4)n*+(1/2)n*+(1/4)n*. Tak wiec hipotezy mamy gotowe.

2) Do wyznaczenia réwnan funkeji f, gi h mozna tez uzy¢ krzywych regresji, czyli funkcji, ktére w danej
klasie, na przyklad wielomianéw kwadratowych, sze$ciennych lub czwartego stopnia, najlepiej pasuja do
danego ukladu punktéw. Korzystamy z wbudowanej w kalkulator komendy pozwalajacej automatycznie
takie funkcje znajdowaé (cho¢ w pracy z grupa uczniéw zainteresowanych matematyka warto sie pokusi¢
o wigksza precyzje i zapoznaé ich z metoda najmniejszych kwadratéw, na ktdrej opiera sie znajdowanie
krzywych regresji). Uzyskane w ten sposob wyniki (przedstawione na rys. 8-10) mozemy poréwnac z tymi
znalezionymi poprzednig metoda.




Czes¢ L. Jak uczy¢, aby rozwija¢ potencjat intelektualny ucznia
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Regresja kwadratowa dla funkeji f{n)
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Regresja sze$cienna dla funkeji g(n)
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Rys. 10
Regresja wielomianowa stopnia czwartego dla funkeji h(n)
) ) . n(n+l) . o, )
Przeksztalcajac otrzymane wzory, otrzymujemy ostatecznie: 142+3+...+n = — 5, P'+2%4+3%+...+1 =
1
= n(n+)(2n+1) "+é 2111) oraz 14294+3%...40° = (J—)” ”2+1 )

(D) Istnieje wiele dowodoéw powyzszych tozsamosci. W liceum najczesciej wykorzystuje sie w nich
zasade indukcji matematycznej. Warto jednak zaprezentowa¢ uczniom inny typ rozumowania, tak zwane
dowody przez interpretacje geometryczng. Rysunek 11 przedstawia takie wladnie uzasadnienie pierwszej

tozsamosci dla n = 4.

14243+...4n = (n*-n)/2+n = n(n-1)/2

Dowody podobnego typu pozostatych dwéch tozsamosci mozna znalez¢ na przyklad w [3].

(U) Badanie sum liczb naturalnych, ich kwadratéw i szescianéw powinno doprowadzi¢ uczniéw do

wniosku, ze suma 1%+2%+...+nk, gdzie ke N jest wielomianem stopnia k+1 zmiennej n, a wspotczynnik przy
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zmiennej w najwyzszej potedze wynosi 1/(k+1). Podobne zagadnienie badal w XVIII wieku szwajcarski
matematyk Jakub Bernoulli. Rozpatrywal on sumy 0%+1%¥+2%+...4+(n-1)* i odkryl, Ze mozna je zapisa¢ jako
Wll (Bonk”+(kT 1) Blnk+...+(kz 1) Bkn), przy czym wspotczynniki B, B,, ..., B,, zwane dzi$ liczbami Bernoul-
liego, odgrywaja wazna role w teorii liczb. W szczegolnosci postuzyly Kummerowi do rozstrzygniecia roz-

wigzalnoéci réwnania Fermata dla tak zwanych liczb pierwszych regularnych.
Réwnanie diofantyczne

Kolejne zadanie jest dos¢ trudne. Pochodzi z Olimpiady Matematycznej z 1998 roku.
ZnajdZ wszystkie rozwigzania w liczbach catkowitych réwnania x*+3y* = 1998x.

(E) Krzywa o rownaniu x2+3y* = 1998x to elipsa, zatem moze przechodzi¢ tylko przez skonczenie wiele
punktéw kratowych o wspoéltrzednych calkowitych. Mozemy istotnie zawezi¢ obszar poszukiwan, zauwa-
zajac ze x musi by¢ nieujemne i spelnia¢ nieréwno$¢ x < 1998, co daje oszacowanie y przez nierdwnos¢
ly| <V3-1998/6 = 1153 (ktére mozna jeszcze poprawic do |y| <V3-333 = 573).

Oto rozwigzanie ,,maszynowe” (w programie DERIVE), dzieki ktéremu wyluskano rozwiazania.

2
1998.x - x
#: fe) = J|————
3

#2- g(x) = MOD(F(x))
hi{x) =

If

g(x) =0
#3: X
1

#4:  VECTORCh(x), x, 0, 1998)

#5: [0, 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

Funkcja g(x) to czes¢ ulamkowa f(x), zatem x jest rozwigzaniem calkowitym rozpatrywanego réwnania,
o ile g(x) = 0. Pozycja #5 zawiera 27 poczatkowych wynikéw dla xe {0, 1, ..., 26}. Oczywicie program wy-
$wietlil je wszystkie.

»Reczne” poszukiwanie wartosci x, dla ktérych f(x) jest catkowite, mozna zautomatyzowac za pomoca
nastepujacej operacji na wektorach: [a, b, ¢, ..., d] = {{Zj E: : g]’a], ggéi;’ gg((c?)) ; g W efekcie (widocznym
ponizej) otrzymujemy cztery rozwigzania w liczbach catkowitych nieujemnych i jeszcze dwa rozwigzania
z ujemnymi warto$ciami zmiennej y: (648, -540), (1350, -540).

s(v) =
If il =1
#5: DELETE_ELEMENT(v, 1)
APPEND(DELETE_ELEMENT(v, 1), [vi1])

#6:  w = VECTORCh(x), x, 0, 1998)

#7: r = ITERATE(s(v), v, w, 1999)

#8: r= [0, 648, 1350, 1998]
rozw := VECFOR([r , flr )]. 1, 1, DIM(r))
#9: i i
0 0
648 540
#10: rozw :=
1350 540

1998 0




Czgé¢ 1. Jak uczy¢, aby rozwija¢ potencjat intelektualny ucznia

Wrtasciwie w tym momencie mozna zakonczy¢ rozwigzywanie zadania, gdyz wszystkie pierwiastki cal-
kowite rownania x*+3y? = 1998x zostaly znalezione. Powstaje jednak pytanie, czy powyzsze postegpowanie

stanowi dowdd, czy jest jedynie sposobem na postawienie hipotezy.

(D) Warto przeprowadzic¢ z uczniami dyskusje na temat potrzeby rozwiazania ,,niemaszynowego”. Moze
sie ono opiera¢ na spostrzezeniu, ze je$li para (x, y) jest rozwigzaniem danego réwnania, to obie liczby
x iy sa podzielne przez 3. Biorac to pod uwage, otrzymujemy nowe rownanie x’+3y? = 666x,, gdzie x = 3x
iy =3y,.1znowu zauwazamy, ze x, i y, s3 podzielne przez 3. Kontynuujac poprzednie postepowanie, docho-
dzimy do réwnania x+3y? = 74x,, ktére tez mozna uproécic, zauwazajac ze x, i y, s3 parzyste. Wtedy pozo-
staje do rozwigzania réwnanie x+3y; = 37x,, co przy ograniczeniach nalozonych na zmienne dos¢ szybko
prowadzi do znalezienia rozwigzan: (0, 0), (12, 10), (25, 10), (37, 0), (12, -10) i (25, -10).

(U) Istotg zaprezentowanego rozumowania arytmetycznego jest szczegolna podzielnos¢ wspotczynni-
kéw réwnania, podczas gdy wypracowana metoda numerycznego poszukiwania rozwigzan pozwala zajaé

sie rOwnaniami typu x*+3y? = kx, dla dowolnych ke N.

Dotychczasowe przyktady pokazuja, ze istote rozwigzywania zadan matematycznych za pomoca kom-

puteréw lub kalkulatoréw (czy ogélnie za pomocg technologii) dobrze ilustruje nastepujacy diagram:

PRZEKLAD ZADANIA — WPROWADZENIE DANYCH — ZEBRANIE WYNIKOW —
— INTERPRETACJA WYNIKOW/HIPOTEZA — DOWOD — UOGOLNIENIA

Szczegdlnie istotnym elementem tego procesu jest przeklad zadania, czyli konieczno$¢ wyrazenia bada-
nych obiektéw w jezyku zrozumiatym dla programu komputerowego. Bardzo rzadko wystepuje on w innych
podejsciach do rozwigzywania problemow, a ksztaltuje wazna umiejetnos¢ matematyzacji i wlasnie to sta-

nowi jedna z najwiekszych zalet nauczania matematyki za pomoca technologii.

Zadania o ciagach

Oto dalsze przyklady zadan (juz bez szczegélowego omoéwienia), ktore moga by¢ rozwigzane za pomoca
kalkulatora lub odpowiedniego programu komputerowego. Zadania te dobitnie podkreslaja zalety wspo-
maganej technologiami pracy nad zadaniami matematycznymi: konieczno$¢ wyrazenia problemu w jezyku
uzywanej technologii, szybkos¢ i liczba wykonywanych obliczen dajacych wiele przestanek do postawienia
trafnej hipotezy, uproszczenie metod rozwiazania i obnizenie progu trudnosci problemu do poziomu prze-
cigtnie uzdolnionego ucznia, mozliwos¢ szybkiej weryfikacji postawionej hipotezy.

Pierwsze zadanie pochodzi z Migdzynarodowej Olimpiady Matematycznej z 2005 roku.
Niech a, = 2"+3"+6"-1.Wyznacz wszystkie liczby naturalne wzglednie pierwsze z kazdym wyrazem tego ciggu.

Mozna wykorzysta¢ program DERIVE do sprawdzenia, ile wynosza reszty z dzielenia kolejnych wyra-
z6w ciggu {a } przez rozne liczby pierwsze. Po zbadaniu kilkunastu przypadkow liczb pierwszych p okazato
sie, zejeslip#2ip#3,top | a, . Ta odkryta eksperymentalnie wlasno$¢ w istotny spos6b przyczynita sie
do podania odpowiedzi: jedyna liczbg wzglednie pierwsza z kazdym wyrazem rozpatrywanego ciagu jest 1.

A oto kolejny przyktad.

Niecha =14,b =-6,a =3a+b,b  =-a+b dlan>1. Znajdz wzory jawnenaa ib,
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W programie MATHEMATICA poszukiwania mozna prowadzi¢ w nastgpujacy sposob:

= £[{x_, y }] :={3x+y, -x+Yy}

nel- NestList[£, {14, -6}, 10]

ouel- {{14, -6}, {36, -20}, {88, -56}, {208, -144}, {480, -352}, {1088, -832},
{2432, -1920}, {5376, -4352}, {11776, -9728}, {25600, -21504}, {55296, -47104}}

In3l= FactorInteger[%]

ousl= {{{{2, 1}, {7, 1}}, {{-1, 1}, {2, 1}, {3, 1}}},
{({{2, 2}, {3, 23}, {{-1, 1}, {2, 2}, {5, 1}}},
{{{2, 3}, {11, 1}}, {{-1, 1}, {2, 3}, {7, 1}}},
{({{2, 4}, {23, 1}}, {{-1, 1}, {2, 4}, {3, 2}}},
({2, 5}, {3, 1}, {5, 1}}, {{-1, 1}, {2, 5}, {11, 1}}},
{{{2, 6}, {17, 1}}, {{-1, 1}, {2, 6}, {13, 1}}},
{{{2, 7}, {29, 1}}, {{-1, 1}, {2, 7}, {3, 1}, {5, 1}}},
{{{2, 8}, {3, 1}, {7, 1}}, {{-1, 1}, {2, 8}, {17, 1}}},
{{{2, 9}, {23, 1}}, {{-1, 1}, {2, 9}, {19, 1}}},
{({{2, 10}, {5, 2}}, {{-1, 1}, {2, 10}, {3, 1}, {7, 1}}},
({{2, 11}, {3, 3}}, ({-1, 1}, {2, 11}, {23, 1}}}}

Po przelozeniu na typowa symbolike otrzymujemy:
a =27a,=2"3a,=2"1,a,=2"13,a =2%35=2%15,a =217
b =-23,b,=25,b,=2"7,b,=2%9, b, =211, b, = 213

Prawidlowosc jest ewidentna: a = 2(2n+5), b, = 2"(2n+1).
Ponizsze zadanie rozwigzywalem z uczniami I klasy ITII LO w Gdyni.

Diagram ponizej ilustruje rownolicznos¢ zbiorow N X N oraz N. Podaj wzér jawny funkcji f: N x N—N, ktorej
ten diagram odpowiada, to znaczy takiej, ze f(1,1) =1, (1,2) =2,f(2,1) =4, f(3, 1) = 5 itd.

y
10 11 12 13
917577 lu
2413 6 115 .
1 J 4—13 1£4"
1 X Rys. 12

Jedna z uczennic po tygodniu przyniosta rozwigzanie. Fragment jej notatek prezentujemy ponize;.

W pracy tej jest spory potencjal, chociaz sg tez powazne bledy. Programy komputerowe daja mozliwosé¢
uporzadkowania chaotycznych rozwiazan i weryfikacji ich poprawnoéci.

W ostatniej macierzy widoczne sg wartoéci funkgji pokazanej na rysunku 12. Uzyskalismy tu kom-
puterowe potwierdzenie, Zze pomyst uczennicy byt dobry, a koniecznos¢ poprawnego zaimplementowania

definicji funkeji do programu ,,zmusila” uczennice do naniesienia poprawek w jej pierwotnej definicji.
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0 — {’(')’} S= (w(\ﬂ&)]ﬂ m&x(}f,%)'l"'
Dla x=y = n=u’= x44
-gfﬂ* Dl oy, x)=2k ke N;xy; XY =D S+ix-y|=n
Pla wet [y, x) 22k LeN; “y Wy => S-leylzn
T;:. ax by X)kt ! —ll— K 2D s iy
—— Xy D stleyl=n

l‘l,?. DL% fl:: M\-ﬂ.}((nx}:zk;x<riﬂ=15_é:;@

Sz 164 #4=13

Do iy Mx(y,ﬁﬂk'x)\;-—vh:ﬁq.f-tzﬁ
$=C4-844=57

Do 11 5
Xy

STA20-M442 411 wax by )= 2t X2y =
n= g-6=105 Rys. 13

2
#1: s(x, y) = MAX(x, y) - MAX(x, y) + 1

martyna(x, y) :=
If x=y
X2 -x+1
If x >y A MOD(MAX(x, y), 2) = 0
s(x, y) + ABS(x - y)
#2: If x < y A MOD(MAX(x, y), 2) = 0
s(x, y) - ABS(x — y)
If x > y oA MOD(MAX(x, y), 2) =1
s(x, y) — ABS(x — y)
s(x, y) + ABS(x - y)

#3: VECTOR(VECTOR(martyma(x, y), x, 1, 5), y, 1, 5)
1 4 5 16 17
2 3 6 15 18
#4: 9 8 7 14 19
10 11 12 13 20
25 24 23 22 21

Nowy typ zadan matematycznych

We wszystkich weze$niejszych przyktadach punktem wyjscia byt problem matematyczny, ktory znacza-
co dalo si¢ uprosci¢, dzieki zastosowaniu technologii. Pokazemy, ze moze by¢ takze na odwroét: otz proba
»hauczenia” kalkulatora lub komputera, jak tworzy¢ pewne obiekty matematyczne, czyli przeklad zadania
z jezyka matematyki na jezyk kalkulatora lub programu komputerowego, moze sam w sobie stanowi¢ cie-
kawy problem do rozwiazania. Czesto bowiem to, co wydaje si¢ latwe do pokazania cho¢by na odrecznym
rysunku, moze by¢ trudne do wykonania za pomocg technologii. Oto przyktad:

123
Zapisz macierz |4 5 6|, uzywajgc:
7 89
a) komendy vector w programie DERIVE,
b) komend seq i List—matr w kalkulatorze graficznym.
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W programie DERIVE komenda jest krotka.

VECTOR(VECTOR(3+1 + 3, 3, 1, 3}, 1, 0, 2)

1 2 3
4 5 6
7 8 9

Stworzenie rozpatrywanej macierzy w jezyku na przyktad kalkulatora TI-84 jest bardziej skompliko-
wane i wymaga pewnej sprawnosci w operowaniu obiektami matematycznymi, ktére sa dostepne w menu.

Sposdb postepowania pokazuja ponizsze zrzuty ekranow.

sedlH. K. 1. 7Fa 303l {2 5 8Y|ListekmatriL1alzs
1 sedlHa a3, 9 30+L L. [AL D
14 7 Done
sediH. R, 2.8, 3030 L3 & 9x|[A]
z ListkmatrilL1.Lz» [ 1
2 5 8x|L=z.[A]2 1
[ | Dokne 11
] [ ] Rys. 14

e
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Zamiast zakonczenia

e Istnieje ogromna liczba przykladéw matematycznych zadan, w ktérych stosowanie technologii nie tylko
ulatwia znalezienie rozwigzania, ale rozwija umiejetno$ci badawcze uczniéw, ksztattujac ich tworczy po-
tencjal.

o Technologie, dzigki ogromnej mocy obliczeniowej, pozwalajg si¢ skoncentrowa¢ wyltacznie na poszukiwa-
niu prawidtowosci, stawianiu hipotez czy dowodzeniu; to znaczy czarng robote wykonuje kalkulator lub
komputer.

e Maszynowe rozwigzywanie matematycznych zadan czegsto si¢ wiaze z koniecznoscia napisania programu,
ktéry automatycznie wykonuje na przyktad obliczenia.

¢ Technologie umozliwiajg zaprojektowanie matematycznych symulacji, na podstawie ktérych mozna uzy-
ska¢ rozwigzanie problemu, na przyklad stynne zadania Buffona o igle.

e Technologie umozliwiaja wizualizacje rozwiazan. Zaplanowanie takiej wizualizacji wymaga czasami spo-
rej wiedzy matematyczne;j.

¢ Nalezy podkresli¢, ze uzywanie komputeréw do wykrywania prawidlowosci i stawiania hipotez nie zwal-
nia z potrzeby przeprowadzania dowodéw. Dopiero przedstawienie dedukcyjnego uzasadnienia odkryte-

go faktu powoduje, ze zadanie jest rozwigzane prawidtowo.
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3. O nauczaniu metoda projektu edukacyjnego
Malgorzata Mikolajczyk, Wroctaw

Aby pracowa( jakgs metodg, trzeba by¢ do niej przekonanym, rozu-
miec jej cele i mechanizmy. Istotg pracy metodg projektu jest edukacja
interdyscyplinarna, a takze odwolywanie sie do zjawisk codzienne-
g0 zycia, odkrywanie rzgdzgcych nimi prawidtowosci i ich badanie.
Opisane we wczesniejszych rozdziatach nauczanie realistyczne i pro-
blemowe stanowig przygotowanie ucznia do realizowania projektu,
a w dalszej perspektywie - do samodzielnej pracy badawczej. W tym
rozdziale oméwimy zasady interdyscyplinarnosci nauczania, zdefi-
niujemy, czym sq zadania projektowe, wskazemy ich przyktady i opi-

szemy narzedzia utatwiajqgce ich realizacje.

Ksztalcenie interdyscyplinarne

Interdyscyplinarno$¢ jest najbardziej naturalnym sposobem przekazywania wiedzy. Dziecko postrzega
otaczajacy je $wiat jako calos¢, w taki sposob uczy sie w domu i od najmtodszych lat poznaje swoje otocze-
nie. Dopiero szkota narzuca mu podzial na poszczegoélne dyscypliny, wskutek czego wiedza zostaje poszu-
fladkowana, a uczen sam nie potrafi stworzy¢ powiazan miedzy réznymi jej fragmentami. Dlatego integracja
wiedzy stala si¢ jednym z kluczowych zalozen reformy o$wiaty. Realizowana jest nie tylko przez nauczanie
zintegrowane na pierwszym etapie edukacyjnym i blokowe testowanie umiejetnosci po szkole podstawowej,
ale takze przez tworzenie $ciezek migdzyprzedmiotowych, projektowanie integrujacych wiedz¢ podreczni-
kéw i programéw nauczania oraz zalecang prace metoda projektu edukacyjnego.

Integracja tresci przedmiotowych z matematyki jest mozliwa na styku z kazdym innym przedmiotem
szkolnym, gdyz metody matematyczne stanowia podwaline metodologii wlasciwie wszystkich innych nauk.
Czesto o pelnym zrozumieniu jakiego$ zjawiska mowi sie dopiero wtedy, gdy umiemy je opisa¢ i wyja-
$ni¢ formulami matematycznymi. Dlatego w nauczaniu wazne jest wyrobienie umiej¢tnosci opisywania
zjawisk przyrodniczych i spotecznych w jezyku matematyki i wykorzystania jej metod do rozwigzywania
probleméw z réznych dziedzin wiedzy. Takie podejscie sklania ucznia do bacznej obserwacji otaczajacego
go $wiata i poznawczej refleksji nad jego zjawiskami, pozwala powigza¢ wiadomos$ci matematyczne z calo-
$cig wiedzy zdobywanej w szkole, ukazywac¢ aplikacyjne aspekty matematyki w réznych dziedzinach zycia
i dziatalnoéci poznawczej.

Korelacja miedzyprzedmiotowa

Integracji wiedzy szkolnej nie nalezy myli¢ ze zwykla korelacja miedzyprzedmiotowa. Problem nie
jest wcale nowy. Zacytuje tu fragment broszury z 1932 roku pt. ,,Jak realizowaé nowe programy szkolne™:
»Na lekeji polskiego - czytanka o pszczolach, na lekcji przyrody - pszczola, na lekcji rachunkéw - zadanie

o pszczolach, a na $piewie — piosenka o pszczolce. [...] Proby te najczesciej sztuczne, nie tylko nie przynosza
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oczekiwanych korzysci, ale czesto wprowadzaja do lekcji nud¢”. Nic dziwnego, ze tak sztucznie stosowana

korelacja przedmiotéw szkolnych budzi sprzeciw. Stanowi jaskrawe wypaczenie zasady interdyscyplinarno-

$ci w imie realizacji wytycznych i hasel programowych samych w sobie, a nie harmonijnego, naturalnego

i wszechstronnego rozwoju ucznia.

Celem nauczania interdyscyplinarnego jest postrzeganie i opisywanie zaréwno bogactwa, jak i jednosci
otaczajacego nas $wiata, a korelacja powinna by¢ narzedziem osiaggania tego celu tylko wtedy, gdy zachodzi
istotna i uzasadniona, a nie fikcyjna potrzeba jej wprowadzenia. Stanowi wtedy niezwykle cenna metode
pobudzania motywacji uczniéw, pozwala na indywidualizacj¢ tempa pracy i zakresu wymagan w zalezno$ci
od mozliwoéci i zainteresowan ucznia, na poznanie danego zjawiska w sposob ciagly, kompleksowy, wielo-
aspektowy, réznymi zmystami i poprzez rézne aktywnosci.

Oto dwa przyklady wiasciwej realizacji korelacji miedzyprzedmiotowej w szkole podstawowej. Prowa-
dzone we wspdtpracy miedzy nauczycielami wszystkich przedmiotdw stanowia przygotowanie do realizacji
projektéw edukacyjnych w gimnazjum oraz prowadzenia samodzielnych uczniowskich prac badawczych
w szkole ponadgimnazjalne;.

Zima

e jezyk polski - basn Hansa Christiana Andersena Krélowa sniegu — stuchowisko, fragmenty filmu,
teatrzyk samorodny; czytanie i analiza wybranych fragmentéw opowiadan Aliny i Czestawa Centkie-
wiczow;

e przyroda - jak wyglada u nas zima, czym sie rézni od innych pér roku, co robig wtedy ludzie i zwierze-
ta — pogadanka, wycieczka do lasu i badanie tropéw zwierzat; skad si¢ biora pory roku, kiedy wystepuja
w roznych czesciach ziemskiego globu — demonstracja na globusie; gdzie si¢ znajduja strefy polarne, gdzie
leza Antarktyda i Arktyka, czy sa zamieszkale, jak wyglada Zycie ich mieszkaficéw, fauna, flora, krajobrazy
- zdjecia, filmy, spotkanie z polarnikiem;

¢ matematyka - obserwacja i szkicowanie platkéw $niegu, badanie ich symetrii, pojecia symetrii osiowej,
$rodkowej i obrotowej, projektowanie ptatkéw o zadanej symetrii, metody uzyskiwania obiektéw o danej
symetrii — eksperymenty z lustrem, kleksami, wycinaniem, realizacje komputerowe;

e technika — wykonanie bezpiecznego lodowiska na szkolnym lub osiedlowym boisku, budowa igloo;

e wychowanie fizyczne - sporty zimowe i zabawy na $niegu — zawody saneczkowe, wyscigi zaprzegow,
konkurencje tyzwiarskie, narciarstwo biegowe;

o sztuka - Zima w muzyce i plastyce na przykladzie cyklu Cztery pory roku Antonia Vivaldiego oraz Giu-
seppe Arcimboldo, konkurs rzezb ze $niegu;

¢ godzina wychowawcza - podsumowanie i ocena, wystawa prac, wycieczka z kuligiem i ogniskiem.

Gory

¢ jezyk polski - zycie i zajecia gorali — pogadanka; gwara géralska - filmy, stuchowiska, opracowanie stow-
niczka; legendy o gérach - czytanie fragmentdéw prozy, opowiadanie, teatrzyk samorodny, filmy; gory
W poezji — czytanie i omawianie fragmentdw, recytacja;

o przyroda - fauna, flora, krajobrazy gor - zdjecia, filmy; pochodzenie i rozmieszczenie pasm gérskich -
globus, mapy, filmy;

e technika - potrawy goralskie — zebranie przepisoéw, przygotowanie kwasnicy, degustacja;

e sztuka - co to jest folklor — pogadanka, motywy goralskie, architektura gor - zdjecia, filmy; wykonanie
elementdw stroju goralskiego, ciupag, haftéw, malowanie na szkle;

¢ wychowanie fizyczne - wspinaczka skalkowa w terenie lub na sztucznej $cianie, nauka krzesanego;
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¢ matematyka - najwyzsze szczyty $wiata, Europy i innych kontynentéw, Polski, okolicy zamieszkania —
poréwnywanie, gromadzenie i prezentacja danych, rysowanie w skali;

¢ godzina wychowawcza - podsumowanie i ocena, wystawa prac, wycieczka w gory.

Proponowane aktywnosci sg silnie zwigzane z osig tematyczng i w sposob naturalny umotywowane,
a jednoczeénie pozwalaja rozwija¢ wiadomosci i umiejetnosci przedmiotowe oraz wyobraznie i zaintere-
sowania uczniéw. Do wspdlpracy przy ich realizacji warto wlaczy¢ rodzicow, prezentujac na przyklad ich
zawody czy hobby.

Jednak korelacji miedzyprzedmiotowej nie nalezy naduzywac i stosowa¢ zbyt czesto, gdyz grozi to prze-
cigzeniem procesu dydaktycznego i moze sta¢ si¢ meczace i nudne. Nie kazde hasto programu musi by¢
realizowane w sposéb interdyscyplinarny, poniewaz nie kazde sie do tego nadaje, a do pewnych zadan ma-

tematycznych moze po prostu zabrakna¢ okazji.
Zadania interdyscyplinarne

Nauczanie interdyscyplinarne nie musi sie przejawiaé wylacznie w przedsiewzigciach dydaktycznych
na miare projektow czy $ciezek miedzyprzedmiotowych. Moze by¢ z powodzeniem realizowane w pojedyn-
czych zadaniach z autentycznym i glebokim kontekstem miedzyprzedmiotowym czy nawet w pojedynczych
akapitach podrecznika do matematyki (dotyczacych informacji historycznych, astronomiczno-fizycznych,
przyrodniczych czy lingwistycznych). Wprowadzenie metody wspdtrzednych mozna powigzac z pogadanka
o kartografii, o postepie geometrycznym moéwié przy okazji bankowosci, a obliczenia procentowe stosowa¢
do zadan o ste¢zeniach roztworéw chemicznych.

Autorzy podrecznikéw do matematyki nie powinni unika¢ wigczania do nich treéci z innych dyscy-
plin, ktére w naturalny sposob pokazuja jej praktyczne aspekty, a odwolujac si¢ do pozamatematycznych
zainteresowan ucznia, dostarczaja motywacji do przyswajania jej metod. Nie kazdy uczen jest w stanie
podziwia¢ pigkno czystej matematyki, ale kazdy powinien docenia¢ jej uzytecznos¢. Wydaje si¢ jednak,
ze tworzenie autentycznych zadan interdyscyplinarnych przychodzi autorom podrecznikéw z trudem.
Zadanie takie (podobnie jak zadania realistyczne, o ktorych byta mowa wcze$niej) musi istotnie wyko-
rzystywa¢ wiedze ucznia o opisywanym zjawisku, wymagac¢ od niego zdobycia takiej wiedzy (poprzez ob-
serwacje, eksperyment czy analize Zrédet) lub wiedza ta powinna by¢ zdobywana w wyniku rozwigzania
zadania. Zawsze jednak uczniowie powinni by¢ postawieni przed konieczno$ciag wyboru adekwatnego
do problemu aparatu matematycznego, a samo pytanie powinno budzi¢ ich autentyczne zainteresowanie
i motywacje.

Oto przyktad takiego zadania dotyczacego stezen, w wariancie dla kazdego poziomu edukacyjnego. Jego
waznym aspektem jest mozliwo$¢ oparcia si¢ na eksperymencie, ktory stanowi punkt wyjscia do zdefiniowa-

nia nowego pojecia lub sformulowania problemu, a nastgpnie poszukiwania jego matematycznego modelu.
Co sig stanie z poziomem wody w naczyniu, gdy wrzucimy do niego gars¢ soli, pieprzu, grochu, gwoZdzi?

Zadanie to stanowi pretekst do wprowadzenia w szkole podstawowej pojecia objetodci i jej wlasnosci.
Uczniowie moga swobodnie przewidywa¢ wyniki eksperymentu, a nastgpnie zweryfikowa¢ je, wykonujac
doswiadczenia. W tym celu musza ustalié: wielkosci, ktore beda podlega¢ pomiarom, jednostki i technike
ich wykonania. Zadanie pozwala dokona¢ egzemplifikacji réznych typéw mieszanin oraz wykazaé, ze w rze-

czywisto$ci (inaczej niz zazwyczaj w matematyce) objeto$¢ nie jest miara addytywna.
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W gimnazjum podobne do$wiadczenia moga stanowi¢ podstawe nauki o obliczeniach procentowych
- uczniowie moga wykonywac roztwory o danych stezeniach, opracowywa¢ metody okreslania stezen da-
nych roztwordéw i otrzymywac z nich nowe roztwory o pozadanych stezeniach, moga tez bada¢ wlasnosci
roztwordw nasyconych, sporzadza¢ i skalowa¢ solomierze, glukometry itp. Z takich laboratoryjnych lekcji
matematyki na pewno wyniosa wiecej niz z rozwigzywanych ,,na sucho” zadan o mieszaniu roztworéw.

Z kolei w liceum podobne eksperymenty mogg by¢ wstepem do ukladania réwnan rézniczkowych.

Do 10-litrowego wiadra, w ktérym sq 2 litry wody doplywa w statym tempie 1 litra na minute 10-procentowy
roztwér soli. Jak zmienia sig stgzenie soli w wiadrze? Jakie stezenie ma roztwér w momencie, gdy wiadro sig

napetni?

Proces rozwigzywania tego zadania jest zlozony i moze taczy¢ w sobie wiele aktywnosci nie tylko ma-
tematycznych. Rozwigzywanie zadania mozna zacza¢ od naszkicowania przewidywanego ksztattu krzywej
stezenia roztworu (funkcja rosnaca od 0 do 8%), trudno jednak przewidzie¢, w jakim tempie wzrasta to
stezenie, czy zalezy liniowo od czasu i jakg warto$¢ osiaga w chwili napelnienia sie wiadra. Kolejnym etapem
jest zaplanowanie i wykonanie odpowiedniego eksperymentu, w wyniku ktérego przebieg krzywej stezenia
ustalimy empirycznie. Nastepnie, bilansujac ilo$¢ soli w roztworze po czasie t, otrzymujemy wzor analityczny

ilos¢ soli po czasie ¢ =11 ) oba wykresy mozemy poréwnaé
objeto$¢ roztworu w chwili ¢ ~ 2+¢° wykresy VP '

Nie ma tu jeszcze zadnych réwnan rézniczkowych, ale przeciez nie kazde zagadnienie fizyczne musi do

tej krzywej: stezenie soli po czasie t =

nich prowadzié. Jednak zadanie to mozna dowolnie wzbogaca¢ i przedluzaé, na przyktad przy zalozeniu,
ze poczatkowo w wiadrze znajdowat si¢ roztwor soli o znanym stezeniu, mozna badac, kiedy stezenie prze-
kroczylo 2%, 3%, 4% itd., czy nastepowalo to w réwnych odstgpach czasu, czy coraz szybciej, czy wolniej
i wreszcie mozna si¢ zastanowi¢, co si¢ dzieje ze stezeniem roztworu, gdy eksperyment trwa dalej, to znaczy
gdy roztwdr zaczyna si¢ przelewa¢ z wiadra.

Poczatkowo wydaje sie, Ze to nic nie zmienia, jedynie przy czasie dazacym do nieskonczonosci, krzywa
powinna zbiega¢ asymptotycznie do 10%. Tak byloby i w poprzednim przypadku, gdyby wiadro miato nie-
ograniczong objetos¢. Ale czy tempo wzrostu stezenia bedzie nadal takie samo? Intuicja podpowiada, ze nie.
Powinno by¢ szybsze, poniewaz wraz z roztworem wylewa si¢ z wiadra woda, ktéra byta w nim na poczatku.
Tym razem przeprowadzenie eksperymentu i obliczenn wymaga zatozenia pewnego modelu teoretycznego.

Zalézmy, ze w ciagu kazdej minuty tyle samo cieczy wlewa si¢ do wiadra, ile si¢ z niego wylewa, bez
zadnych strat i gwaltownego rozchlapywania. Ponadto ciecz bardzo szybko i doktadnie si¢ miesza, tak ze jej
stezenie jest wszedzie jednakowe. Mozemy to uzyska¢, wylewajac z wiadra chochelke mieszaniny, dolewa-
jac taka samg chochelke roztworu 10-procentowego, mieszajac i powtarzajac te czynnoéci od nowa. Niech
jedna taka operacja zajmuje czas At, a odpowiadajaca tej operacji zmiang ilosci soli w roztworze oznaczmy
przez As. Jesli w ciggu minuty wlewa sie 1 litr roztworu, to w czasie At powinno si¢ wlewaé go At litréw, za-

tem objeto$¢ naszej chochelki powinna wynosi¢ wlasnie At. Wobec tego w jednym cyklu przelewan mamy:

As = ilo$¢ soli dolanej - iloé¢ soli odlanej = 0,1At-0At = O,lAt—%At,

stezenie wlewanego roztworu stezenie aktualnie wylewanej mieszaniny

gdzie s(t) oznacza ilo§¢ soli w wiadrze w chwili ¢.

Gdy réwnanie to podzielimy stronami przez At otrzymamy: ﬁ—; = 0,1—% =0,1[1-s(2)].
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Jesli za$ eksperyment bedziemy przeprowadzaé nieskonczenie mata chochelka (At—0), to otrzymamy:
s'(t) = 0,1[1-s(#)]. Zatem funkcja opisujaca stezenie roztworu w wiadrze to s()/10, przy czym funkgcje s trze-
ba wyznaczy¢ z powyzszego réwnania.

Do rozwigzania otrzymanego réwnania rézniczkowego wystarczg podstawowe wiadomosci dotyczace
pochodnych funkgji elementarnych, mozna tez wykorzysta¢ do tego komputer lub kalkulator algebraiczny.
Rozwigzaniem jest funkcja wykladnicza, majaca (od momentu przepelnienia wiadra, czyli dla t = 8 min)
istotnie szybsze tempo wzrostu. Oto wykresy krzywych stezenia w przypadku nieograniczonego i przelewa-

jacego sie wiadra.

K Rys. 1
0 30 min 8 30 min

I to zadanie uczniowie moga dalej modyfikowaé, wprowadzajac wiecej krandw o réznej przepustowo-
$ci, z ktorych wlewaja sie roztwory o roznych stezeniach. Mozna tez wprowadzi¢ kilka zbiornikéw o danej
poczatkowej zawartosci, w ktorych woda przelewa si¢ z jednego do drugiego. Komplikuje to oczywiscie ra-
chunki, ale nie rozwigzywanie otrzymywanych réwnan jest tu najwazniejsze, a ich ukladanie i pokazanie, ze
takie rOwnania to nie martwe, abstrakcyjne twory, lecz matematyczne opisy konkretnych sytuacji. W trakcie
tego typu zaje¢ uczniowie rozwijaja wazne umiejetnosci: przewidywania przebiegu do$§wiadczenia, jego pla-
nowania, modelowania i poréwnania wynikow teoretycznych z empirycznymi.

Niestety, w polskich podrecznikach takich zadan nie ma, nie ma tez tradycji przeprowadzania tego typu
zaje¢ na lekgji (ani matematyki, ani fizyki). Nauczyciele maja niewielkie do$wiadczenie w rozwigzywaniu
probleméw wymagajacych modelowania matematycznego i zbierania danych doswiadczalnych pozwalaja-
cych odpowiedni model skonstruowa¢ lub potwierdzi¢ empirycznie jego zgodno$¢ z rzeczywistoscia. Stan
ten nie zmieni sie, dopdki do kanonu ksztalcenia przysztych nauczycieli matematyki nie wejdzie kurs mo-

delowania matematycznego.
Czym jest metoda projektu

Jednym ze sposobdw realizacji idei ksztalcenia interdyscyplinarnego jest metoda projektu. Kladzie sie
w niej nacisk nie tyle na wiedze i opanowanie technik, co na rozumienie proceséw matematycznych, prze-
prowadzanie rozumowan i stosowanie metod matematyki w sposéb swobodny i elastyczny do rozwigzania
probleméw praktycznych. Dokladniej rzecz ujmujac, projekt to dtugoterminowe zadanie polegajace na pro-
wadzeniu przez uczniéw (indywidualnie lub w zespole) samodzielnej pracy badawczej dotyczacej zjawiska
zwigzanego z zZyciem codziennym lub dowolng gatezig wiedzy. Zadanie to powinno:
¢ nawigzywa¢ do realnych sytuacji,
e zrywac z podzialem na treéci przedmiotowe,
e odwolywac si¢ do zainteresowan ucznia i pozwalac na poszerzenie jego wiadomosci,
o wykorzystywa¢ w nowych sytuacjach wiedze i umieje¢tnosci zdobyte w procesie nauczania,

o mie¢ charakter odkryweczy, wykorzystywaé naturalng ciekawos¢ dziecka,
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e wymuszaé realizacje pelnego procesu badawczego - od planowania przebiegu badan przez zdobywanie
informacji, stosowanie rozmaitych strategii rozwigzania problemu az po opracowanie wnioskéw i formu-
fowanie dalszych pytan.

Projekt jest realizowany na podstawie wytycznych okreslonych w karcie projektu i zawierajacych:

e wprowadzenie tematu badania,

e okreslenie celu badawczego,

o zestaw zadan do wykonania,

e oméwienie metod i narzedzi badawczych,

e propozycje organizacji pracy i prezentacji wynikéw,

¢ wykaz podstawowej literatury.

Proponowane tematy powinny dotyczy¢ konkretnych zjawisk zycia codziennego lub leze¢ na pograni-
czu réznych przedmiotéw nauczania szkolnego. Z punktu widzenia ksztalcenia matematycznego realizacja
takich projektéw wymaga wyszukiwania danych i informacji, modelowania matematycznego, stawiania hi-
potez i wykazania si¢ znajomoscig technik matematycznych. W wielu projektach mozna wykorzystac eks-
perymenty numeryczne i graficzne, co pozwoli uczniom doceni¢ uzyteczno$¢ technologii w odkrywaniu
nowych faktow.

Przyklady tematéw prac projektowych z pogranicza matematyki i wielu innych dziedzin (np. historii,
przyrody, fizyki, sztuki, techniki, religioznawstwa, lingwistyki oraz zycia codziennego) wraz z kartami pracy
ucznia i szczegotowymi instrukcjami dla nauczyciela mozna znalez¢é w pracy zbiorowej pt. ,44 udane pro-
jekty nie tylko z matematyki” (WS PWN, 2002).

Idea projektu edukacyjnego czasem bywa sptycana i wypaczana. Nie mozna na przyktad uzna¢ za prace
projektowa zebrania ilustracji stynnych budowli §wiata i wykreglenia ich osi symetrii. Cho¢ jest to ciekawe
i ksztalcace zadanie interdyscyplinarne, nie realizuje postulatéw stawianych przed pracg projektows, ktéra
przede wszystkim ma mie¢ charakter badawczy i realizowaé wszystkie etapy wymagane w procesie odkrywa-
nia (stawianie i weryfikowanie hipotez, stosowanie rozmaitych strategii rozwiazania problemu oraz rozwija-
nie go przez stawianie dalszych pytan). W pracy metoda projektu wazne jest tez ksztaltowanie pozadanych
postaw intelektualnych (aktywnosci badawczej, tworczego, samodzielnego myslenia, wytrwatosci, poszuki-
wania rozwigzan alternatywnych) oraz przekazywanie strategii uczenia si¢ i rozwigzywania problemow.

Co wazne, samodzielna praca, koniecznos$¢ zadawania przez ucznia pytan dotyczacych matematycznej
natury zjawisk i odkrywanie nowej jakosciowo wiedzy moga da¢ nawet stabym uczniom wiele satysfakeji
i wiary we wlasne mozliwoéci, a w konsekwencji — zmieni¢ ich stosunek do przedmiotu. Wprowadzenie tej
formy pracy pozwala uczniom, w sposéb odmienny niz na przyktad podczas typowego sprawdzianu (bo
bezstresowy), wykaza¢ sie wiedzg, mozliwoéciami i kompetencjami takze matematycznymi, a nauczycielowi
daje okazje obserwowania pracy uczniéw w warunkach odmiennych od lekcyjnej codziennosci. Ponadto,
jest to znakomita okazja do ¢wiczenia jezyka matematycznego, umiejetnosci opisywania obserwacji i formu-
fowania przemyslen. Sktania do refleksji nad otrzymanymi wynikami, poszukiwania analogii i uogélnien,
rozwija cierpliwos¢ i wytrwalos¢ w podejmowanych dziataniach oraz umiejetno$¢ dziatania w zespole.

Rola nauczyciela w projekcie polega gléwnie na doborze lektury, zaproponowaniu odpowiednich te-
matéw, przedyskutowaniu przebiegu projektu, ustaleniu jego celéw i oczekiwanych wynikéw. Oczywidcie,
uczniowie powinni mie¢ mozliwos¢ zwrécenia sie do nauczyciela z prosba o pomoc w razie zaistniatych
trudnosci, jednak nauczyciel powinien zaszczepi¢ w uczniach poczucie warto$ci samodzielnej pracy i odpo-

wiedzialno$ci za efekty wlasnego uczenia sig.
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Waznym aspektem metody projektu jest wspotpraca uczniow w zespole. Daje to nauczycielowi pole do
obserwagji i analizy uczniowskich zachowan, nawigzujacych sie kontaktéw i interakeji, proéb wspdtpracy,
sposobow prowadzenia dyskusji, organizowania podzialu zadan i wyltaniania liderow.

Wiedza szkolna zdobywana w nauczaniu przedmiotowym bywa fragmentaryczna. Nauczyciele mate-
matyki czesto boja sie zagtebi¢ w materie innych przedmiotéw, thumaczac to brakiem czasu i konieczno$cia
przygotowania uczniéw do egzaminu. Nauczyciele historii, przedmiotéw przyrodniczych, jezykéw, techniki
czy sztuki jeszcze bardziej stronia od matematyki. Wydaje sie, ze gdyby kazdy z tych nauczycieli zrobil krok
w strone pozostalych, to tam odnalezliby moze ztoty $rodek nauczania. Metoda projektu jest doskonatym
pretekstem do takiego spotkania. Z punktu widzenia ksztalcenia ucznia uzdolnionego matematycznie nie
jest to cel priorytetowy, gdyz taki uczen ma na ogét ukierunkowane zainteresowania. Jest to jednak pierwszy
krok przygotowujacy go do podejmowania samodzielnych badan i eksperymentéw oraz do stawiania ma-
drych pytan badawczych, dostrzegania i formulowania nowych probleméw, zauwazania matematyki w ota-
czajacym $wiecie oraz do przedluzania wlasnych poszukiwan poza postawione zadanie.

Efektem pracy nad projektem moze by¢ wykonywanie pomocy dydaktycznych, przedmiotéw uzytkowych,
dokumentacji na potrzeby szkoly i srodowiska, opracowanie listow interwencyjnych, artykuléw do gazetek
szkolnych i prasy lokalnej, organizacja wystaw, konkurséw, przygotowanie i przeprowadzenie zajec lekcyjnych
z roznych przedmiotéw, wywiadéwek dla rodzicéw itp. Prezentacja wynikéw prac powinna by¢ swietem klasy.

Wszyscy (takze rodzice) powinni mie¢ mozliwos¢ docenienia i podziwiania wynikéw pracy ucznidw.
Jak ocenia¢ prace badawcza uczniow?

Aby metoda projektu odniosta pozadany skutek, po jej zakonczeniu musi nastapi¢ szczegélowa i rze-
telna ocena. Jest to bardzo wazny, ale i wyjatkowo trudny element pracy nad projektem. Trudnosci sprawia
zaréwno ocena samodzielnej aktywnosci badawczej ucznidw, jak i ich indywidualnego wktadu do pracy
zespolowej. Dlatego praca metoda projektéw wymaga wprowadzenia nowego stylu oceniania, poniewaz
najwazniejszy skladnik podlegajacy ocenie (twdrczoé¢ ucznia) trudno poddaje si¢ mierzeniu i obiektywi-
zacji. Waznym elementem wychowawczym jest tez samoocena ucznia i wzajemna ocena przez pozosta-
tych uczniéw pracujacych w grupie. Oczywidcie szczegdtowe kryteria oceniania powinny by¢ uzgodnione
z uczniami przed rozpoczeciem realizacji projektu.

W projekcie (a takze w innych zadaniach realizowanych zespotowo) kazdy uczen powinien by¢ ocenia-
ny indywidualnie. W przeciwnym razie ci¢zar realizacji projektu bedzie spoczywal na najlepszych uczniach
w grupie, a stabsi beda si¢ czuli zwolnieni z odpowiedzialno$ci za jego wyniki. Praca w grupie daje okazje,
aby uczy¢ sprawiedliwie i obiektywnie ocenia¢ siebie i innych. Uczy tez wlasciwego podziatu zadan. Przy
racjonalnym podziale pracy kazdy uczen moze dosta¢ do wykonania takg jej cze$¢, ktdra pozwoli mu otrzy-
ma¢ maksymalng ocene za jego wkiad do projektu.

Wydaje sig, ze sprawiedliwym i wychowawczym sposobem ilo$ciowej oceny pracy czlonkéw grupy jest
przyjecie nastepujacej zasady (oceny wystawiane np. w skali 1-6):
® 50% oceny koncowej stanowi ocena wystawiona przez nauczyciela,
® 25% oceny koncowej stanowi $rednia ocen wystawionych przez czlonkéw grupy (w sposob tajny lub jawny),
® 25% oceny koncowej stanowi ocena wystawiona samemu sobie przez danego ucznia.

Najwicksze znaczenie w projekcie ma szczegétowa ocena opisowa projektu, z dokladnym omoéwieniem

wszystkich jego waloréw i uchybien. Jednak aby uczniowie mogli poréwna¢ efekty swojej pracy z innymi
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grupami lub odnotowa¢ wiasne postepy w stosunku do innych prowadzonych przez siebie prac, przydatne

jest wprowadzenie oceny ilosciowej. Wymaga to wypracowania nowego stylu oceniania, jako ze:

e w nauczaniu matematyki dominuje tendencja, zeby kryteria ocen byly precyzyjnie opisane i zobiektyzo-
wane, natomiast oceniajac prace projektowe, nauczyciel musi zaakceptowaé mniej precyzyjny i bardziej
subiektywny styl oceniania;

e zasady oceniania powinny zosta¢ omoéwione z uczniami przed przystagpieniem do realizacji zadania, jed-
nak zbyt szczegdtowe opisanie zawartosci pracy i wymagan zniweczy gléwny cel projektu, jakim jest sa-
modzielna praca badawcza ucznia, zatem z konieczno$ci kryteria oceny musza by¢ dos¢ ogélne;

e ocenia¢ nalezy nie to, co tatwo zmierzy¢, ale to, co jest naprawde wazne w pracy nad projektem, nawet jesli
s3 to umiejetnosci i wyniki trudne do ,,zmierzenia” (np. umiejetnos¢ wspdlpracy w grupie).

Gléwne czynniki, ktére nalezy uwzgledni¢ w ocenie projektu, to: zrozumienie problemu badawczego, uzycie
wielorakich Zrédet informacji, zastosowanie adekwatnych narzedzi matematycznych, stopien wyczerpania i roz-
winigcia tematu, sposéb i forma prezentacji wynikow, organizacja wspotpracy w grupie. Dlatego przy ocenianiu
pracy badawczej sprawdzamy, czy sa w niej dowody $wiadczace o: zrozumieniu tematu, jasnym okresleniu celu
pracy, sformutowaniu wlasciwych pytan, zaplanowaniu pracy, przyjeciu wlasciwej metodologii eksperymentowa-
nia, krytycznej analizie zgromadzonych informacji, poprawnosci wyciagnietych wnioskow, stosowaniu wlasnych
strategii postepowania, podjetych probach ,,przedtuzenia” tematu, wykazywaniu wlasnej inicjatywy.

Przy ocenie realizacji projektu sprawdzamy, czy uczen: zdobyl potrzebne informacje, przetworzyt je
inadal im nowa, czytelng forme, uzyt wlasciwej wiedzy matematycznej i otrzymat poprawne wyniki. Z kolei
przy ocenie prezentacji wynikéw uwzgledniamy: wybor wlasciwej metody prezentacji (raport, plakat, wysta-
wa modeli, referat, pokaz), jasne przekazanie wynikéw pracy (wlasciwe rozlozenie akcentéw), poprawno$é
i precyzje jezyka, przejrzysto$c i estetyke pracy, dbato$¢ o zainteresowanie innych uczniéw. I wreszcie przy
ocenie organizacji pracy w grupie uwzgledniamy: zaangazowanie wszystkich cztonkéw grupy, racjonalny
podziat pracy, sposéb podejmowania decyzji i rozwiazywania konfliktéw, dbalos¢ o spdjnos¢ ostatecznego
efektu pracy, samoocene uczniéw oraz ich oceng przez reszte grupy.

Na zakonczenie zamieszczamy przykladows instrukcje do interdyscyplinarnego projektu na poziomie
gimnazjalnym. Wigcej pomystéw mozna znalezé w wspomnianej juz ksigzce pt. ,44 udane projekty nie
tylko z matematyki” oraz na Wroclawskim Portalu Matematycznym (www.matematyka.wroc.pl, zakladka:

Kacik naukowy > Projekty).
Odmierzy¢ przemijanie

Czas odgrywa istotng role w zyciu kazdego czlowieka. Sprobuj sobie wyobrazi¢, co by sie stalo, gdyby
wszystkie zegary $wiata si¢ zatrzymaly... Celem tego projektu jest przeglad réznych sposobdw, jakimi od
wiekow ludzie probowali uchwyci¢ i odmierzy¢ przemijanie.

ROZWAZANIA

Po co mierzymy czas?

e Dla kogo i w jakich sytuacjach pomiar czasu jest bardzo wazny?

o W jakich sytuacjach z Twojego zycia wazna role odgrywa pomiar czasu?

e Zbierz rozne przystowia i powiedzenia dotyczace uplywu czasu. Wykorzystaj polskie przystowia ludowe,
sentencje lacinskie, przystowia innych narodéw. Jakie mysli si¢ za nimi kryja?
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Jak mierzymy czas?

o Jak ludzie pierwotni zauwazali uptyw czasu?

e Pomysl o réznych sposobach mierzenia czasu stosowanych w codziennym zyciu.

o Jak poradzisz sobie w roznych sytuacjach, gdy nie masz zegarka?

Czym mierzymy czas?

¢ Jakie zjawiska powtarzajg si¢ tak regularnie, ze mozemy nimi odmierza¢ czas? Pomysl o mierzeniu dtugich
i krotkich przedzialéw czasu.

o Jakie zjawiska uptywaja regularnie, stale jednakowo, w tym samym tempie, bez zadnych zaburzen? Czy
mozemy wykorzysta¢ je do pomiaru czasu?

¢ Pomysl, jak do mierzenia czasu mozna wykorzystaé kazdy z czterech zywiolow.

o Jak wykona¢ zegar, aby o uplywie czasu informowat nas za kazdym razem inny zmyst?

¢ Czy mozna skonstruowac idealny zegar?

e Jakie znasz jednostki czasu stosowane dawniej i dzi§?

e Czy czas mozna mierzy¢ w litrach, kilometrach i innych nietypowych jednostkach?

Nietypowe sposoby mierzenia czasu

e Czy twoi koledzy z klasy maja dobre wyczucie czasu? Zaprojektuj i przeprowadz odpowiednie ekspery-
menty. Opracuj wnioski.

e Powtorz w rownym tempie 10 razy sto dwadziescia jeden. Ile czasu to trwa? Przeprowadz podobne ekspe-
rymenty. Wymysl ,,gadajacy zegar”

* Wyobraz sobie, ze jedziesz pociagiem i zapomniate$ zegarka. Jak mozesz mierzy¢ czas jazdy? Jak mierzy¢
odleglos¢, jaka w tym czasie przejechales? Jak okresli¢ predkos¢ jazdy pociagu? Wykonaj wszystkie po-
trzebne w tym celu pomiary i obliczenia. Czy wiesz, skad si¢ bierze stukot kot pociggu? Jak mozna mu
zapobiegac?

o Czy moglbys mierzy¢ czas swoim chodem? Wykonaj potrzebne pomiary i eksperymenty.

¢ Opracuj wlasny pomyst na mierzenie czasu.

Przepraszam, ktora godzina?

o Czy wszedzie na $wiecie czas mierzy si¢ tak samo? Czy wszgdzie jest ta sama godzina?

e Czy w réznych miejscach w tym samym kraju moze by¢ rézny czas?

e Skad wiadomo, ktdra godzina jest w jakim miejscu na $wiecie? Ustaw zegary wskazujace czas w rdznych
miastach $wiata.

¢ W jakich sytuacjach zmiana stref czasu moze okazac si¢ klopotliwa?

o Czy przez caly rok godzina dwunasta wypada w potudnie, tzn. gdy stofice jest w zenicie? Od czego to
zalezy?

® Po co zmieniamy czas?

e Jak za pomocg storica okre$li¢ kierunki §wiata? Czy podobnie jest na obu pétkulach?

o Czy kierunki $wiata mozna okreéli¢ za pomoca zegarka?

Stynne zegary swiata

o Czy slyszale$ o Big-Benie? Gdzie si¢ znajduje? Skad wziela sie jego nazwa?

¢ Jakie znasz inne slynne zegary, w tym ,,zegary z nazwiskiem”?

e Co to sg wloskie godziny? Czym si¢ rdznia tak skonstruowane zegary od wspoélczesnych? Gdzie mozna je
dzi$ jeszcze zobaczy¢?

o Gdzie si¢ znajdujg znane muzea zegaréw w Polsce i na $wiecie? Sprobuj odwiedzi¢ jedno z takich muzedw.




o Czy wiesz, co to sg ogrody czasu? Gdzie znajduje si¢ taki ogrod najblizej Twojego miejsca zamieszkania?

e ,Ten zegar stary niczym $wiat kuranty cial jak z nut” - skad pochodzg te stowa?

e Jakie znasz inne dziela sztuki (literackie, muzyczne, plastyczne), w ktorych waznym motywem jest zegar

lub mierzenie czasu?

Zbior zadan o czasie

e Zadania dotyczace zegaréw i mierzeniu czasu pojawiaja si¢ czgsto w podrecznikach i na konkursach ma-

tematycznych, zbierz ich jak najwiecej, a moze sam ulozysz podobne zadania.

e Opracuj zebrany material, podziel na dzialy, dobierz kryteria klasyfikacji zadan.

e Przygotuj edycje swojego zbioru zadan w wersji papierowej lub elektroniczne;.

¢ Na podstawie zebranych materialéw wspoélnie z nauczycielem mozecie tez przygotowa¢ szkolny turniej

zadaniowy.

ODROBINA HISTORII

EKSPERYMENTY

® Najprostszym zegarem stosowanym juz 5 tysiecy
lat temu w Babilonii, Egipcie, Chinach i Indiach
byt zwykly kij lub wysoki kamienny stup wbity
w ziemie. Nazywa si¢ go gnomonem. Czgsto stal
w centralnym punkcie miasta. Byt to pierwszy
model zegara stonecznego.

o Jak dzialajg takie zegary? Czy widziale$ gdzies
taki zegar? Jakie sa jego zalety, a jakie wady?

o Gdzie w Polsce znajdujg si¢ stynne zegary
stoneczne?

e Zapoznaj si¢ doktadnie z budowsg zegaréw
stonecznych. Co pelni w nich funkcje wskazéwki?
Jak zmienia sie jej dlugo§¢? Dlaczego?

e Zbuduj urzadzenie, ktdre pozwoli ci mierzyé
czas stoneczny w miejscu Twojego zamieszkania.
Czy taki zegar dobrze chodzi przez caly rok? Czy
dobrze chodzi w kazdym miejscu?

o Zbuduj kieszonkows (przeno$na) wersje zegara
stonecznego.

o W starozytnych Chinach stosowano nasycone
oliwg sznurki z suptami. Gdy ptomien osiagnat
kolejny wezel, uplywal okreslony czas. W innych
krajach stosowano zegary oliwne, kadzidtowe,
$wiecowe, piaskowe i wodne. Jak wygladaty? Jak
dzialaty?

o Czy wiesz, co to jest klepsydra?

¢ Wykonaj model zegara swiecowego i klepsydry
wodnej. Wyskaluj je w odpowiednich
jednostkach. Czy w obu przypadkach skale sg
jednakowe? Sprawdz dokladnos$¢ chodzenia tych
zegaréw. Opisz wnioski.

o W XIII wieku wprowadzono pierwsze zegary
mechaniczne z napedem sprezynowym.
Poczatkowo byly bardzo duze. Przez wiele stuleci
jedyny zegar w miescie umieszczany byt na wiezy
zamku lub ratusza.

e Dowiedz sig, jak dziala zegar sprezynowy. Mozesz
poprosi¢ o pomoc zegarmistrza.

 Znajdz zegary wiezowe w okolicy miejsca
Twojego zamieszkania. Z jakiego okresu
pochodza? Jak sg napedzane?

o Od XVII wieku astronomowie do odmierzania
réwnych odstepow czasu zaczeli wykorzystywad
ruch wahadta. Wahadet uzywat Galileusz
i astronom z Gdanska Jan Heweliusz. Za tworce
zegara wahadlowego uznaje si¢ Christiana
Huygensa [czyt. chajchensa]. Dowiedz si¢ czego$
o ich zyciu.

¢ Wykonaj ré6zne modele wahadel. Od czego moze
zaleze¢ czas, jaki odmierzaja ich wychylenia?

e Przeprowadz eksperyment i sprawdz swoje
przypuszczenia. Opisz wnioski. Mozesz o tym
porozmawia¢ z nauczycielem fizyki.

e Dowiedz sie, co napedza wahadlo w zegarach.

o Kiedy si¢ pojawily zegarki przeno$ne?

e Zbierz wiadomosci o réznych typach
wspolczesnie stosowanych zegaréw. Co odmierza
w nich réwne przedzialy czasu? Jak sg napedzane?




Czgé¢ 1. Jak uczy¢, aby rozwija¢ potencjat intelektualny ucznia

Dokladno$¢ chodzenia zegara

e Co to znaczy, ze zegar pozni si¢ lub spieszy? Jak mierzy¢ i poréwnywac¢ opdznienie zegarow?

o Zbierz lub wymy$l i opracuj zbiér zagadek logicznych dotyczacych zle chodzacych zegaréw.

¢ Uporzadkuj chronologicznie rézne typy zegaréw, jakie poznales. Dowiedz sig, jakie byly ich doktadnosci.

o Przedstaw w postaci diagramu lub wykresu, jak sie zmieniata doktadno$¢ chodzenia zegara na przestrzeni
stuleci.

PREZENTACJA PROJEKTU
Przygotowanie strony internetowej projektu oraz szkolnej wystawy poswieconej historii mierzenia cza-
su. Prezentacja wykonanych modeli, zdje¢, rysunkow, zebranych egzemplarzy zegaréw i wiadomosci o nich.

Przeprowadzenie szkolnego konkursu zadaniowego.

UWAGI I CIEKAWOSTKI DLA NAUCZYCIELA

e Ze wzgledu na obszerno$¢ tematu projekt powinien by¢ realizowany w zespole uczniowskim we wspdtpra-
cy z nauczycielem fizyki, historii, techniki, sztuki i jezyka polskiego.

o W trakcie realizacji projektu uczeni powinien u$wiadomic sobie, ze dobry zegar powinien réwno odmie-
rza¢ rowne odcinki czasu. W tym celu mozna wykorzystac¢ jakie$ zjawisko cyklicznie powtarzajace si¢ lub
uplywajace jednostajnie. Skonstruowanie doktadnego zegara wcale nie jest fatwe. Powstaje paradoksalne
pytanie: czy zegar odmierza jako réwne takie okresy czasu, ktore naprawde sa rowne, czy tez o réwnych
okresach czasu mozemy méwi¢ z sensem dopiero po wyborze jakiegos zegara, definiujac jako réwne te

okresy, ktdore on jako réwne odmierza.

Zegary przenosne byly niezbedne dla podréznikéw i zeglarzy. Tylko dzieki nim mogli okresla¢ swoje po-
tozenie, a dokladniej — dlugo$¢ geograficzng. Mozna o tym przeczyta¢ w bestselerowej ksigzce Davy Sobel
~W poszukiwaniu dlugosci geograficznej” (Zysk i S-ka, 1998).

Uczniowie moga zbudowa¢ najprostszy model zegara stfonecznego, w ktérym wskazdwka jest cien piono-
wego preta wbitego w ziemie. Jego skala bedzie nieréwnomierna. Moga tez wykonaé zegar poziomy na
boisku lub pionowy na écianie budynku z pochylong wskazéwka w zaleznosci od szeroko$ci geograficznej

miejsca zamieszkania. Pelne godziny wypadajg wtedy na tarczy co 15°.

Pierwszy zegarek kieszonkowy wykonano w 1504 roku. Nosili je tylko mezczyzni. Zegarek na reke pojawil
sie w 1790 roku, ale moda na nie rozpowszechnita si¢ dopiero pod koniec XIX wieku. Poczatkowo nosity
je tylko kobiety, mezczyzni do konca drugiej wojny $wiatowej pozostali przy zegarkach z dewizka.

¢ Uczniowie starszych klas gimnazjum mogg si¢ zapoznac z problemem poszukiwania tautochrony - krzy-
wej, ktdra umozliwila zastosowanie zegaréw wahadlowych na statkach. Pisze o tym Marek Kordos w ,Wy-
kladach z historii matematyki”(WSiP, 1994).

Zegary kwarcowe wprowadzone na poczatku XX wieku wykorzystuja okresowe deformacje ptytki kwar-

cowej pod wplywem przylozonego zmiennego napiecia elektrycznego. Dokladnos¢ ich chodu wynosi
0,001 s dziennie. Zegary atomowe wprowadzone pod koniec XX wieku wykorzystuja drgania wasne cza-
stek lub atoméw. Dokladnos¢ ich chodu to 1 s na 1000 lat, tj. 2,7 - 10 s dziennie (dla zegaréw cezowych

- nawet 10 s dziennie).




Jak pracowac z uczniem zdolnym? Poradnik nauczyciela matematyki

Zamiast zakonczenia

Umiejetnosci, jakie rozwija metoda projektu:

e planowanie pracy, wybdr optymalnej metody rozwigzania problemu,

e podzial pracy, wspoltpraca w grupie, dyskusja, wspotodpowiedzialnoé¢ za efekty pracy,
e gromadzenie informacji z réznych zZrédet (eksperyment, wywiad, literatura, internet),
e przetwarzanie danych (takze z wykorzystaniem technologii informacyjnej),

¢ prawidlowa metodologia eksperymentowania,

o wykorzystanie metod matematycznych do celéw i zadan praktycznych,

o tworzenie modelu matematycznego,

o definiowanie, przeprowadzanie klasyfikacji i tworzenie jej kryteriow,

e stawianie i testowanie hipotez, poszukiwanie regularnosci i zwiazkow,

¢ wyciaganie wnioskow z danych i obserwacji,

e stawianie pytan badawczych,

e prezentacja wynikéw w réznych formach.

Korzysci plynace z metody projektu dla nauczania matematyki:

¢ Uczniowie czesto postrzegaja matematyke jako zestaw regul i rutynowych algorytmoéw. Jej uzywanie spro-
wadzajg do wykonania standardowych trickéw w celu otrzymania odpowiedzi, ktora nie przedstawia sama
w sobie zadnej warto$ci. Czesto nawet dobrzy uczniowie nie potrafia zastosowaé wiedzy matematycznej
w niestandardowych (innych niz zadania szkolne) sytuacjach.

e Metoda projektu stawia nie tyle na wiedze i opanowanie technik, co na rozumienie proceséw matema-
tycznych, przeprowadzanie rozumowan, stawianie i empiryczne badanie hipotez, definiowanie obiektow
i klasyfikowanie ich na tej podstawie, stosowanie matematyki jako narzedzia do rozwigzania probleméw
praktycznych, ksztaltowanie rozmaitych strategii rozwigzania. W ten sposob rozwijamy wazne umiej¢tno-
$ci matematyczne oraz ich ,swobodne” i elastyczne stosowanie.

e W metodzie projektu uczen ma mozliwo$¢ samodzielnego stawiania pytan. Tradycyjnie pochodzily one ze
zrodla ,,zewnetrznego” (nauczyciel, podrecznik, pytania egzaminacyjne). Byly to pytania o wiedze¢ juz po-
siadang, a wiec odtworcze. W projektach stawiamy pytania, na ktére wiemy, ze uczen nie zna odpowiedzi
i dopiero w trakcie ich realizacji powinien jg odkry¢. Sa to pytania poszukiwawcze. Stawiajac takie pytania

iuczac je zadawad, sprawiamy, Ze proces nauczania staje si¢ autentycznym aktem badawczym.







CZESCII

Jak uczy¢ geometrii
(czyzby matematyka prawie dla nikogo?)

1. O tym, czego nie wida¢ — Marek Kordos
2. Pigkno geometrycznych rozumowan - Stefan Mizia
3. Dowody geometryczne w praktyce — Malgorzata Mikotajczyk

4. Dynamiczne nauczanie geometrii - Piotr Zarzycki




1. O tym, czego nie wida¢

Marek Kordos, Warszawa

Sztuka mgdrego uczenia matematyki to umiejetnos¢ stawiania przed
uczniami takich zadan, w ktdrych nie wida¢ oczywistej drogi rozwig-
zania. Poczgtkowo popadajg oni w konsternacje, ale i zaciekawienie.
Dopiero dalsze wskazéwki nauczyciela naprowadzajq ich na to, czego
od razu sami nie zauwazyli i czego z pozoru w zadaniu w ogéle nie
ma. Poszukiwanie i odnajdywanie takich ,nieistniejgcych obiektow”
jest jednym ze sposobow tatwego rozwigzywania trudnych matema-
tycznych probleméw. Stosowne przyktady podano ponizej. Nie bez
przyczyny niemal wszystkie dotyczg przestrzennej geometrii. Ten ro-
dzaj wyobrazni jest dostepny niewielu, dlatego nawet najlepsi ucznio-

wie nie radzg sobie z zadaniami 3D bez pomocy nauczyciela.

Do czego na lekcjach matematyki potrzebny jest nauczyciel?

Kazdy zapewne pamieta, jak — bedac w szkole — pomagalismy mniej zainteresowanym matematyka kole-
gom w pokonywaniu trudnosci z jej opanowaniem. Zapewne czesto wydawalo si¢ nam, ze to wlasnie my uczy-
my matematyki, a nauczyciel odgrywa role ,,aparatu nacisku” - wskazuje, co ma by¢ opanowane, kontroluje
i karze (wzglednie nagradza). Ponadto za takim pogladem przemawiat fakt, ze réwniez korzystajacy z naszej
pomocy koledzy byli zdania, iz dopiero od nas nauczyli si¢ matematyki i zrozumieli, o co w niej chodzi.

Tak radykalny poglad sugerowalby rewolucyjne zmiany w nauczaniu i moze nawet wyeliminowanie na-
uczycieli, ktérzy mogliby zosta¢ - bez zadnej szkody dla systemu edukacji - zastapieni na przyklad przez jakies
urzadzenie elektroniczne. Jednak tak si¢ nie dzieje, wypada wiec zada¢ pytanie — dlaczego? Co dodatkowego
(poza funkcjami organizacyjno-kontrolnymi) wnosi nauczyciel w stosunku do kolegi, ktéry pomaga w nauce?

Jakim$ tropem w poszukiwaniu odpowiedzi moze by¢ spostrzezenie, ze nauczyciel dysponuje — w od-
réznieniu od kolegi - wyksztalceniem matematycznym, wykraczajgcym poza program szkolny. Czy ma

(wzglednie moze mie¢) z tego jaki$ pozytek?
Dodatkowy wielblad

Typowe zadanie, ktére wystepuje praktycznie we wszystkich zbiorkach anegdotycznych zadan, maja-
cych przybliza¢ mlodym ludziom matematyke, méwi o podziale spadku (moga to by¢ np. wielblady).

Umierajgcy wiasciciel stada wielblgdéw polecit, aby po jego Smierci potowe z nich oddaé najstarszemu z synéw,
czwartg czes¢ Sredniemu, a czes¢ széstq - najmtodszemu. W stadzie bylo 11 zwierzgt.

Synowie, rzecz jasna, nie umiejg tego zrobi¢ (jako ze jedenastu wielbtadéw bez uzycia drastycznych
$rodkow nie da sie podzieli¢ ani na 2, ani na 4, ani na 6). Ale wedrowny derwisz (czy Hodza Nasred-din)

pozycza jednego wielblada od sasiadéw (dzié§ pewnie zamiast pozycza¢, wyciagnalby wirtualnego wielblada




Jak pracowac¢ z uczniem zdolnym? Poradnik nauczyciela matematyki

z internetu) i dzieli dwanascie wielbladéw we wskazany sposdb. Najstarszy syn otrzymuje 6 wielbladow,
$redni - 3, a najmlodszy - 2, co — mimo ze kazdy dostal wiecej, niz wskazuje standardowa arytmetyka - po-
zwala odda¢ dodatkowego wielblada sasiadom (lub wypusci¢ wolno do sieci).

Oto6z wydaje sie, Ze rolg nauczyciela w klasie jest wskazanie owego dodatkowego wielblada, o ktérego
istnieniu dowiedzial si¢ podczas studiéw (albo tez tam nauczyl si¢ go szukac). Innymi stowy, nauczyciel -
wiedzac o miejscu, jakie w matematyce zajmuje przedstawiany uczniom problem - powinien im wskazywaé
w owym problemie te jego aspekty, ktorych niewprawnym okiem dostrzec si¢ nie da. I na tym polega jego
przewaga nad kolega pomagajacym w nauce, kolega bowiem jedynie doskonali w uzywaniu tego, co jawnie
jest pod reka, wyrabia sprawno$¢, a nie poszerza horyzontu.

Nie ma sensu - zwazywszy przeznaczenie tego tekstu — abym objasnial, skad sie wziagt dodatkowy wiel-
blad, czyli jak mozna bylo go ,zobaczy¢” w treéci zadania. Sprébuje natomiast pokaza¢ takie dostrzeganie
niewidzialnego (wrecz nieistniejacego) na nieco bardziej zlozonych przykladach.

Trzy walce

Zadanie, w ktérym ,,dodatkowy wielblad” byl - moim zdaniem - najpiekniej ukryty, znalaztem w zbior-

ku Igora Fiodorowicza Szarygina ,,Zadaczi po stereometrii" (Nauka, 1989).
Jak szeroki walec mozna wlozy¢ pomiedzy trzy jednakowe, parami prostopadte walce?

Uczen Czepialski moze od razu zakrzykna¢, ze mozna wetkna¢ dowolnie gruby walec — wystarczy, by te
trzy walce byly dostatecznie rozsuniete. Oczywiscie, moze tez nie zakrzykna¢, ale wtedy warto samemu zasu-
gerowa( takie pytanie po to, by uéwiadomi¢ uczniom, ze w zadaniach matematycznych odpowiedz musi by¢
dobra zawsze, ,,co by si¢ nie dzialo” A stad droga do pytania, kiedy dodatkowemu walcowi bedzie najciasnie;.

Sytuacje mozna dogodnie zilustrowac za pomocg trzech oléwkdw, z ktérych kazdy opiera sie o dwa po-
zostate. Oglad powstalego otworka pozwala na urzadzenie totalizatora: kto poda wynik najblizszy prawdy?
Co jednak zrobi¢, aby sytuacja poddala sie matematycznej obrobee?

Walec jest dobrze okreslony przez prosta — swoja 0§ - i liczbe — swoj promien - tutaj dla wszystkich
jednakowy (oznaczmy go R). Mozna zapyta¢, jaka jest odlegto$¢ osi - tu wszyscy zakrzykna, ze 2R, ale wtedy
warto zapyta¢, w ktérym miejscu osie sg najblizej. A przeciez sa sko$ne, wigc istnieje doktadnie jeden facza-

cy je odcinek o najmniejszej dtugosci. To juz nieuchronnie prowadzi do wykonania rysunku.




Czes¢ I1. Jak uczy¢ geometrii

Od nauczyciela moze wyj$¢ pomyst, by si¢ zastanowi¢, jak odlegte sa na osi punkty, w ktérych dotykaja
je najkrotsze odcinki taczace ja z sgsiednimi osiami. I tak odkrywamy, Ze powstata przestrzenna tamana
ztozona z sze$ciu kolejno prostopadlych odcinkéw o dlugosci 2R kazdy. Co to moze by¢ za famana?

Nareszcie mamy co$ typowego - to jest szeScian! Powstaje pytanie, co mozna z nim zrobi¢. W tym miej-
scu warto sobie przypomnie¢, ze szukamy czwartego walca. Jesli Uczen Sprytny nie wpadnie na pomyst, by
szuka¢ jego osi, nauczyciel moze sam spyta¢, jak ona si¢ ma do narysowanego sze$cianu.

I tu jest kolejne newralgiczne miejsce. Trzeba doprowadzi¢ do odkrycia faktu, ze jesli warunki dane
w zadaniu majg jaka$ symetrie, to t¢ sama symetri¢ maja jego rozwiazania. I tak odkrywamy, ze o$ szuka-
nego walca to prosta taczaca ,,nieistniejace”, czyli nienalezace do powstalej famanej wierzcholki szescianu.
A nawet wigcej: to wewnatrz sze$cianu rozgrywa sie cata sprawa — tam jest najciasniej.

Zobaczmy zatem, jakie s3 ograniczenia szerokoéci poszukiwanego walca - to droga do kolejnego rysun-
ku (rys. 2). On za$ pozwala na jeszcze jedno zastosowanie przytoczonej przed chwilg zasady symetrii: widac,
ze przy obrocie 0 120° narysowane ,¢wiartki” walcow zamieniajg si¢ miejscami, wigc kazda ogranicza szero-
ko$¢ walca w ten sam sposdb. A zatem wystarczy zajac sie tylko jedng ¢wiartka!
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Rys. 2

Nietrudno wpaé¢ na pomysl, ze nalezy narysowa¢ przekroj szeécianu (z jedng tylko ,,¢wiartky” danego
walca) plaszczyzna prostopadla do tej ,,éwiartki” i przechodzaca przez srodek przekatnej zawartej w osi

walca poszukiwanego (rys. 3).

> Rys. 3

Teraz jestesmy juz w ,,prawdziwej” (czyli szkolnej) matematyce i umiemy blyskawicznie obliczy¢, ze odle-
glos¢ osi od ograniczajgcej ja ,¢wiartki’, czyli promien poszukiwanego walca, to(vV2—-1)R. Tak wiec walec, ktory
(zawsze!) daje sie wetkna¢ miedzy trzy parami prostopadle, jednakowe walce, musi by¢ od nich 0,4 razy ciefiszy.
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Godne zauwazenia i przekazania uczniom jest spostrzezenie, ze matematyka nie miesci si¢ w standar-
dowych przepisach - algorytmach, w ktérych jesteSmy trenowani (tresowani?), lecz przeciwnie — polega
na tym, by interesujace nas pytania doprowadzi¢ do stanu, gdy pozostaje nam juz tylko zastosowanie tych
standardow. W zadaniu o walcach standardowe bylo tylko obliczenie polowy réznicy miedzy przekatng

kwadratu a jego bokiem. Reszta byta matematyka.
Trzy kulki w szescianie

Jak bylo wida¢ w poprzednim przykladzie, podstawowa czynnoscia intelektualng, jaka najczesciej mu-
simy wykonywa¢, rozwigzujac zadania, ktore nie sprowadzajg si¢ do tluczenia standardowych algorytmoéw,
jest wyobrazenie sobie jakich$ znanych nam obiektéw, ktére pozwola przyblizy¢ proces rozwigzywania do

naszych mozliwo$ci. Podobne mozliwosci daje kolejne zadanie.
Jaki promieri mogqg miec trzy jednakowe kulki mieszczgce si¢ w szescianie o krawedzi 1?

Tutaj kluczowy pomyst to zastanowienie sig, jakie pozycje moze zajmowaé w szeécianie jedna kulka
(dostatecznie mata, by si¢ w nim zmiescila). Takie pytanie moze si¢ wyda¢ niesensowne i niezrozumiate, bo
co niby ma oznacza¢ zawarty w nim zwrot jakie pozycje? Kulka przeciez w kazdej pozycji wyglada tak samo.
Jesli mimo wszystko sprobujemy na to pytanie odpowiedzie¢, najsensowniejsze (zapewne takze dla naszych
ucznidéw) wyda si¢ zbadanie, gdzie mianowicie moze si¢ znajdowac $rodek tej kulki.

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze pytania nieprecyzyjne czgsto daja wiecej korzysci od pytan jedno-
znacznie kierujgcych ucznia do okreslonej odpowiedzi. Moga bowiem uruchamia¢ przeszukiwanie pamieci
i intuicji, co jest niezbedne do wszelkich twérczych dziatan.

Gdy juz ustalimy, ze interesujg nas wszelkie mozliwe potozenia $rodka kulki (oznaczmy jej promien
przez R), to szybko uda si¢ stwierdzi¢, ze lezy on w szescianiku o krawedzi 1-2R (dalej bedziemy te liczbe
oznaczac¢ literg k), co wida¢ na rysunku 4. Zatem zamiast zajmowac si¢ kulkami, mozemy si¢ zastanowi¢ nad

punktami, a zamiast zajmowac si¢ sze$cianem jednostkowym, mozemy si¢ zaja¢ mniejszym sze$cianikiem.

Rys. 4

Teraz chcemy umiescic trzy punkty w sze$cianiku, tak aby najmniejsza odlegto$¢ miedzy nimi byta jak
najwieksza. Zadanie takie fatwo byloby rozwigza¢, gdyby chodzilo nie o trzy, lecz o dwa punkty — wtedy by-
tyby to dwa przeciwlegle wierzcholki i ich odlegtoéé bytaby réwna k3. Ale trzeci punkt bytby wtedy odlegly
od (co najmniej) jednego z nich nie wiecej niz o (kV5)/2. Wida¢ to na rysunku 5, na ktérym zielony punkt
jest w takiej wlasnie odlegtosci od kazdego z czarnych punktéw. Jedli go jakkolwiek poruszymy, odlegtos¢

od (co najmniej) jednego z tych punktéw wzrosnie.
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Rys. 5

I tu jest miejsce na sformulowanie przez nauczyciela tylko pozornie oczywistego spostrzezenia: w celu

zbadania, czy jakas sytuacja jest ekstremalna, najlepszym sposobem jest obejrzenie tego, co sie dzieje przy

niewielkiej jej zmianie.

Tymczasem mozna zauwazy¢ lepsze rozwigzanie, w ktérym te trzy punkty sa w wierzchotkach szesciani-
ka lezacych na dwdch stykajacych sie przekatnych jego sasiednich $cian. Ich odleglosci sa wtedy jednakowe
i rowne kV2, a wiec istotnie wieksze od (kV5)/2 (prawda?). Wydaje sie, ze jest to najlepsza sytuacja. Ale jak

to sprawdzi¢?
Jak wykaza¢, ze je$li cho¢ jedna z odlegtosci miedzy trzema punktami w szeécianiku jest wieksza od
kV2, to jedna z pozostalych musi by¢ od kv2 mniejsza? Nieztym sposobem jest odrzucenie tych wszystkich
punktéw, ktore na pewno nie dajg lepszej odpowiedzi od tej, ktorg wlasnie testujemy. W tym przypadku
»dodatkowym wielbtadem” jest kula, ale wieksza, majaca $rodek S w jednym z wierzchotkéw szescianika

i promien kV2 (rys. 6).

Rys. 6

Jesli istnieje w szeécianiku trojkat, ktérego wszystkie boki sa diuzsze niz kV2, i jednym z jego wierzchot-
kow jest srodek kuli, to pozostate dwa musza sie znajdowa¢ w tym kawatku szeécianika, ktdry z kuli wystaje.

A tam - jak tatwo zauwazy¢ - nie ma punktéw oddalonych bardziej niz o kv2.
Rozwigzanie jest zatem takie, ze §rodki trzech kulek w szescianie jednostkowym sa najbardziej odda-

lone, gdy tworzg tréjkat o boku kV2 = V2(1-2R). I co dalej? Jakiego warunku jeszcze nie wykorzystalismy?
Oczywiscie tego, ze kulki te muszg si¢ miesci¢ jedna obok drugiej, a wiec ze odleglos¢ ich srodkéw wyno-
si co najmniej 2R. W ten sposob dotarlismy do miejsca na standardowe rachunki - poréwnujemy liczby
wyrazajace odlegtos¢ érodkéw: V2(1-2R) = 2R, a stad otrzymujemy R = 1-V2/2, czyli wynik bliski 0,3.

Aby te rachunki wykonac, nie potrzeba bylo juz specjalnej finezji.
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Gdy poprosimy o narysowanie sze$cianu z wrzuconymi do niego kulami, Uczen Dokuczliwy, wpatrujac
sie w rysunek 6, zazada informacji, ktére mianowicie dwa spo$rdéd trzech wierzchotkéw lezacych na po-
wierzchni narysowanej tam kuli nalezy wybra¢. W przeciwnym razie sami powinni$émy takie pytanie zadac.
Odpowiedz, ze wszystko jedno ktére, wskaze, ze ,,niechcacy” udowodniliémy twierdzenie: Jesli trzy jednako-

we kule mieszczq si¢ w szescianie, to zmiesci sig tam jeszcze i czwarta kula tej samej wielkosci.

N

Pt Rys. 7

Zadanie o kulach w sze$cianie ma jeszcze i t¢ zalete, Ze niestychanie tatwo je przeformulowa¢, zmienia-
jac liczbe 3 na jaka$ inng. Na przyklad dla liczby 2 rozwigzanie wlasciwie juz uzyskaliémy - daje je poréw-
nanie liczb V3(1-2R) oraz 2R, skad otrzymujemy R = (3-V3)/4, a dla liczby 8 rozwiazanie daje poréwnanie
liczb 1-2R oraz 2R, skad mamy R = %. A co dla innych liczb?

Ile obcielismy?

Kolejne zadanie zostato utozone przez Stefana Kulczyckiego na egzamin wstepny na Wydzial Matematy-
ki, Fizyki i Chemii Uniwersytetu Warszawskiego, ktéry zdawalem w 1958 roku. W réznych zbiorach zadan
z egzamindw wstepnych mozna znalez¢ inne zadanie, o bardzo podobne;j tresci, ale znacznie od przytoczo-

nego nizej fatwiejsze. Oto oryginalne zadanie.

Szescian jednostkowy przecigto plaszczyzng przechodzqgcg przez wierzcholek i przecinajgcg dwie ze Scian, do
ktérych ten wierzcholek nalezy, wzdtuz odcinkéw tworzgcych ten sam kgt o z ich wspélng krawedzig (rys. 8).
Obliczy(¢ objetos¢ odcigtej bryly.

Rys. 8
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Jak fatwo zauwazy¢, gdy kat ten jest maty (mniejszy od 45°), odcigta bryla jest czworo$cianem (rys. 9),
ktérego trzy parami prostopadle krawedzie maja odpowiednio diugosci 1, tger, tgor. Zatem objetos¢ odcietej
bryly jest w tym przypadku réwna V = 1/6-tg*ax (dalej bedziemy oznaczaé te wielko$¢ przez w).

Gdy kat przekracza 45°, sprawa sie komplikuje. Odcieta bryta ma sze$¢ §cian: dwie tréjkatne, dwie czwo-
rokatne i dwie pieciokatne (rys. 10). Przy jej rysowaniu warto pamietaé, ze odcinki powstajace na $cianach
réwnoleglych s zawsze rownolegte. Przy dalszym powigkszaniu kata sytuacja jeszcze raz ulega zmianie,
gdy kat przekracza arctg2, czyli gdy przeciecie mija srodki krawedzi réwnoleglych do krawedzi wspdlne;.
Woéwczas wszystkie szes¢ $cian odcietej bryly to czworokaty (rys. 11).

_— \
Rys. 9 AW Rys. 10 A Rys. 11

Regutla sprowadzania kazdej sytuacji do sytuacji dobrze nam znanej nie zawodzi i w tym przypadku. Za-
sugerujmy uczniom, ze w dalszym ciagu odcieta bryta jest czworoscianem o obliczonej juz objetoéci V; tylko
ze ten czworoécian troche wystaje poza przecinany sze$cian. Oczywiscie to, co wystaje, nalezy od V odjac.

Dla katéw miedzy 45° a arctg2 sytuacja jest prosta: wystaja dwa jednakowe i (co wiecej) jednokladne
z naszym duzym czworo$cianem jego rogi. Jedli stosunek jednoktadnosci oznaczymy przez 4, to w tym
przypadku rezultatem bedzie V = w(1-24%) - potega 3 bierze si¢ stad, Ze to jest objetosc.

Wykonanie rysunku dla pozostalego przypadku pokazuje, Ze tym razem rozwazane rogi maja cze$é
wspdlng — odjelismy zatem zbyt wiele. Ale baczniejsze przyjrzenie sie rysunkowi pozwala dostrzec, ze to,
co odjelismy dwukrotnie, tez jest czworo$cianem jednokladnym do duzego (wzgledem jakiego punktu?).
Oznaczajac stosunek tej jednoktadnos$ci przez y, mamy wiec tym razem V = w(1-2+p°).

Pozostaje juz tylko obliczenie wartosci A i , ale to juz jest wielokrotnie ¢wiczony standard. Poréwnujac
dtugoéci odpowiednich odcinkéw w rozpatrywanych czworo$cianach, otrzymujemy
A= % = l-ctga, y = gt%f = 1-2ctga

Jako moral mozna przyja¢ powtarzajace si¢ spostrzezenie, ze rzeczy skomplikowane to kombinacja rze-
czy prostych. A dla tych, co to musza mie¢ wszystko zapisane ,,jednym wzorem’, mozna oczywiscie wynik

zapisaé tak:
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%tgztx, dla a < 45°
V= étgztx(l—z(l—ctga)S), dla 45° < & < arctg2
%tgzoc(1—2(1—ctgoc)3+(1—2ctgoc)3), dla arctg2 <

I nawet wtedy wida¢, ze cala matematyka byta wcze$niej, niz w ogole dotkneliémy sie standardowych

wzordw i regul.
Krzyzodziob

Sprébujmy rozwiazaé nastepujace, prawie manualne zadanie.
Narysowac siatke ostrostupa, ktorego podstawg jest kwadrat i ktorego kazda krawedz boczna jest innej dtugosci.

Tu niezbedna jest uwaga: aby zadanie odegrato swoja role, trzeba je zrealizowaé naprawde, czyli nary-
sowac siatke linijka i cyrklem na dos$¢ sztywnym kartoniku, po czym ja wycia¢ (wypustki do klejenia nie sg
konieczne).

Rysunek 12 to nastepujaca realizacja tego zamowienia: rysujemy kwadrat, w kazdym jego wierzchotku
stawiamy cyrkiel o innej rozwartoéci (ale zawsze co najmniej réwnej bokowi kwadratu) i zakre§lamy okregi.
Przecigcia sasiednich okregéw to wierzcholki §cian bocznych szukanego ostrostupa.

I gdzie tu problem?

Rys. 12

Jesli jednak wytniemy te siatke i sprobujemy ja zlozy¢, to z prawdopodobienstwem bliskim jednosci
(sprawdzilem to na ponad stu rysunkach wykonanych przez mlodziez w bardzo ré6znym wieku) efekt bedzie
taki, jaki jest w narysowanym wyzej przypadku — powstanie tytulowy krzyzodziob. Mianowicie dwie sasied-
nie $ciany beda pasowac do siebie nawzajem, dwie pozostale tez, ale wierzchotki powstalych w ten sposéb
»dziobkéw” nie spotkaja sie! Tak samo bedzie, jesli zaczniemy od innej pary sgsiednich $cian. Tu jest juz

miejsce na powazne pytanie: dlaczego tak sie dzieje?
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Odpowiedz miesci si¢ w bardzo istotnym spostrzezeniu, ze w matematyce tez istnieja — jak w fizyce —
stopnie swobody. Nieprzestrzeganie takich ograniczen prowadzi do sprzeczno$ci. Ale gdzie tutaj pozwolili-
$my sobie na zbytnia swobode?

Oto6z w dowolnym wyborze az czterech réznych promieni kreslonych okregéw. O tym, jak ta sprzecz-
no$¢ sie wyraza, informuje rysunek 13. Gdy narysujemy wysoko$¢ $ciany bocznej, jej rzut prostokatny na
podstawe bedzie odcinkiem prostopadtym do krawedzi tej podstawy i bedzie przechodzit przez rzut ,,0stre-
go” wierzcholka na t¢ podstawe. Zatem wszystkie proste zawierajace wysokosci $cian bocznych, narysowane
na siatce, musza si¢ spotka¢ w jednym punkcie podstawy — mianowicie w punkcie bedacym rzutem na
podstawe przysztego ,ostrego” wierzchotka. A tu tak nie jest.

Rys. 13

I teraz problem poprawnego narysowania siatki staje sie bardziej zlozony. Na ile swobody mozna sobie
pozwoli¢ i jak z niej skorzystac¢?

Pierwszy pomyst przychodzi do glowy od razu: zacza¢ od punktu bedacego rzutem ,,0strego” wierz-
chotka na podstawe - to on bedzie tym razem ,dodatkowym wielblagdem”. Z tego punktu prowadzimy pro-
stopadte do krawedzi podstawy. Na jednej z nich obieramy odpowiednio daleko punkt. Po czym w jednym
z wierzchotkéw stawiamy nézke cyrkla i kre§limy okrag przechodzacy przez ten punkt az do przecigcia
z kolejng prosta (rys. 14).

Rys. 14
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Kontynuacja jest oczywista. Ale powstaja dwa pytania:

e Czy konstrukcja si¢ zamknie, czyli czy ostatni okrag trafi w ten sam punkt na pierwszej prostej, od ktdrego
zaczelismy?
o Jak zapewni¢, by wszystkie krawedzie boczne byly innej dtugosci?

Rozstrzygniecia obu tych probleméw mieszcza si¢ juz w obrebie standardowo-obliczeniowej matematy-
ki, wigc pozwole je sobie poming¢. Moze jeszcze tylko dodam wskazéwke, ze na drugie pytanie probowal-
bym odpowiedzie¢, wybierajac poczatkowy punkt poza osiami symetrii podstawy.

Oczywidcie, i tu sa mozliwe uogdlnienia, gdyz kwadrat w podstawie ostrostupa moze by¢ zamieniony

na dowolny (?) wielokat.
Wielo$cian, ktorego nie ma

Ostatnig sprawa, jaka chce poruszy¢ w tym tekscie, jest fakt, Ze matematyka pozwala réwniez dowo-
dzi¢, ze jakies obiekty nie istnieja. Niby jestesmy z tym jako$ oswojeni. Z calg pewnoscig kazdy (?) potrafi
udowodni¢, ze nie ma dwoch réznych parzystych liczb pierwszych. Ale to wyglada jedynie na gre stow. Czy
mozliwe sg sytuacje, gdzie niewatpliwie do dowodu potrzebna jest matematyka?

Rysunek 15 przedstawia wielo$cian (dokladniej: krawedzie wieloscianu), ktéry ma trzy $ciany czworo-
katne i dwie tréjkatne. Ma tez bardziej egzotyczna wlasno$¢ — mianowicie, nie istnieje. I dowie$¢ tego mozna

za pomocg jak najbardziej standardowej matematyki.

C
Rys. 15 Rys. 16

Zatézmy (rys. 16), ze $ciany ABCD, ADEF i BCEF sa wielokatami, a wiec sg ptaskie. Wowczas punkt P
przeciecia prostych AD i BClezy na kazdej z nich. Skoro tak, to prosta PF przecina zaréwno CE (jako lezaca
na BCEF), jak tez DE (jako lezaca na ADEF). Stad wszystkie punkty leza na jednej plaszczyznie i rysunek

wecale nie przedstawia wielo$cianu.
Zamiast zakonczenia
A ogdlny moral z tej calej opowiastki sformutowat chyba najlepiej Bertold Brecht w epilogu do ,,Kariery

Artura Ui”: A wy si¢ uczcie patrze¢, a nie gapic!
Bo to jest klucz do matematyki i, oczywidcie, nie tylko do nie;j.




2. Piekno geometrycznych rozumowan

Stefan Mizia, Wroclaw

W powszechnej opinii nauczycieli uczenie geometrii jest bardzo trud-
ne. Réwnie trudne jest w powszechnej opinii uczniow jej opanowanie.
Trudnosci te biorg sig z niewielkiej liczby tatwych do wyuczenia al-
gorytmow, ktore mozna w geometrii stosowac. Nikt z nauczycieli nie
watpi jednak w ogromng przydatnosé nauki geometrii zaréwno do
ksztattowania wyobrazni, jak i opanowania sztuki prowadzenia de-
dukcyjnych rozumowan. A jak przekonac uczniéw do niezwyktej wagi,
ale i uroku elementarnej geometrii (czyli tej uprawianej z wylgczeniem
metod analitycznych, wektorowych i trygonometrycznych)? Prezentu-
jemy tu przyklady ,samouczgcych” zestawow zadan, ktore krok po
kroku wprowadzajg ucznia w tajniki geometrycznych rozumowa#
i stopniujgc ich trudnosé, pozwalajg sie w nich rozsmakowac.

Mistrzostwa w geometrii

We Wroclawiu od wielu lat sg organizowane otwarte Mistrzostwa w Geometrii Elementarnej. W ich
szranki staja uczniowie gimnazjow i licedw, studenci matematyki, nauczyciele oraz pracownicy naukowi.
Wszyscy rozwiazujg te same zadania w tym samym czasie. Wylaczenie metod analitycznych, wektorowych
i trygonometrycznych sprawia, ze wynik tej rywalizacji nie jest z géry przesadzony, a gimnazjalista ma
réwne szanse z profesorem matematyki. Co ciekawe, dotad zwyciezcami zawsze byli uczniowie. Jak si¢ oka-
zuje, w zmaganiach na dostrzeganie geometrycznych zaleznosci i prowadzenie rozumowan ani wiek, ani
doswiadczenie zawodowe nie dajg gwarancji wygranej. W tym wlasnie tkwi urok geometrii elementarnej,

ale takze jej ogromny walor dydaktyczny.

Linia $rednia w trapezie

Nie bez znaczenia jest tez fakt, ze w innych dzialach matematyki trudno znalez¢ zadania, ktére mozna
rozwigza¢ na kilkanascie sposobow, wykorzystujac jedynie najprostsze wiadomosci: definicje, fakty i wta-
snosci obiektéw. Oto przyktad takiego wlasnie zadania i kilku sposobow jego rozwigzania. Wykorzystamy
w nich wiedze o linii $redniej tréjkata oraz o cechach przystawania tréjkatow.

Wykaz, ze linia Srednia w trapezie jest réwnolegta do podstaw i ma diugos¢ rowngq Sredniej arytmetycznej ich
dlugosci.

D 9 Rozwiazanie 1. Niech MN jest linig Srodkowg w trapezie

/K ABCD. Przedluzamy AB i DN do przecigcia w punkcie K.
M N Tréjkaty DCN i NBK sa przystajace (cecha kbk), wiec
/ \ |AK| = |AB|+|CD|. Zauwazmy, ze MN jest linig $rednig

w trojkacie AKD, wiec jest rownolegla do AK i potowe

Rys.1 Krotsza, ckd.
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D C K Rozwiazanie 2. Uzupelniamy trapez ABCD do réwnolegloboku
/ b \ ABKD (KB||AD) i przedtuzamy MN do przeciecia z KB w punkcie
M N E. Wéwczas NE jest linig $rednig w trojkacie BCK, wiec NE||CK,

B
\/ skad takze MN]||DC. Poniewaz |KC| = |AB|-|CD| = a-b, mamy

NE = ©b oraz |MN| = |ME|-|NE| = a-30 = 2P, aa.

9 Rozwiazanie 3. Niech E jest érodkiem przekatnej AC. Wowczas E
lezy na MN (dlaczego?) oraz ME||DC i EN||AB jako linie $rednie
M N w odpowiednich tréjkatach. Stad MN]||AB.

D
/ E
V Ponadto |MN] = [ME|+|EN| = 1 (IDC|+|AB|), ckd.

A B
Rys. 3
D C Rozwigzanie 4. Niech DE i CF s3 wysoko$ciami trapezu.
Woéwczas MK i LN s3 liniami $rednimi tréjkatéw ADE i BCF.
ar . N Stad MK]||AB||LN. Dalej |[MK| = }|AE| oraz |LN| = 1|FB|.
Dodajac, mamy |MK]|+|LN| = 1 (JAE|+|FB|) = 3 (|AB|-|DC)).
7 N Ostatecznie |[MN| = |MK]|+|KL|+|LN| = %(|AB|—|DC|)+|DC| =
A E F 5 =3 (|AB[+|DC]), ckd.
Rys. 4

Twierdzenie o dwusiecznej

I jeszcze jeden przyklad zadania z wieloma mozliwymi rozwigzaniami. Wykorzystamy w nich wlasnos¢
symetrii trojkatow réwnoramiennych, wzor na pole trdjkata, twierdzenie Talesa, twierdzenie o katach wpi-

sanych w okrag i cechy podobienstwa trojkatow.

Wykaz, ze dwusieczna kgta wewnetrznego tréjkgta dzieli przeciwlegly bok na odcinki proporcjonalne do dwdch

pozostatych bokéw.
c
Rozwigzanie 1. Niech AL jest dwusieczng kata BAC. Przez B prowa-
. dzimy prosta réwnolegla do dwusiecznej AL az do przeciecia z AC
w punkcie D. Zauwazmy, ze £KCAL = «LAB = £«ADB = £ABD.
Zatem trojkat ADB jest rownoramienny i AD = AB. Stad i z twier-
~ CA _CA _CL
s dzenia Talesa mamy AB-AD"IB’ ckd.

Rys. 5 °
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Rys. 6

Rozwiazanie 2. Przez B prowadzimy prosta réwnolegla do AC az
do przecigcia z AL w punkcie D. Mamy £ CAL= «LAB= <LDB.
Stad tréjkat ABD jest réwnoramienny i |AB| = |BD| = c. Tréjkat
ACL jest podobny do trojkata LDB (cecha kk), stad LZ = ? iprze-
ksztalcajac, mamy %1 = ckd.

Rozwigzanie 3. Niech P, i P, oznaczajg odpowiednio pola tréjka-
tow ALCi ALB. Tr(éjkqty te maja wspolng wysokos¢ opuszczong
na BC, wiec Al _IC Jednocze$nie 55 =5 , bo z definicji dwu-

W€ T1B P2 TAB’ )
siecznej EL = LD. Stad mamy tezg.

Rozwiazanie 4. Z punktéw B i C opuszczamy prostopadle na AL.
Ich spodki to odpowiednio punkty E i F. Zauwazmy, ze tréjkaty

AFC i AEB s3 podobne (cecha kk). Stad lij = CTf . Takze tréjkaty
CFL i BEL s3 podobne (cecha kk), stad % = %I; . Ostatecznie
BE ¢ _n

ﬁ = E = ckd.

Rozwiazanie 5. Na trdjkacie ABC opisujemy okrag i przedtuza-
my dwusieczng AL do przecigcia z nim w punkcie W. Katy ACB
i AWB sa przystajace, jako wpisane, oparte na tym samym fuku.

Stad tréjkaty AWB i ACL sa podobne (cecha kk). Zatem LZ = ﬁlv .

Tréjkaty AWB i WLB takze s podobne (dlaczego?), wiec ﬁ, = AL .

Stad % = ? Ostatecznie gz = ?, ckd.

W poczatkowej fazie nauczania geometrii zdecydowanie sprawdza sie porzekadto o przechodzeniu ilosci

w jako$¢. Wazne jest, by uczen mial mozliwos¢ wielokrotnego stosowania tych samych schematéw i wiadomosci

w réznych sytuacjach zadaniowych. Pozwala to wyrobi¢ wlasciwe nawyki, utrwali¢ dotychczasowe umiejetnosci

oraz skoncentrowac si¢ na rozwigzywaniu nowych problemow.
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Okrag dziewieciu punktow

W nastepnym kroku proponujemy przyktadowy zestaw zadan ,,samouczacych’, ktory prowadzi do od-
krycia istnienia dla dowolnego trdjkata tak zwanego okregu dziewieciu punktéw. Zadanie to jest raczej
trudne i o jego rozwigzanie moze si¢ pokusi¢ zaledwie garstka najlepszych uczniéw, jednak poprzedzone
specjalnie dobrang serig zadan (bgdacych wlasciwie rozpisanymi na drobniejsze kroki elementami roz-
wigzania), jest dostgpne dla przecigtnego ucznia. Zadania w ciggu maja rosnacy stopien trudnosci, jednak
wzrost ten jest na tyle nieznaczny, ze rozwigzujac zadania po kolei, uczen robi to zupelnie samodzielnie
i nabiera doswiadczenia potrzebnego do zadania nastepnego.

W kolejnych zadaniach wielokrotnie bedziemy wykorzystywa¢ dwa znane twierdzenia:

Fakt 1. Odcinek faczacy $rodki bokéw tréjkata jest rownolegly do trzeciego boku i dwa razy od niego
krotszy.

Fakt 2. W tréjkacie prostokatnym $rodkowa opuszczona na przeciwprostokatng rowna jest jej potowie

(zatem dzieli wyjsciowy trdjkat na dwa tréjkaty rownoramienne).

A teraz zapowiedziana seria zadan. We wszystkich przyjmujemy standardowe oznaczenia czeéci tréjkata
jak na rysunku 10. Ustalenie takich oznaczen na stale jest bardzo pomocne takze na lekcjach.
A, B, C - wierzchotki
a, b, ¢ - boki przeciwlegle do wierzchotkéw A, B, C
o, B, v- katy przy wierzchotkach A, B, C
h,, h,, h, - wysokosci opuszczone na boki a, b, ¢
H,, H,, H, - spodki wysokosci na bokach a, b, ¢
H - ortocentrum, punkt wspolny wysokosci
E,, E,, E, - $rodki odcinkéw taczacych A, B, Cz ortocentrum
m,, m,, m, - $rodkowe opuszczone na boki a, b, ¢
M,, M,, M, - $rodki bokéw a, b, ¢
M - $rodek cigzkosci, punkt wspdlny srodkowych
O - $rodek okregu opisanego

R - promien okregu opisanego

W - $rodek okregu wpisanego

B - .
r — promien okregu wpisanego
Rys. 10
C Zadanie 1. Wykaz, ze MM, =HM,

Rozwigzanie. Z F1 w tréjkacie ABC mamy M,M, = %AB, az F2 w trojka-
cie AH,B mamy H M, = %AB‘ Stad wynika teza.
Hl
M, M,
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Rys. 12

Rys. 13

Rys. 15

Rys. 16

Zadanie 2. Wykaz, ze HM, = HM,.
Rozwigzanie. Z F2 w tréjkacie AH,C mamy H M, = %AC, a w trojkacie
AH,C mamy H.M, = %AC. Stad wynika teza.

Zadanie 3. Wykaz, ze symetralna odcinka H,H, przechodzi przez M,.
Rozwigzanie. Z definicji symetralnej wystarczy pokaza, ze M\H, = M H,.
Tak jest, gdyz z F2 w tréjkacie BH,C mamy M, H, = %BC, a w trdjkacie
BH,C mamy M H, = %BC. Stad wynika teza.

Zadanie 4. Wykaz, ze AMMH = «<HMM,.
Rozwigzanie. Wprowadzmy oznaczenia: <M M\H = x, £HMM, = y.
Z F2 w tréjkacie AH B mamy «M,H B = f3, az F1 w tréjkacie ABC mamy
AM M,B = a. Stad x = 180°-2f-a = y-B. Z kolei z F2 w trojkacie AH,C
mamy «CM,H, = 180°-2y, a z F1 w tréjkacie ABC mamy «CM, M, = a.
Stad y = a—(180°-2y) = y-f. Zatem x = y, ckd.

Jesli dodamy kolejne twierdzenie, podane ponizej, bedziemy mogli roz-
wigza¢ dalsza serie zadan.

Fakt 3. Odleglos¢ wierzcholka tréjkata od ortocentrum jest dwa razy
wigksza niz odleglos¢ srodka okregu opisanego na tym tréojkacie od $rodka
boku przeciwlegtego, np. |CH| = 2|OM,|.

Dowdd. Zauwazmy, ze trojkaty E HE, i M,OM, sa przystajace (cecha kbk:
|E.E,| = |[M,M,| z F1 w odpowiednich tréjkatach oraz boki parami réwno-
legte, co daje réwno$¢ odpowiednich katow). Wobec okreslenia punktu E,

mamy teze.

Zadanie 5. Wykaz, ze <AE H, = <CE,H,.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze trojkaty HE,H, i HH,E, s3 réwnoramien-
ne (z F2 w odpowiednich tréjkatach) i podobne (cecha kk), przy czym
«E,HH= £EHH = «HHE, = «E H,H. Dane w tresci katy sa katami
zewnetrznymi do odpowiadajacych sobie katéw w tych tréjkatach, wiec
3 przystajace.
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Zadanie 6. Wykaz, ze kat miedzy prostymi H,M, i H,E, jest taki sam jak migdzy prostymi H,M, i H.E,.

C

A H. M, B Rys. 17

Rozwigzanie. Niech H.M, i H,E, przecinajg si¢ w punkcie K. Ich kat przecigcia wynosi <« H,KM, =
= 180°-(£CH,E,+£AM,H,), a to jest rowne (na mocy F2 w odpowiednich tréjkatach) 180°-(90°-a+180°-2a) =
=3a-90°. Niech H,M, i H,E, przecinajg si¢ w L. Ich kat przeciecia wynosi £« H.LM, = 180°-(£E,H B+ «H,M,A)
a to jest réwne (na mocy F2 w odpowiednich tréjkatach) 180°-(90°-a+180°-2a) = 3—90°, ckd.

Zadanie 7. Wykaz, ze E H, = OM,.
Rozwigzanie. Z F2 w tréjkacie AHH, mamy E H, = % AH, a stad na mocy
F3 w tréjkacie ABC dostajemy tezg.

Rys. 18

Zadanie 8. Wykaz, ze M\E, = M,E = OM,.

Rozwigzanie. Z F1 w tréjkgtach AHC i BHC mamy odpowiednio M,E, =
= % CHiME, = % CH. Stad na mocy F3 w trojkacie ABC dostajemy teze.

A
Rys. 19
Zadanie 9. Wykaz, ze £E MM, =90°.
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze E,M,||BH (z F1 w tréjkacie ABH). Zatem
ALAM,E = £ABH, = 90°-a. Z kolei £« M,M,B = « (z F1 w tréjkacie ABC).
M, Stad £E MM, = 180°-(a+90°-a) = 90°, ckd.
H
N
A M B

Rys. 20
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Teraz podamy jeszcze jedno twierdzenie pomocne w rozwiazaniu kolej-
nych zadan.

Fakt 4. Trojkat, ktérego wierzchotkami sg spodki wysokosci pewnego
trojkata ostrokatnego ABC (tzw. trojkat spodkowy), odcina od niego trzy
tréjkaty podobne do catosci, przy czym «H H.B= <HHA=y, {HH B=
=«HHC=aoraz <HHA=«HHC=p.

Dowéd. Rozwazmy czworokat AH,HH,. Mozna na nim opisac okrag, po-
niewaz £«AH,H = £«AH.H = 90°. Zauwazmy, ze £{AHH,= «CHH, (katy
wierzchotkowe) i «CHH, = 90°-«H,CB = 90°-(90°-f3) = 8. Katy AH,H,
i AHH, s3 oparte na tym samym tuku, st3d <AH,H, = 8. Dla pozostatych
katéw rozumowanie jest analogiczne.

Zadanie 10. Wykaz, ze M, M,, M, i H, lez3 na jednym okregu.
Rozwigzanie. Wystarczy pokaza¢, ze < CH .M, = «M MM, (dlaczego?).
Zauwazmy, ze z F1w tréjkacie ABC mamy « M M,B=a oraz <M,M,A=p.
Stad «M,M,M, = y. Z kolei z F2 w tréjkacie AH,C mamy «M,H C =y,
ckd.

Zadanie 11. Wykaz, ze H,, H,, H, i M, lez3 na jednym okregu.
Rozwigzanie. Z F4 mamy «H,H,A = y, a z F2 w tréjkacie CH,B mamy
4M H.B = f. Stad «H,H M, = a. Ponadto z F4 mamy tez «CH H, = a.
Zatem <« HH M +<H HM, = 180°-a+a = 180°, ckd.

Zadanie 12. Wykaz, ze E, E,, M, i H, lez3 na jednym okregu.
Rozwigzanie. Wystarczy pokaza¢, ze «H E E, = «BM,E, (dlaczego?).
Zauwazmy, ze E E,||AB (z F1 w tréjkacie AHB).

Stad «H E E, = 90°-. Z kolei E,M, ||CH (z F1 w trdjkacie CHB).
Stad «BM E, = «BCH, = 90°~p, ckd.

Zadanie 13. Wykaz, ze H,, H,, E, i E, lez3 na jednym okregu.
Rozwiazanie. Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o katach wpi-
sanych wystarczy pokazaé, ze «H,HE, = <H,E E . Zauwazmy, ze z F4
mamy «H,H E, =90°-a. ZkoleizF1 EE,||ABistad <E,E,H,= <ABH, =
= 90°-a, ckd.
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Zauwazmy, zZe nauczyciel w razie potrzeby moze sformulowa¢ dziesigtki analogicznych zadan.

Teraz ,odkrycie” okregu dziewigciu punktow (zwanego tez okregiem Eulera) nie sprawi uczniom klopo-

tu. Wystarczy rozwigzac kolejne zadania. Sceptycy powiedza, ze przez caly czas uczniowie sg prowadzeni ,,za

reke”. To prawda, ale nie zmienia to faktu, ze kolejne kroki potrafili pokona¢ samodzielnie i nabrali znacznej

wprawy w rozumowaniach geometrycznych.

C

B
Rys. 26

Rys. 27

Rys. 28

Rys. 29

Rys. 30

Zadanie 14. Wykaz, ze M\E = M,E, = M,.E, = R.
Rozwigzanie. Aby pokaza¢ M E, = R, wystarczy zauwazy¢ z F3, ze czwo-
rokagt AOM E, jest rownoleglobokiem. Pozostale rownosci pokazuje sie

analogicznie.

Zadanie 15. Wykaz, ze odcinki OH i M| E, przecinajg si¢ w potowie.
Rozwigzanie. Oznaczmy punkt wspdlny danych odcinkéw przez E. Wy-
starczy zauwazy¢ z F3, ze czworokat E,OM, H jest réwnoleglobokiem,
a OH i M,E, jego przekgtnymi.

Zadanie 16. Wykaz, ze odcinki M E , M,E,,

Rozwigzanie. Aby pokaza¢, ze M,E, polowi M,E

373

M_.E, przecinaja si¢ w polowie.
wystarczy zauwazy<
(z F1 w odpowiednich tréjkatach), ze czworokat M, E,E M, jest réwnole-
globokiem, a dane odcinki sg jego przekatnymi. Pozostale réwnosci po-

kazuje sie analogicznie.

Zadanie 17. Wykaz, ze EH, = EH, = EH,, gdzie E jest $rodkiem odcinka OH.
Rozwigzanie. Aby pokaza¢, ze EH, = EH,, wystarczy skorzysta¢ z F2
w tréjkatach E H M, (stad EH, = EM,) oraz E.H M, (stad EH, = EM,).
Z zadan 141 16 EM, = EM,, ckd. Pozostale réwnosci pokazuje si¢ ana-

logicznie.

Zadanie 18. Wykaz, ze punkty E,E,E,M,M,M,H,H,iH, lezg na
jednym okregu.

Rozwigzanie. Wystarczy pokazac, ze EE, = EM, = EH, = % Rdlai=1,2,3.
Dowdéd dla i = 3 wynika z F2 w tréjkacie E,H,M,. Pozostale réwnosci
pokazuje si¢ analogicznie.
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Zaprezentowane wyzej zadania rozwigzywalem z uczniami pierwszych klas gimnazjalnych. Nikomu
nie sprawily wiekszego klopotu, by¢ moze dlatego, ze uczniom stabszym podrzucalem dodatkowy mate-
riat do ¢wiczen, wszak zadan podobnego typu mozna utozy¢ wiele. Mozna tez skorzysta¢ z mojej ksiazki
Wykaz, ze..” (DWE, 2011).

Z drugiej strony temat Okrgg Eulera brzmial na tyle intrygujaco, ze nie mialem klopotu z zachece-
niem uczniéw do rozwigzywania tych zadan. Korzystajac z kilku prostych faktéw, szybko nauczyli si¢
prawidlowego wnioskowania i nabrali sporo intuicji tak waznej w geometrii. Mysle, Ze na zawsze pozbyli
sie strachu przed zadaniami zaczynajacymi sie od zlowrogich stéw ,wykaz, ze”, ktére s zmora wiekszosci
uczniow.

Chce podkresli¢, ze powyzsze zajecia adresowane byly do wszystkich uczniéw, a nie tylko do tych
o predyspozycjach i ambicjach olimpijskich. Dla jednych byt to dobry wstep do rozwijania zaintere-
sowan geometrig, a dla drugich - pole, na ktérym zdobywali pewno$¢ siebie i satysfakcje z wlasnych
dokonan.

Urok geometrycznych zadan
Aby nawigzac do tytulu tego rozdziatu, proponuje rozwigzanie jeszcze dwdch zadan.

Zadanie 19. Wykaz, ze P,, .= p_R, gdzie p, oznacza polowe obwodu trdj-
kata spodkowego.

Rozwigzanie. P, . = PAH30H2+PH33H10+PCHZOHI' Rozwazmy czworokat

AH,OH,. Zauwazmy, ze AOLH,H,,bo £ OAH, = 90°-y (jako ze < AOM, =

273
= % «AOB = y) oraz «H,H,A = y (na mocy F4).
Zatem P, = 1|OA||[H,H,| = 5 R-|H,H,|. Pola pozostalych czworoka-
toéw wyrazamy analogicznie, ckd.

Rys. 31

Urok tego zadania polega na zestawieniu zaskakujacej tezy (przecigtnemu uczniowi, a nawet wielu na-

uczycielom, pojecie trojkata spodkowego i jego wlasnosci sa nieznane) z elementarnym dowodem.

Zadanie 20. W trojkacie ABC, w ktérym f = 60°, dwusieczna kata o przeci-
na bok BC w punkcie M. Na boku AC obrano taki punkt K, ze £ AMK = 30°.
Znajdz miare kata OKC, gdzie O jest $rodkiem okregu opisanego na trdj-
kacie AMC.

Rozwiazanie. Niech «BAC = 2a. Wéwczas 2a+£ACB+60° = 180°.

Dalej £CKM = a+30° (jako zewnetrzny kat trojkata AKM oraz £« KMC =
= 180°—(a+30°)= £ ACB = 180°~(a+30°)—120°+2¢t = a+30°.
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Stad £«CKM = «KMC, czyli trojkat CKM jest rOwnoramienny. Niech N bedzie punktem przecigcia prostej

MK z okregiem opisanym na tréjkacie AMC. Zauwazmy, ze K NAC= «NMC, gdyz s3 oparte na tym samym

tuku. Wobec tego tréjkaty AKN i KMC sa podobne (cecha kk), wigc oba sa réwnoramienne i AN = NK. Ale

AN = R (promien okregu opisanego na tréjkacie AMC), poniewaz kat wpisany oparty na AN ma 30°. Stad

AN = KN = AO =R, co znaczy, ze punkty K, N i O leza na okregu o $rodku w N oraz ze trojkat ONA jest réw-

noboczny, czyli £ONA = 60°. Zatem £AKO = 30° jako wpisany oparty na tuku AO. Stad £ OKC = 150°.
Nie byto to fatwe zadanie. Jak wpa$¢ na takie rozwigzanie? A moze kto$ znajdzie prostsze?

Zamiast zakonczenia

Chcialbym jeszcze podzieli¢ si¢ moim glebokim przekonaniem, ze ogromna role w ksztaltowaniu
u uczniéw wszelkich kompetencji (nie tylko umystowych) odgrywa dbalo$¢ o jako$¢ komentarza do prowa-
dzonych rozumowan. Nie wolno pozwoli¢ na lekcewazenie umiejetnosci redagowania rozwigzan, na stoso-
wanie nieprecyzyjnego i niechlujnego jezyka. W ten sposob, uczac geometrii, mozemy takze wychowywac.

A nie wiemy, co w przyszlosci okaze si¢ bardziej przydatne.




3. Dowody geometryczne w praktyce
Malgorzata Mikolajczyk, Wroctaw

W tak zwanych zadaniach na dowodzenie spory problem stwarza nie
tylko umiejetnosc przeprowadzenia poprawnego i pelnego rozumowa-
nia dedukcyjnego, ale takze jego prezentacja. Dzi$ nikt nie uczy, w jaki
sposob starannie notowac tok rozumowania, by nie tworzy¢ przy tym
dtugich wypracowa#. Do tego dochodzi powszechne stosowanie za-
dani zamknietych rozwigzywanych w formie testu wyboru lub testu
krotkiej odpowiedzi oraz zgubna moda na zeszyty éwiczen. W efek-
cie uczet nie ma okazji na zapisanie rozumowania swoimi stowami,
a czesto nawet na werbalne wyrazenie wlasnych mysli i argumentow.
Nie potrafi prowadzi¢ notatek (tzn. wylowié istotnych rzeczy wartych
odnotowania) i nadaé im samodzielnie pewnej struktury. A to sg
umiejetnosci wazne zaréwno w pézniejszym zyciu zawodowym, jak

i w dalszej edukacji na poziomie akademickim.

Problemy z notowaniem rozumowan

Wielokrotnie miatam okazj¢ obserwowac przy tablicy uczniéw i nauczycieli prezentujacych rozwigzania
tak zwanych zadan na dowodzenie. Uderzajaca byta nieporadnos¢, z jaka uczniowie artykulowali te rozwia-
zania. Czesto panowal w nich logiczny chaos objawiajacy si¢ w myleniu kierunku implikacji, powotywaniu
sie na twierdzenia proste zamiast na odwrotne (cechy przystawania lub podobienstwa, cechy podzielnosci,
twierdzenie Pitagorasa lub Talesa), formalne luki w rozumowaniu, podawanie pozornie oczywistych faktéw
bez uzasadnienia.

Lepiej wypadali w tym poréwnaniu nauczyciele, ale oni tez grzeszyli niestarannym zapisem, a wiadomo,
ze wigkszos$¢ uczniow kopiuje do zeszytu tylko to, co si¢ pojawia na tablicy, zatem istotne dla rozumowania
argumenty podane stowami lub pokazane (metoda tzw. machania rekami) na rysunku na dluzsza mete
umykajg ich uwadze.

Tymczasem uczen jest w szkole rozliczany ze swojej wiedzy na ogél na pismie — podczas kartkdwek
i sprawdzianéw. Wtedy jest pozbawiony owej mozliwosci machania rekami, wiec rozpaczliwie (a czasem
z premedytacja) produkuje diugie i zagmatwane eseje, w ktérych nauczycielowi trudno si¢ potem polapaé
i odnalez¢ klarowny watek dedukcyjnego rozumowania. Przy prostych zadaniach i krétkich rozumowa-
niach problem ten nie ma moze wielkiego znaczenia, ale staje si¢ sporym wyzwaniem przy dluzszych, wie-
loetapowych rozumowaniach, na przyklad geometrycznych.

Niewatpliwie przygotowanie ucznia do sprawdzianu powinno takze obejmowaé umiejetnos¢ zwartej
i przejrzystej prezentacji dedukcyjnego rozumowania na pi$mie. Ten element nie wystepuje w podreczni-
kach szkolnych i skryptach z dydaktyki matematyki. Wielu nauczycieli na uzytek wlasny i swoich uczniéw
wypracowuje rézne zasady w tym wzgledzie, cho¢ wigkszos¢, wzorem polskich podrecznikéw akademic-
kich, decyduje si¢ na forme ,wypracowania’, wprowadzajac dla uproszczenia zapisu rozmaite skrécone for-
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my notacji. Dla przecietnego ucznia (a nawet dla wielu uczniéw uzdolnionych) jest to jednak sztuka nie do
opanowania, o czym kazdy nauczyciel przekonuje sie, sprawdzajac klasowki z matematyki. Najlatwiejszym
rozwigzaniem problemu wydaje sie rzeczywiscie stosowanie zadan zamknigtych, ktére sa ponadto fatwe

i szybkie do sprawdzenia, ale jest to raczej ucieczka przed problemem, a nie préba zmierzenia si¢ z nim.
Jest na to lekarstwo

Co ciekawe, w anglosaskiej tradycji nauczania ten problem w ogéle nie istnieje, poniewaz tamtejsza
dydaktyka matematyki uporala si¢ z nim przed wielu laty. To rozwigzanie mozna znalezé we wszystkich
podrecznikach szkolnych do matematyki i dziwi tylko, ze nikt z polskich autoréw nie chcial nigdy z niego
skorzystaé. Sg to tak zwane zapisy dwukolumnowe (two-column proofs). Opisze je krétko i pokaze kilka
przykladéw zadan z tak wlasnie zapisanymi rozwigzaniami.

Istota dwukolumnowego zapisu rozwigzania jest klarowny podzial na fakty i ich uzasadnienia oraz
ponumerowanie tychze dla wygody pdzniejszych odwotan. Pierwszy numer majg zawsze zalozenia po-
dane w treéci zadania, a ostatni - teza, jakg mamy wykazad. Ten sposob pozwala tatwo kontrolowad, czy
jakiego$ kroku rozumowania nie wykonaliémy bez uzasadnienia i czy nie ma w dowodzie zadnych luk.
Ponadto zapis faktow i uzasadnien w kolumnach powinien by¢ zwigzly i czytelny, dlatego zachecamy
uczniéw do uzywania wszelkich ustalonych przez obie strony (lub po prostu standardowych) form skré-

conej notacji.
Dowody dwukolumnowe
Oto kilka przykltadéw zadan i ich rozwigzan ujetych w forme zapisu dwukolumnowego.
Zadanie 1. Wykaz, ze prowadzac w okregu dwie dowolne $rednice i faczac konce
jednej z nich z konicami drugiej, otrzymamy pary odcinkdw przystajacych.

Dane: okrag o srodku P
Wykazaé: AB=CD

FAKTY UZASADNIENIA

1. o(P), AD i CB - $rednice 1. dane

2.PA=PB=PC=PD 2. definicja okregu, promienie =
3. £4CPD= «APB 3. katy wierzchotkowe =

4. ACPD = AAPB 4.bkb (2,3,2)

5.AB=CD 5. OCPTP

Rozumowanie jest pelne, proste i czytelne. Rozszyfrowania wymaga jedynie ostatni uzyty skrot. Pole-
cam jego wprowadzenie, jest to bowiem czesto wystepujacy w zadaniach geometrycznych argument, cho¢
rzadko uzywany (najczeéciej zastepowany machaniem rekami): OCPFP = Odpowiednie Czesci Przystajgcych
Figur Przystajg (w powyzszym przypadku figury to tréjkaty).
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Zadanie 2. Wykaz, ze rzuty prostopadie koncow dowolnej $rednicy okregu na

« o P X inng $rednice leza w jednakowej odleglosci od $rodka okregu.
M Dane: okrag o srodku P, « TMO = £SPO = 90°
Wykazaé: MO = PO
S
Rys. 2
FAKTY UZASADNIENIA
1. 0(0) 1. dane
2. £KTMO = £SPO =90° 2. dane
3.0T=0S 3. definicja okregu, promienie =
4. KMOT = £POS 4. katy wierzchotkowe =
5. LMTO = 90°-«MOT 5.21isuma £ w A prostokatnym
6. £PSO = 90°-4£POS 6.2 isuma £ w A prostokatnym
7. AMTO = £PSO 7. 4 i monotonicznos¢ —
8. AMOT = APOS 8. cecha kbk (4, 3,7)
9. MO = PO 9. OCPTP
C
Zadanie 3. Wykaz, ze w trdjkacie rownoramiennym s$rodkowa podstawy jest
dwusieczng kata. (Przez podstawe rozumiemy bok niebedacy ramieniem.)
Dane: AC=BC, AD=BD
Wykazaé: «<ACD = «BCD
A D B
Rys. 3
FAKTY UZASADNIENIA
1.AC=BC 1. dane
2.AD=BD 2. dane
3.CD=CD 3. zwrotno$¢ =
4. AACD = ABCD 4.bbb (1, 2, 3)
5. £4ACD = «BCD 5. OCPTP

Zadanie 4. Wykaz, ze laczac $rodki kolejnych bokéw dowolnego czworokata,
otrzymamy réwnolegtobok.

Dane: ABCD - czworokat, P, Q, R, S - $rodki bokéw

Wykazaé: |[PQ| = |RS|

FAKTY ‘ UZASADNIENIA

1. P, Q, R, S $rodki bokéw 1. dane

2.|PQ| =1 |AC] 2.F1wAABC
- 3.|SR| =1 |AC] 3.F1 wAACD

4. |PQ| = |SR| 4. przechodnio$¢ =

F1 oznacza (jak w poprzednim rozdziale) fakt 1, czyli wtasnoé¢ linii srodkowe;j tréjkata.
W takim razie na koniec zapiszmy w formie dwukolumnowej dowdd faktu 1.
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Zadanie 5. Wykaz, ze odcinek taczacy $rodki bokéw trdjkata jest rownolegly do
trzeciego boku i dwa razy od niego krotszy.
Dane: trojkat ABC, M, M, - $rodki bokow

Wykazaé: MM, ||AB, [M,M,| =1 |AB]

FAKTY UZASADNIENIA

LM, M, - $rodki bokow 1. dane

2. M,M,||AB 2. (tw. Talesa)™

3. 4CM,M, = £CBA 3.22

4. £4M,CM, = «ACB 4. zwrotno$¢ =
Rys. 5 5.AM,M C = AABC 5. cecha kk (3, 4)

6. M M,| = |AB| 6. OCPTP

Tym razem skrét OCPTP nalezy rozszyfrowaé jako Odpowiednie Czesci Podobnych Tréjkgtow sq Pro-
porcjonalne, gdyz dotyczy czeéci o wymiarach liniowych. Gdyby dotyczyt czedci o wymiarach katowych,
oznaczatby: Odpowiednie Czesci Podobnych Trojkgtéw Przystajq.

Wyglada to na formalng zabawe w dowodzenie prostych twierdzen, ale ta zabawa daje wymierne efekty.
Uczen skupia si¢ na geometrycznej interpretacji treci zadania i przeprowadzeniu poprawnego rozumowa-
nia, a nie na sposobie jego zapisu. Taka notacja jest krotka, przejrzysta i tatwa do sprawdzania, porzadkuje
sposob myslenia i wida¢ wszystkie pozostawione luki. Pogladowo uczy, czym tak naprawde jest dedukcja
i ze nie ma w niej miejsca na (zwodnicze czgsto) wytrychy typu ,,to widac”.

Aby wdrozy¢ uczniéw do tabelkowej notacji rozumowan, mozna poczatkowo stosowaé zadania za-

mknigte ,,na dowodzenie” typu testu uzupelnienia. Oto przyktad.

v s Zadanie 6. Wykaz, ze iloczyn dlugosci odcinkéw utworzonych na kazdej z prze-
' cinajacych sig¢ cieciw jest staly.
Dane: okrag o $rodku P
Wykazac: .....
g Lo 1. dane

/ .
Rpss 2 ZLVN=ZLSN | 20

3. LVLS= LVNS 3o
4. ALVE = ANSE 4. (oorn)
S5 i 5. OCPTP

6. EV-EN = EL-SE 6. i

Zamiast zakonczenia

Propaguje taki sposdb notowania rozwigzan zadan z geometrii od wielu lat i zawsze spotyka si¢ on
z duzym uznaniem ze strony nauczycieli. Kilka artykuléw na ten temat (fakt, ze nie zawsze przychylnych

opisanej metodzie) zamiescily czasopisma metodyczne dla nauczycieli matematyki. Z duzym rozczarowa-
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niem musz¢ jednak przyzna¢, ze z niezrozumiatych dla mnie wzgledéw dowodom dwukolumnowym nadal
nie udalo sie przenikna¢ do praktyki nauczania w polskich szkotach. Co wigcej, znajduja one krytykow,
zarzucajacych tej metodzie szkodliwos¢ dydaktyczng, skupianie si¢ na kwestiach drugorzednych, czyli na
sposobie zapisu, uwypuklenie roli formalizméw i odcigganie uwagi ucznia od meritum, czyli od precyzji
i poprawnosci prowadzonego rozumowania. Jest to jednak nieporozumienie. Nie chodzi tu bowiem o ta-
belki i formalizmy, ale wlasnie o zwrdcenie uwagi na meritum, czyli potrzeb¢ prowadzenia rozumowan
oraz umiejetnos¢ ich jasnego i poprawnego komunikowania. Kazdy do$wiadczony nauczyciel wie, Ze zmora
nauczania matematyki jest przekonanie uczniéw do tego, ze wynikéw nie mozna podawac bez uzasadnienia
lub prezentowaé w sposob nieprecyzyjny, np. méwigc ,korzystam z podobienistwa” bez podawania jakich
trojkatéw ono dotyczy, jakie sa powody tego podobienstwa i jaka jest w nim odpowiednios$¢ czesci rozwaza-
nych tréjkatéw. W wielu wypadkach prowadzi to do formalnych i merytorycznych bledéw w rozwiazaniach.
Kazdy doswiadczony nauczyciel wie takze, jaka ,,katorgg” jest brnigcie w niejasno zapisane pod wzgledem
matematycznym i logicznym rozumowanie ucznia.

W nowym systemie powszechnych egzaminéw z matematyki wigksza wage przywiazuje si¢ do poda-
wania przez uczniéw pelnych argumentacji i prezentowania toku rozumowania. Problem polega na tym, ze
uczen nie opanuje tej umiejetnoéci ,,sam z siebie” i nalezy go tego nauczy¢, a nie tylko wymagac¢ i sprawdzad
stopient opanowania tej umiejetno$ci. Problem ten dotyczy gléwnie uczniéw bioracych udzial w konkursach
i olimpiadach matematycznych, gdzie wymagane jest przedstawienie pelnego toku rozumowania. Uczen
powinien trenowa¢ te umiejetno$¢ juz od szkoly podstawowej, a nauczyciel powinien mie¢ swiadomos¢
wagi tego zadania i posiada¢ odpowiednie narze¢dzia dydaktyczne, aby te umiejetnos¢ u ucznia wyksztalcic.
Olimpijczykiem nikt si¢ nie rodzi, nawet jesli rodzi si¢ z predyspozycjami do bycia nim. Konieczna jest
praca nauczyciela, aby taki talent wyksztalcic¢ i ,0szlifowal”, wyposazajac w niezbedne umiejetnosci, wéréd

ktorych podstawows jest prezentacja poprawnego toku rozumowania.




4. Dynamiczne nauczanie geometrii
Piotr Zarzycki, Gdansk

Wprowadzenie technologii otwiera nowe mozliwosci interaktywnego
nauczaniu geometrii przez samodzielne badanie i odkrywanie wla-
snosci figur i zwigzkow miedzy nimi. Przedstawimy tu przyklady
problemow geometrycznych z réznych etapéw edukacyjnych, w roz-
wigzaniu ktérych wykorzystane bedg programy do dynamicznej geo-
metrii. Opiszemy proces badawczy, sposéb dochodzenia do rozwigza-
nia i wynikajgce z niego wnioski. Wskazemy tez zalety takiego stylu

pracy z uczniami zdolnymi.

Programy do dynamicznej geometrii

Historyczne juz pojawienie si¢ w 1988 roku na kongresie ICME (International Congress on Mathematical
Education) w Budapeszcie programu Cabri zapoczatkowalo uzywanie interaktywnego oprogramowania do
nauki geometrii na szerszg skale. Interaktywno$¢ oznacza tutaj, Ze program reaguje na komendy uzytkowni-
ka wydawane na przyktad w trybie drag-mode (tzn. ze obiekt swobodny mozna za pomoca myszy ,,ciagnac’,
zmieniajac jego potozenie lub ksztalt, a obiekty z nim zwigzane zachowujg swoje z nim relacje). Jednak ani
Cabri, ani inne podobne programy (np. Geometer’s Sketchpad, Compasses & Ruler, Cinderella czy Geo-
Gebra) nazywane ogélnie DGS (Dynamic Geometry Software) wlasciwie nie zmienily praktyki nauczania
geometrii w Polsce. DGS pojawia si¢ w niej sporadycznie, a podczas zaje¢c z uczniami zdolnymi - szczegdlnie
rzadko.

Ponizsze przyklady majg na celu pokazanie zalet uzywania DGS na zajeciach z uczniami zdolnymi.
Oczywiscie uczniowie powinni wezesniej poznaé podstawy obstugi wybranego programu, ale nie warto po-
$wiecad na to zbyt wiele czasu. Najlepiej poznawaé program na goraco, gdy uczniowie rozwiazuja konkretne
zadania i poznajg wybiérczo komendy potrzebne do rozwiazania tych wtasnie problemoéw.

Kwadrat w trojkacie

Na poczatek rozwazmy zadanie, ktore wielokrotnie si¢ pojawiato w réznych konkursach matematycz-
nych dla gimnazjalistow.

Mowimy, ze wielokgt W jest wpisany w wielokgt V, jesli WCV oraz wszystkie wierzchotki W lezg na brze-
gu wielokgta V. Dany jest dowolny tréjkgt ABC. Skonstruuj kwadrat wpisany w ten tréjkqt.
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Faza 1. Rozwigzanie eksperymentalne
C [} C

A K L B A K L B A K L B
a) b) c) Rys. 1

1) Tworzymy kwadrat KLMN, ktérego trzy wierzcholki lezg na brzegu tréjkata ABC. Konstrukeje rozpoczy-
namy od punktu K wybranego na boku AB.

2) Zmieniamy polozenie punktu K na boku AB. Program pozwala swobodnie przesuwaé punkt po obiekcie.
Jest interaktywny — dwie ,,strony”, czyli komputer (program) i uczen moga sie¢ komunikowa¢é: komputer -
pokazujac komunikaty, uczen - zmieniajac polozenie obiektow.

3) Eksperymentalnie znajdujemy kwadrat wpisany w trojkat.

Faza 2. Rozwigzanie dynamiczne
W tym rozwigzaniu kluczowe jest znalezienie takiego polozenia punktu K na boku AB, aby punkt M znalazt
sie na boku BC.

Gdy punkt K porusza si¢ po boku AB, punkt M zostawia $lad
C (zielong famang). Jej przeciecie z bokiem BC to poszukiwane

potozenie punktu M.

Rys. 2

Na tym etapie warto zada¢ uczniom pytania:
e Jak wykorzysta¢ otrzymana famang (zielony $lad) do konstrukeji kwadratu wpisanego w tréjkat?
e Dlaczego, rozpoczynajac konstrukcje od punktu M, rzeczywiscie otrzymamy kwadrat?
Kluczem do rozwiazania jest oczywiscie wlasnos¢ jednoktadnosci o $rodku A, obrazy punktu N leza

wtedy na AC, obrazy K i L lezg na AB, a obrazem kwadratu jest kwadrat.

Faza 3. Konstrukcja i dowod
Na tym etapie rozwigzanie konstrukcyjne mozna przeprowadzi¢ zaréwno na tablicy, jak i w programie
DGS. Po przeprowadzeniu eksperymentéw wiadomo juz, co nalezy zrobi¢. Oto kolejne kroki postgpowania.
o Skonstruowa¢ dowolny kwadrat KLMN z wierzchotkiem N na boku AC oraz wierzchotkami K'i L na boku
AB tréjkata ABC.
o Narysowa¢ potprosta AM.
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e Wyznaczy¢ punkt M przeciecia polprostej AM z bokiem BC.

e Zrzutowa¢ M’ na AB, otrzymujac L’

o Skonstruowaé kwadrat KLM'N’.

¢ Uzasadni¢ poprawno$¢ konstrukeji.

o Przedyskutowa¢ liczb¢ rozwigzan zadania (ile jest kwadratow wpisanych w dany trojkat i od czego taliczba
zalezy — mozna to zagadnienie zbada¢ komputerowo).

W ten sposéb otrzymalismy pelne rozwigzanie zadania. Sceptycy powiedza, ze zdolni uczniowie po-
winni poradzi¢ sobie z rozpatrywanym zadaniem bez pomocy DGS. I pewnie maja racje, ale tu zapewne
rozwigzywanie zadania zostaloby zakonczone, podczas gdy z wykorzystaniem DGS praca nad problemem
dopiero si¢ zaczyna. DGS daje mozliwo$¢ kontynuowania jej w dwdch zasadniczych kierunkach:

e automatyzacji rozwigzan poprzez tak zwane makrokonstrukeje,

o odkrywanie innych wlasnosci zwigzanych z badanym problemem.

Faza 4. Makrokonstrukcja
Makrokonstrukcja w programie DGS to procedura wykonania konstrukcji obiektu geometrycznego

(lub wielu obiektow) wedlug nastepujacego schematu:
obiekt poczatkowy — konstrukeja 1 — konstrukeja 2 — ... —konstrukcja k — obiekt konicowy

Ale czym wlasciwie jest makrokonstrukcja? Mozna powiedzied, ze jest to konstrukcja geometryczna
wykonana w DGS, w ktérej wskazano obiekt poczatkowy oraz cigg wykonywanych na nim operacji pro-
wadzacych do otrzymania obiektu konicowego, a calo$¢ zapisano w postaci pliku. Makrokonstrukcja moze
by¢ na przyklad opisanie okregu na trdjkacie. Wyznaczamy symetralne dwoch bokéw, zaznaczamy punkt
ich przecigcia i kreslimy okrag o $rodku w tym punkcie przechodzacy przez wybrany wierzcholek trojkata.
Potem wskazujemy jako obiekt poczatkowy tréjkat, jako obiekty koncowe — okrag i jego srodek, nadajemy
konstrukeji nazwe, na przykiad opisz_okrag_na_trojkacie i zapisujemy calo$¢ w pliku. Po narysowaniu no-
wego trojkata wystarczy wywola¢ zapisang makrokonstrukeje i automatycznie otrzymamy okrag opisany na

tym nowym tréjkacie.

W rozpatrywanym zadaniu uczniowie powinni stworzy¢ makrokon-
strukeje, ktora dla danego tréjkata wykresli wszystkie wpisane wen
kwadraty (trzy, jesli jest to trojkat prostokatny lub ostrokatny, albo je-
den, jesli trojkat jest rozwartokatny.

Rys. 3.

Jakie zalety ma tworzenie makrokonstrukgji?
e Uczy precyzyjnego i logicznego myslenia — bardzo czesto istotna jest kolejno$¢ wykonywanych krokéw
(etapdw tworzenia makrokonstrukeji).
e Uczy algorytmizowania i my$lenia algorytmicznego.
e Ma walor praktyczny - gotowa makrokonstrukcje mozna wykorzystywaé do rozwiazywania nowych, bar-

dziej zlozonych zadan.
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Faza 5. Dalsze eksploracje
Dzieki opracowanej makrokonstrukeji mozna bada¢ wlasnoéci kwadratéw wpisanych w dowolny tréj-
kat. Jak moglaby wygladac¢ ta cz¢s¢ zajec?

Uczniowie obserwuja, jak si¢ zmieniajg wpisane kwadraty przy zmianie ksztaltu i wielkosci tréjkata.

A\ A

Rys. 4

e

a)

Na rysunku 4 przedstawiono kilka takich sytuacji. Szczegdlnie ciekawy jest przypadek d), w ktoérym
makrokonstrukcja ,produkuje” dziwng figure, oczywiscie niebedgcg kwadratem. Warto, aby uczniowie wy-
jasnili te sytuacje (dla tréjkata rozwartokatnego nie istnieja kwadraty wpisane o dwoch wierzchotkach leza-
cych na krétszych bokach, chociaz wszystkie polecenia makrokonstrukeji daja sie wykonac).

W mocniejszych zespolach nauczyciel nie powinien sugerowaé kierunku badan. Uczniowie powinni
samodzielnie stawia¢ hipotezy, probowac je uzasadnia¢ lub obala¢. W stabszych grupach nauczyciel moze
podsuna¢ uczniom pomysly, co moga bada¢ (np. obwody lub pola obu figur i zalezno$ci miedzy nimi — ob-
wody i pola wielokatéw sa obliczane automatycznie przez kalkulator wbudowany w program).

Na rysunku 5. pokazane sg efekty uzycia takiego kalkulatora. Jeéli zmieniamy ksztalt tréjkata, stosunek

ten zmieni si¢ automatycznie.

0,89 cm? 2,11 cm?
stosunek = 0,30 stosunek = 0,41
j ]: 2,93 cm? ' 5,15 cm?
a)

b)

8,47 cm? 5,27 cm?
stosunek = 0,49 stosunek = 0,50
17,34 cm? 10,63 cm?

d) Rys. 5

<)
Oto prawidlowosci zauwazone przez uczniéw podczas takich eksperymentdw.
o Stosunek pola kwadratu wpisanego do pola tréjkata nie przekracza Y2. Maksymalny stosunek tych pol
(réwny ¥2) jest osiagany dla trojkata rownobocznego.
e Stosunek obwodu kwadratu wpisanego do obwodu tréjkata nie przekracza 0,62. Maksymalny stosunek
tych obwodéw (rowny 4/(3+2V3) ~ 0,62) jest osiggany dla trojkata réwnobocznego.

Oczywiscie obie te wlasnosci nalezy teraz uzasadnic.
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Troéjkat na prostych

Kolejne zadanie pochodzi z Olimpiady Matematycznej. Pokazemy, jak istotng rolg w jego rozwigzaniu

moze odegra¢ DGS.

Dane sqg trzy proste rownolegle. Skonstruuj tréjkgt rownoboczny, ktorego wierzcholki lezg na tych prostych.

Faza 1. Rozwiazanie eksperymentalne

P

Rys. 6
1) Na jednej z prostych wybieramy punkt A, a na drugiej — punkt B. Nastepnie konstruujemy trojkat réwno-

boczny o boku AB. Sg dwa takie trojkaty, wiec wybieramy jeden z nich.
2) Zmieniamy polozenie punktu A, przesuwajac go po prostej s.
3) Eksperymentalnie znajdujemy poszukiwany trdjkat.

Faza 2. Rozwiazanie dynamiczne
Sprawdzimy, jak wyglada $§lad punktu C, gdy punkt A porusza si¢ po prostej, a punkt B jest nieruchomy.

P

Gdy punkt A porusza si¢ po prostej s, punkt C zostawia $lad (zielona

prosta). Jej przecigcie z prostg t to poszukiwane polozenie punktu C.

Na tym etapie warto zada¢ uczniom pytania:
o Jak wykorzysta¢ otrzymang prosta (zielony $lad) do konstrukgji tréjkata rownobocznego o wierzcholkach
na trzech danych prostych?
e Dlaczego ten $lad to prosta?
o Jak skonstruowac te prosta?
Prosta zielona jest obrazem prostej s przy obrocie o 60° przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara wokaét B.
Punkt C mozna otrzymaé w inny sposdb: punkt A jest nieruchomy, a prosta p obracamy wokoét A o 60°

zgodnie z ruchem wskazowek zegara.
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Faza 3. Konstrukcja i dowéd
Rozwigzanie konstrukcyjne mozna przeprowadzi¢ zaréwno na tablicy, jak i w programie DGS. Po prze-

prowadzeniu eksperymentéw wiadomo juz, co nalezy zrobi¢. Oto kolejne kroki postepowania.

e Na prostej s wybra¢ punkt A, a na prostej p — punkt B i skonstruowa¢ tréjkat réwnoboczny o boku AB. Jego
trzeci wierzchotek to punkt C.

e Zmieni¢ polozenie punktu A na prostej s (to nowe polozenie nazywamy A} punkt B pozostaje bez zmian).
Skonstruowa¢ trdjkat réwnoboczny o boku A’B. Jego trzeci wierzchotek to punkt C.

e Narysowac prostg CC.

o W przecieciu prostych CC’ oraz t powstat wierzcholek C poszukiwanego trojkata rownobocznego. Drugi
wierzcholek B to nieruchomy punkt B. Skonstruowac trzeci wierzcholek A (lezacy na proste; s).

¢ Uzasadni¢ poprawno$¢ konstrukeji.

¢ Przedyskutowa¢ liczb¢ mozliwych rozwigzan.

Faza 4. Makrokonstrukcja

Zaczynamy od ustalenia, jakie beda obiekty poczatkowe i koncowe tworzonej makrokonstrukgji. Dla
trzech prostych réwnolegtych w dowolnym potozeniu bedzie ona dawata tréjkat réwnoboczny o wierzchot-
kach lezacych na tych prostych. Rysunek 8 przedstawia wynik dziatania makrokonstrukeji dla réznych po-
tozen prostych.

a) b) Rys. 8

Faza 5. Dalsze eksploracje
Oto kilka dalszych problemow, jakie mozna bada¢, przedtuzajac rozwigzane wlasnie zadanie:

o zalezno$¢ dlugosci boku finalnego trojkata od odlegtoéci miedzy prostymi réwnolegltymi; jesli a i b sg od-
legtosciami srodkowej prostej odpowiednio od prostej nad nig i pod nig, to dtugo$¢ boku tréjkata wynosi

e konstrukgja tréjkata prostokatnego réwnoramiennego o wierzcholkach lezacych na danych prostych row-
nolegtych, stworzenie makrokonstrukcji, ktdra automatycznie generuje taki tréjkat,

e opis figury otrzymanej przez poruszanie punktem A otrzymanym z makrokonstrukeji tréjkata ABC (opcja
Slad wlaczony/wyltaczony) i uzasadnienie, Ze jest to miejsce geometryczne poruszajacych sie tréjkatow (ta
figura to suma mnogos$ciowa dwdch katéw - rys. 9).
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Rys. 9

Twierdzenia odkryte przez uczniéw

Niniejszy przyktad pochodzi od Bronistawa Pabicha - nauczyciela matematyki w Liceum Ekonomicz-
nym w Wieliczce, ktéremu dziekuje za wyrazenie zgody na zmieszczenie tego zadania w niniejszym Po-
radniku. Oryginalnie zostal on obszernie opisany w jego artykule ,Odkrywanie geometrii tréjkata” (NiM,
6/1993, s. 20).

Uczniowie badali, jak si¢ zmienia polozenie punktéw prze-
cigcia symetralnych bokéw, dwusiecznych katéw, wysoko-
$ci i srodkowych tréjkata przy zmianie jego ksztaltu. Jeden
~/ z ucznidéw zwrocil uwage na punkt przecigcia dwusiecznej
v kata z symetralng przeciwlegtego boku. Po przeprowadze-
niu dokladniejszych obserwacji uczniowie odkryli naste-
pujaca wlasno$¢: symetralna boku trdjkata przecina sie
z dwusieczng przeciwleglego kata w punkcie lezacym na
okregu opisanym na tym tréjkacie.

Rys. 10

Dalsza praca polegalta oczywiscie na znalezieniu dowodu tej wlasnosci (ktory jest bardzo prosty, kiedy
juz wiadomo, czego chcemy dowies¢), ale i na kontynuowaniu obserwacji i stawianiu nowych hipotez. Do-
prowadzito to do kolejnego odkrycia: trojkat, ktérego wierzchotkami sa punkty przeciecia symetralnych
bokéw i dwusiecznych przeciwleglych katow (nazwijmy go tréjkatem nadpisanym), ma wysokosci zawarte
w dwusiecznych katéw wyjsciowego trojkata, a spodki tych wysokosci stanowig wierzcholki trzeciego tréj-
kata, ktory jest obrazem tréjkata nadpisanego w jednokladnosci o srodku w punkcie przecigcia dwusiecz-
nych jego katow i skali 1/2.

Podane tu fakty nie wystepuja w takim sformulowaniu (tzn. w wersji ,odkryj twierdzenie’, a nie ,,udo-
wodnij je”) w zadaniach i twierdzeniach szkolnych dotyczacych geometrii tréjkata. Ich odkrycie przez
uczniéow bez pomocy DGS nie byloby praktycznie mozliwe. Wida¢ wiec, ze jest to doskonale narzedzie
badawcze, przydajace sie podczas pisania prac uczniowskich z matematyki, a w konsekwencji przydatne do
tego, aby oprdcz ksztalcenia sprawnych matematycznych rzemieslnikow ksztalci¢ takze przysztych matema-

tycznych tworcow.
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Pomysly dalszych zadan

Oto przyktady innych zadan z geometrii szkolnej, ktére mozna bada¢ za pomocg DGS. Tres¢ kazdego

z nich opatrzono ilustracja i krétkim komentarzem.

Zadanie 1. Dane jest kolo i punkt P w jego wnetrzu. Dwie prostopadte
potproste o poczatku w punkcie P przecinajg brzeg kota w punktach A, B.

‘ Q
“ Tworzymy prostokat o bokach PA i PB. Jego wierzchotek lezacy po prze-
- katnej naprzeciw punktu P nazywamy Q. Znalez¢ miejsce geometryczne
punktéw Q przy ustalonym P i zmieniajacym sie polozeniu pdtprostych.
Zadanie to pochodzi ze znakomitej ksigzki Arthura Engela ,,Problem-

-Solving Strategies” (Springer, 1998). Poszukiwane miejsce geometryczne
to okrag (rys. 11). Mozliwe jest uogélnienie tego problemu na przypadek
Rys.11 tréjwymiarowy (patrz nizej).

Zadanie 2. Dana jest kula i punkt P w jej wnetrzu. Trzy wzajemnie prostopadte pdlproste o poczatku
w punkcie P przecinajg powierzchnie kuli w punktach A, B i C. Tworzymy prostopadloscian o krawedziach
PA, PB i PC. Jego wierzcholek lezacy po przekatnej naprzeciw punktu P nazywamy Q. Znalez¢ miejsce geo-

metryczne punktéw Q przy ustalonym P i zmieniajacym sie polozeniu potprostych.

To zadanie pochodzi z Mig¢dzynarodowej Olimpiady Matematycznej w 1978 roku. Poszukiwane miejsce

geometryczne to sfera. Mozna uogélni¢ na przypadek przestrzenny rozwigzanie poprzedniego zadania.

Zadanie 3. W tréjkacie wysokosci lub ich przedtuzenia przecinaja si¢ w jednym punkcie. Czy analogiczna
wlasno$¢ maja czworo$ciany? Jesli tak, uzasadnij, dlaczego. Jesli nie, znajdz warunek konieczny i dostatecz-

ny, aby wysokosci czworo$cianu lub ich przedtuzenia przecinaly si¢ w jednym punkcie.

Czworosciany nie majg opisanej w zadaniu wlasnosci (rys. 12a). Rozwigzanie zadania prowadzi do odkry-
cia klasy tzw. czworo$ciandw ortocentrycznych, w ktérych podany warunek zachodzi (rys. 12b). W takich
czworoscianach przeciwlegle krawedzie sg prostopadte.

Rys. 12
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Zadanie 4. Czworo$cian foremny przecieto plaszczyzna tak, ze w przekroju otrzymano czworokat. Jaki naj-

mniejszy mozliwy obwdd moze mieé ten czworokat?

ob=8,9cm

b) Rys. 13

Rysunek 13 przedstawia efekty prob wykonanych w Cabri 3D. Okazuje sie, ze najmniejszy obwdd otrzyma-
my, gdy przekrdj bedzie kwadratem. Jego obwdd jest podwojeniem dtugo$ci krawedzi czworoscianu. Ale czy
kwadrat to jedyne rozwigzanie? Okazuje sig, Ze nie. Przekrojem o takim samym obwodzie moze by¢ takze
prostokat nie bedacy kwadratem. Aby sie o tym przekonaé, warto narysowac¢ siatke czworoscianu i zazna-

czy¢ na niej linie cigcia kazdej $ciany (rys. 14).

NN
[N

B Zadanie 5. Na plaszczyznie dane sg odcinki AB

i CD. Tworzymy wszystkie odcinki, ktérych jeden
koniec lezy na AB, a drugi — na CD. Jaki zbidr two-

rza $rodki tak utworzonych odcinkow?

Warto na poczatek zapyta¢ uczniéw o ich intuicje
- jaki bedzie przewidywany ksztalt poszukiwane-
go zbioru. Wigkszos¢ moich uczniéw obstawiala

obiekty jednowymiarowe (odcinek, 6semke, dwa

D
odcinki), podczas gdy jest to réwnoleglobok. Wi-
zualizacja problemu za pomoca DGS (patrz rys. 15
C Rys.15  — widoczny jest $lad $rodka odcinka, ktérego

konce poruszaja sie¢ wzdtuz odcinkéw AB i CD)
bardzo pomaga w ,,zobaczeniu” rozwigzania i jego formalnym uzasadnieniu. Uczniowie moga wyznaczy¢
finalny réwnoleglobok konstrukcyjnie. Problem mozna fatwo zmienia¢ i uogélniaé. Zamiast pary odcin-
kéw mozna wzigé pare brzegdw trojkatow, pare okregdw itp. Mozna tez rozwiazywaé zadanie w przestrzeni,

umieszczajac odcinki na prostych skoénych.
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Zadanie 6. Trdjkat rownoboczny wpisano w okrag. Tworzymy zbidr wszystkich trojkatow wpisanych w ten
okrag, ktérych doktadnie dwa boki sg réwnolegle do bokéw danego trojkata réwnobocznego. Jaki zbior

tworza ortocentra tych trojkatéw? Ortocentrum to punkt przecigcia wysokosci trojkata lub ich przedtuzen.

Zadanie jest dos¢ ztozone i trudno wpa$é na jaki§ pomyst bez skorzystania
z DGS. Na rysunku 16 wida¢ fragment poszukiwanego rozwigzania. Jaki jest

ostateczny wynik? To figura zlozona z trzech odcinkéw przecinajacych sie

£ ‘v w érodku okregu.
‘

Rys. 16

Wiele innych przyktadéw zadan rozwigzywanych za pomoca DGS mozna tez znalez¢é na Wroctawskim
Portalu Matematycznym (www.matematyka.wroc.pl, zakladki: Mat-§wiat lub Kacik naukowy > Kétko ma-

tematyczne).
DGS w szkole podstawowej

Powstaje pytanie, czy uzycie DGS ma racje¢ bytu w szkole podstawowej, gdzie zakres materiatu z geo-
metrii jest nadzwyczaj skromny. Z cala pewnoécig mozna to robié¢ na zajeciach z uczniami zdolnymi. Moga
odkrywa¢ rozmaite twierdzenia zwigzane na przyktad z punktami charakterystycznymi tréjkata (srodek
okregu wpisanego, srodek okregu opisanego, ich polozenie w zaleznoéci od rodzaju trojkata, istnienie orto-
centrum, polozenie §rodka ciezkosci), a takze twierdzenia Pitagorasa i Picka.

Pracujac z niewyselekcjonowana grupa uczniéw, warto polozy¢ nacisk na
zabawy geometryczne rozwijajace wyobraznie i myslenie algorytmiczne. Jed-
nym z takich zadan jest projekt wiatraczka (rys. 17), ktory po zaznaczeniu punk-
tu do animacji bedzie si¢ obracal. Juz skonstruowanie czterech symetrycznie
polozonych skrzydel wymaga dobrej znajomosci geometrii, a zamiast czterech

mozna ich zrobi¢ na przyklad szes¢ lub osiem. Istotne jest zrozumienie, ze do

poruszania calego wiatraczka wystarczy animowa¢ tylko jeden punkt - jeden
Rys. 17z wierzcholkéw podstawy jednego ze skrzydet.

Innym przykladem pozytecznego uzywania DGS w szkole podstawowej (na przyklad przy okazji na-
uki o utamkach) jest zadanie podzielenia kola na a) cztery, b) dziewie¢ czeéci o réwnych polach w sposéb
pokazany na rysunku 18. Wazne jest, aby nauczyciel wyjasnil, Ze konstrukcja powinna by¢ dokfadna, nie
»Na oko” (powinna wykorzystywac narze¢dzia dostgpne w programie). To moze by¢ sporym wyzwaniem dla
zdolnych uczniéw, bowiem potrzebna jest tu umiejetnos¢ podzialu odcinka na 2 lub 3 réwne czgsci, co moze
by¢ pretekstem do odkrywania (z uzyciem DGS) twierdzenia Talesa. Fakt, ze uzyskane z podziatu czesci
majg jednakowe pola, jest ciekawy, bo czesci te nie sg wielokatami i na dodatek moga nie by¢ przystajace (co
w zadaniach dla SP jest pewng nowoscia). Uzasadnienie tego faktu nie jest oczywiste i moze by¢ pretekstem
do odkrywania (znowu z uzyciem DGS) proporcji pél figur podobnych.

Przedluzajac wyjsciowe zadanie, uczniowie moga bada¢ podziat kota na inne liczby czeéci o réwnych
polach z uzyciem odcinkéw i mniejszych koét.
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G

Rys. 18

Walory dydaktyczne nauczania geometrii wspomaganego przez DGS

Wykorzystanie DGS w nauczaniu daje unikatowe mozliwo$ci, migdzy innymi:
e szybkiego wielokrotnego wykonania tych samych konstrukcji, na przyktad w zadaniach typu ,dany jest

>

dowolny tréjkat...” i sprawdzenia, czy i kiedy zachodzi opisana w zadaniu wlasnos¢,

e ,zobaczenia’ rozwigzania, szczegélnie w zadaniach typu ,,znajdz miejsce geometryczne” (wykorzystujac
opcje Slad punktu),

o przedluzania zadan, na przyklad sprawdzajac, czy zalozenia twierdzenia mozna ostabi¢, czy podobne wia-
snosci majg inne obiekty, czy zachodzi uogélnienie tréjwymiarowe zadania plaskiego itp.,

e wizualizacji twierdzen i animowania ich dowoddw (rys. 19 przedstawia

C
» ilustracje do twierdzenia kosinuséw: rozpatrujemy trojkat rozwartokatny
o bokach a, b, ¢c; w kwadracie o boku ¢ mozna zmieéci¢ zacieniowane kwa-
draty oraz dwa réwnolegtoboki, co mozna odczyta¢ z rysunku; uczniowie
moga stworzy¢ podobna wizualizacje dla trojkata prostokatnego i ostrokat-
nego),
—
’ Rys. 19

e odkrywania nowych twierdzen,

o weryfikacji poprawnoéci konstrukgji geometrycznych (jest to najtrudniejszy etap rozwiazywania zadan
konstrukcyjnych zaréwno tych typowych - szkolnych, jak i konkursowych, a konsekwencja tego jest nie-
mal catkowite znikniecie takich zadan z konkurséw i egzaminéw; DGS moze by¢ dla nich szansg powrotu
do szkoty),

§ - e wyjécia poza ramy programu, na przyklad w $wiat geometrii nieeuklideso-

ISR wych, w ujeciu pogladowym, bez zbednego naktadu teorii (w czasie moich

zaje¢ uczniowie budowali model Poincarégo geometrii hiperbolicznej obra-
zowany przez kolo bez brzegu - na rys. 20 przedstawiono fragment menu

z komendg do rysowania prostych w tej geometrii; proste to tuki okregéw

. prostopadtych do brzegu przestrzeni),
Rys. 20
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o symulacji sytuacji fizycznych, na przyklad réznych rodzajéw ruchu lub toczenia si¢ kota po réznych krzy-
wych, symulacji ruchéw w grach strategicznych (rys. 21) lub symulacji dzialania rozmaitych przyrzadéw
(np. pantografu — przyrzadu do kreglenia w skali lub inwersoréw - przyrzadéw zamieniajacych ruch po
okregu na ruch po prostej albo na odwré6t — podczas moich zajeé uczniowie tworzyli modele prostowodu

Watta i inwersora Peaucelliera-Lipkina).
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Rys. 21. Ilustracja symulacji ruchéw zaby w zadaniu dotyczacym rekurencji. Symulacje tworzone za pomocg DGS s3 zwigzane z pewnymi
przeksztalceniami geometrycznymi. Ich uruchomienie, czyli zmiana obiektu poczatkowego (odgrywajacego role zmiennej niezalezne;j),

powoduje zmiany innych obiektéw (zmiennych zaleznych).

Zamiast zakonczenia

Z moich obserwacji wynika, ze na dodatkowych zajeciach dla uczniéw zdolnych - na przyktad na kot-
kach olimpijskich - bardzo rzadko uzywa si¢ DSG. Jednak goraco zachecam nauczycieli do wprowadzania
takich zaje¢ 1 do przyzwyczajania uczniéw do eksperymentéw geometrycznych. Ma to ogromne znaczenie
w przypadku uczniéw startujacych w konkursach prac badawczych, bowiem pozwala nie tylko odkry¢ wiele
zupelnie nowych, nietrywialnych twierdzen, ale i doda¢ glebszej perspektywy twierdzeniom z pozoru do-
brze znanym.

Zalety DGS warto wykorzysta¢ nie tylko w pracy z uczniami startujgcymi w réznego typu konkursach.
Uzdolnione moga by¢ takze osoby pozbawione zylki rywalizacji i nieodnajdujace si¢ w ,pracy na czas”.
Mozna wyodrebni¢ kilka typéw takich uczniéw: uczniowie-badacze, uczniowie-konstruktorzy, uczniowie
majacy duzg tatwos¢ algorytmizowania problemdw i pisania programéw komputerowych. DGS odgrywa
szczegolne znaczenie w pracy z uczniami-badaczami. Wystarczy im tylko pokazaé, jak dziala ta swoista
maszynka do szukania wlasnosci i odkrywania twierdzen, a z pewno$cig zrobig z niej dobry uzytek.

Zakladamy ponadto, ze wielu uczniéw uzdolnionych matematycznie podejmie w przysztosci prace ba-
dawczg. Ich zadaniem bedzie wtedy nie tylko dowodzenie gotowych, postawionych juz hipotez, ale takze
odkrywanie tych hipotez. Umiejetno$¢ ta nie jest bezposrednio wykorzystywana w nauczaniu szkolnym
ani w konkursach matematycznych i olimpiadach, ale jest kluczowa w pracy badawczej. W tym celu warto
oprdcz ksztalcenia w zakresie sprawnego przeprowadzania dowoddéw uczy¢ odkrywania hipotez, ktore poz-
niej procesowi dowodzenia poddamy. Taka role majg petni¢ omawiane w tym rozdziale przyklady.

Wiele pomystow i inspiracji dla uczniéw-konstruktoréw mozna znalez¢ na przykltad na stronach:
www.sciences.univ-nantes.fr/sites/genevieve_tulloue, www.steiner.math.nthu.edu.tw/disk3/cabrijava/ lub

www.dino-optic.fr.
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CZESC III

Jak uczy¢, aby rozwijac
zainteresowania $ciste ucznia
(czyli matematyka dla wielu)

1. Koto matematyczne — Kinga Galazka
2. Koma - fowimy talenty - Malgorzata Mikolajczyk
3. Liga zadaniowa — Michat Sliwinski

4. Mecz matematyczny — Malgorzata Mikolajczyk

5. Konkursy matematyczne - Kinga Gatgzka

6. Obdz matematyczny - Malgorzata Mikotajczyk

7. Uczen zdolny pod katedra - Jacek Dymel

8. Matematyczne wycieczki - Malgorzata Mikotajczyk




1. Kolo matematyczne
Kinga Galgzka, £L.6dz

W tym rozdziale odpowiemy na nastepujgce pytania: Jak zaplanowac
prace kota matematycznego, aby odniosto ono sukces, a nie okazato
sie pomystem chybionym, marnowaniem intelektualnego potencjatu,
zapatu i naktadu pracy nauczyciela. Jakie czynniki uwzglednic przy
definiowaniu profilu zajec? Jak projektowac zadania na kétko, aby nie
powielaly utartego schematu podrgcznikowo-lekcyjnego i nie staly sig
dodatkowymi godzinami przedegzaminacyjnego treningu? Jak projek-
towaé zadania, ktore nie sq odtworcze, zalgorytmizowane, wymagajg
otwartego myslenia i planowania procesu rozwigzania oraz zawierajg
elementy modelowania matematycznego?

Zanim zabrzmi pierwszy dzwonek, czyli planowanie pracy

Podczas spotkan z nauczycielami i rozméw z uczniami coraz czeéciej pada pytanie, czy potrzebne sa
dzi$§ kota matematyczne. Zazwyczaj sa one kojarzone z akademicka forma zaje¢, na ktdre uczeszcza kilku
zapalencow z hermetycznego kregu tak zwanych szkolnych geniuszy. Jesli ktos znajdzie si¢ na takim spotka-
niu przypadkiem, nie ma szans, aby cokolwiek zrozumie¢, a tym bardziej dostrzec celowos¢ zglebiania tak
abstrakcyjnej i nieprzydatnej z pozoru wiedzy. Taka ,,sztuke dla sztuki” uprawiaja wigc najczesciej tylko ci,
ktorzy chea przedostad sig na kolejne szczeble konkursowych czy olimpijskich zmagan.

Z doswiadczenia wiem, ze aby zapewni¢ godziwg frekwencje na zajeciach kot matematycznych, nauczy-
ciele pod plaszczykiem rozwijania zdolnoéci uczniéw prowadza ukryte kursy przygotowujace do sprawdzia-
néw i egzaminéw zewnetrznych, a ci uczniowie, ktorych rzeczywiscie interesuja matematyczne ciekawostki,
zastosowania i proste rozwigzania trudnych zadan, szukajg pomocy na stronach internetowych lub w kotach
miedzyszkolnych, a nie w szkole. Co zatem zrobi¢, aby zajgcia kota matematycznego nie powielaly modelu
klasowo-lekcyjnego i byly rzeczywistym stymulatorem zdolnosci twoérczych mlodziezy?

Na poczatku nalezy zdaé sobie sprawe z tego, Ze nie jest mozliwe stworzenie uniwersalnego modelu
zaje¢, ktore satysfakcjonowalyby wszystkich uczniéw zainteresowanych matematyka. Trzeba wiec zawezié
krag odbiorcow. Ale jak dokonaé wyboru?

Warto rozpoczaé od przeanalizowania swoich wlasnych zainteresowan i umiejetnosci. Jesli nauczyciel
przekazuje uczniom to, co jest jego rzeczywista pasja, wzbudza w nich wigksze zainteresowanie, niz poda-
jac wiadomosci z obszardw, ktére s3 mu obojetne, lub w ktérych sam porusza si¢ niechetnie. Zatem jezeli
zadania olimpijskie lub geometryczne budzg w nim strach, nie powinien porywa¢ si¢ na prowadzenie kota
dla olimpijczykdw; jesli nie lubi matematycznych tamigtéwek i nieszablonowych rozumowan, niech zrezy-
gnuje z zaje¢ dla mistrzéw w grach logicznych; jedli nie ma daru pasjonujacego opowiadania, niech zapomni
o kole historii matematyki; a jesli nie ma smykatki technicznej czy komputerowej i nie przepada za statysty-
ka, raczej nie dla niego jest koto mito$nikéw zastosowan matematyki; z kolei bez cierpliwosci i umiejetnosci

manualnych nie da rady prowadzi¢ kola matematycznego origami. Nauczyciele bywaja rézni i nie musza




lubi¢ ani umie¢ w matematyce wszystkiego. Bez komplekséw mozna pozostawi¢ pewne tematy bardziej
doswiadczonym i zainteresowanym nimi kolegom.

Przy planowaniu pracy kola matematycznego wazny jest tez, rzecz jasna, krag odbiorcéw i motywagje,
jakie nimi kierujg. Moga to by¢ uczniowie przygotowujacy si¢ do konkurséw, zainteresowani zwigzkami ma-
tematyki ze sztukg, modelarze, origamisci, komputerowcy, tamigtéwkowicze, mitoénicy gier planszowych,
uczniowie klas I chcgcy wyréwnac swoje szanse i uzupelni¢ luki w wiadomosciach na starcie w liceum,
maturzysci cheacy sie przygotowaé do poznawania matematyki na poziomie akademickim itp. Wazne jest,
aby dla wybranej grupy uczniéw tematyka kotka byla na tyle konkurencyjna, ze zachgci ich do pozostania
diuzej w szkole i wygra z serialami telewizyjnymi czy portalami spoleczno$ciowymi.

Na poczatku trzeba sie jednak zastanowié, czy w szkole, $wietlicy $rodowiskowej, domu kultury itp.
znajda si¢ w ogdle kandydaci do uczeszczania na zajecia kota o wybranym przez nas profilu i na jakie prze-
szkody mozemy natrafié. Propozycja elitarnego kota olimpijskiego moze spali¢ na panewce, gdy uczniowie
wybiora renomowane zajecia migdzyszkolne prowadzone na pobliskiej wyzszej uczelni, a popularnonau-
kowe zajecia z astronomii obserwacyjnej — gdy uczestnikom nie wystarczy zapalu do nocnych wypadéow
w plener z teleskopem lub wyjazdéw do obserwatorium.

Jesli uczniowie bedg postrzegali zajecia kotka jako interesujace, bedg sie one cieszyly renomg, a nawet
moze sie wyksztalci¢ w szkole pewnego rodzaju snobizm na przynaleznos¢ do grona stalych bywalcéw tych
zaje¢. W kolejnych latach nie powinno by¢ trudno o chetnych, ale gdy dopiero rozpoczynamy prowadzenie
dodatkowych zajg¢, pamietajmy, ze konkurencja jest duza. Szczegélnie w wigkszych miastach uczniowie sg
zasypywani ofertami platnych i bezptatnych zaje¢ pozalekcyjnych, sekeji zainteresowan i konkurséw ma-
tematycznych. A i nasi koledzy w szkole nie préznuja, starajac si¢ pozyskaé szczegélnie tych zdolniejszych
uczniéw do wspolpracy — uczniowie ci maja bowiem czesto wszechstronne zainteresowania i odnoszg suk-
cesy na wielu polach (takze sportowych i artystycznych). W przypadku gdy nie potrafimy zdecydowac,
jaka propozycje przedstawi¢ uczniom, mozemy przeprowadzi¢ swoiste badania opinii w postaci wywiadow
z uczniami i ich rodzicami, ankiet i sondazy. Wyniki moga si¢ okazac tylez zaskakujace, co inspirujace.

Opiekun kotka powinien tez jasno okresli¢ produkt, ktory chce otrzymac po skoniczonym cyklu za-
je¢, a uczestnicy powinni mie¢ §wiadomos¢ istnienia i konsekwentnego realizowania wczesniej przyjetych
zalozen: czy ma to by¢ przyrost umiejetnosci w rozwigzywaniu zadan metodami elementarnej geometrii,
rozw6j wyobrazni przestrzennej, czy nabycie do§wiadczenia w wykorzystaniu metod numerycznych lub
graficznych do rozwigzywania zadan szkolnych, a moze przygotowanie szkolnej wystawy modeli bryt lub
parkietazy. Wazne jest takze sprecyzowanie wymagan dotyczacych uczestnikéw, na przyktad dobra znajo-
mos$¢ tabliczki mnozenia, znajomos¢ podstaw obstugi arkusza kalkulacyjnego.

Kolejny element planowania pracy koétka to odpowiedz na pytanie, czy zajecia beda powiazane ze soba
w ustalonym porzadku (czyli czy uczen, aby uczestniczy¢ w danym spotkaniu, musi posiada¢ wiedze i umie-
jetnosci nabyte wczesniej), czy beda stanowié kilka zamknietych cykli o zmieniajacej si¢ co kilka tygodni
tematyce, czy tez poszczego6lne tematy beda niezalezne, a uczniowie beda mogli dowolnie wybiera¢ intere-
sujgce ich zagadnienia. Ustalamy w ten sposob, czy kétko bedzie ,,zamkniete” i w jego zajeciach beda mogli
bra¢ udzial tylko uczniowie wczesniej zapisani, czy tez ,otwarte” dla wszystkich, ze zmiennym (co kilka
tygodni lub z jednych zaj¢¢ na drugie) skladem uczestnikow.

Gdy juz przeanalizujemy wszystkie wymienione wyzej aspekty: okreslimy adresata i cel kotka, jego te-
matyke i sposob organizacji zajeé, warto pomysle¢ o potencjalnych partnerach i sponsorach. Mozna wlg-

czy¢ do pracy absolwentdw szkoty, ktorzy dzi$ sg uczniami szkot wyzszych szczebli, lub rodzicéw, poszukaé




Czes¢ I11. Jak uczy¢, aby rozwija¢ zainteresowania $ciste ucznia

sprzymierzencéw wsrod lokalnych wladz, organizacji samorzadowych i zakladéw pracy. Wyjscie poza mury
szkolnej rzeczywistosci, wymiana do$wiadczen i pomystéw z osobami ,,z zewnatrz”, czy mozliwoé¢ dyspo-
nowania nawet niewielkimi funduszami na pewno nie zaszkodzg planowanym dzialaniom, a moga poméc
w ich uatrakcyjnieniu i wzbogaceniu.

Kiedy mamy juz wizje naszego kofa matematycznego, zastanéwmy si¢ nad potencjalnymi trudno$ciami,
jakie mozemy napotkac. Nie po to, zeby zrazi¢ si¢ do poczatkowego pomystu, ale by méc si¢ na nie zawczasu
przygotowac i przemysle¢ sposoby radzenia sobie z nimi. Moga to by¢: trudnos¢ dostosowania godzin zajeé
do mozliwosci czasowych i percepcyjnych uczniéw, mato konkurencyjna tematyka zaje¢ wobec bogactwa
innych propozycji, brak wsparcia finansowego na zakup potrzebnych materialéw, zmienna lub staba fre-
kwencja. Trudnosci sg po to, aby je pokonywad. Jesli nasze zajecia bedg starannie przemyslane i dobrze

zaplanowane, fatwiej bedzie je z sukcesem realizowac.
Lista spraw do zalatwienia

Wiekszo$¢ nauczycieli pracuje minimum 18 godzin w tygodniu, ale mysla o swojej pracy znacznie dtu-
zej, wiec aby wyeliminowac¢ kilka godzin nadprogramowego martwienia si¢ tym, czy o niczym waznym nie
zapomnieli$my, warto przygotowa¢ wczesniej popularng juz takze u nas ,,czek list¢” (ang. check list), ktéra
pomoze sprawnie zorganizowa¢ zajecia. Powinny si¢ na niej znalez¢ nastgpujace punkty:
¢ Zaplanowanie i ogloszenie tematow zaje¢. Tematyka kota powinna by¢ dostosowana do potrzeb uczniow.
Jesli sa nimi na przyktad olimpijczycy, nie powinno budzi¢ watpliwo$ci, czym beda si¢ na danych zajeciach
zajmowac¢ (cho¢ odrobina humoru jest catkiem na miejscu, np. Iniekcja, ktora nie jest zastrzykiem, czyli
funkcja réznowartosciowa). Jesli celem kota jest edukacja matematyczna dla przyjemnosci, powinnismy
sie pokusi¢ o sformutowanie tematéw zagadkowych, intrygujacych, pobudzajacych wyobraznie (np. Ktéry
tak naprawde mamy teraz rok? - to zagadnienia zwigzane z historig kalendarza, Czy szybkonogi Achilles
dogoni zZétwia? - to zajecia o paradoksach nieskonczonosci, Jak wygrac milion dolaréw w sapera? — o hipo-
tezie NP=P). Dobre wzorce w tym zakresie mozna czerpac z literatury popularnonaukowej. Atrakcyjny,
dziatajgcy na wyobraznie temat z pewnoscia przyciagnie spragnionych sensacji, znuzonych szkolng rutyna
uczniow.

¢ Wybér metod i form pracy. Aby pobudzaé twércza aktywnos$¢ uczniéw, nie mozemy poprzestaé na pro-
wadzeniu zaje¢ metodg ,kreda i tablica”. Szybko znudzg sie one i uczniom, i samemu prowadzacemu. Pa-
mietajmy, Ze uczniowie w rézny sposob gromadza i zapamietujg informacje, preferuja rozne style uczenia
i posiadaja jako dominujace rézne rodzaje inteligencji. Techniki przekazywania i osiggania wiedzy trzeba
wigc urozmaica¢ i maksymalnie dostosowa¢ do potrzeb uczniéw. Zadbajmy o to, by podczas zajgé uczen
nigdy nie byl bierny, by mial okazje do zadawania pytan, eksperymentowania, btgdzenia, dyskutowania
oraz spierania si¢ z nauczycielem i kolegami, a takze wybiegania na boczne, odchodzace od gtéwnego
tematu tory, ktére tylko jego interesujg. Warto zawczasu pomysle¢ o zgromadzeniu i wykorzystaniu gier
dydaktycznych, programéw komputerowych, filméw oraz interaktywnych prezentacji z wykorzystaniem
smartboarda. W zalezno$ci od tematyki przydatna moze si¢ okaza¢ tez metoda projektéw czy webquestu,
a takze wycieczki matematycznej. Uczniowie z natury sa pomystowi i chetni do dziatania, fatwo ich zache-
ci¢ do wspolnej pracy nad interesujacym tematem, a dodatkowy doping stanowi mozliwos$¢ pokazania jej
efektow szerszemu gronu. Ci wybitnie uzdolnieni mogg przygotowad wlasng konkursowa prace badawcza

lub poprowadzi¢ zajecia seminaryjne dla kolegéw, innych zmotywuje przygotowanie wystawy ich prac,




Jak pracowac z uczniem zdolnym? Poradnik nauczyciela matematyki

artykul w internecie czy prezentacja na forum klasy, dyrekeji i rodzicéw. To dobra okazja po podsumowa-

nia catorocznej pracy koélka i jego promocji.

Ewaluacja zajec. Jak przekonac sie, czy nasze propozycje dla ucznidéw sg warto$ciowe i przydatne? Naj-
lepsza oceng wystawiong przez uczestnikéw jest frekwencja na zajeciach, cho¢ nie zawsze jest to dobry
wskaznik jakosci. O stopniu realizacji celow moze $wiadczy¢ osiagniety sukces ilosciowy, tylko co powin-
no by¢ jego miara? Czy jedli sposréd uczestnikow kétka dwie osoby (tylko?, az?) zakwalifikujg sie do etapu
regionalnego konkursu czy olimpiady, to jest to sukces czy porazka? To oczywiscie rzecz wzgledna, ale na
pewno porazka bedzie, gdy pozostali uczniowie, zniecheceni brakiem osobistego sukcesu, przestang na
kotko przychodzi¢, nie widzac sensu dalszej pracy. Porazka polega wtedy przede wszystkim na wyrobieniu
u uczniéw niewlasciwej motywacji. Wazniejszy bowiem od formalnych tytuléw i wyrdznien jest rozwdj
umiejetnosci atakowania i rozwigzywania nowych problemow, a takze sama che¢ podejmowania takich
wyzwan i przekonanie, ze jest to przydatne w dalszym zyciu i dalszej nauce. Jedli kolo ma inny profil niz
olimpijski, przyjrzyjmy sie, na ile rozbudziliémy u jego uczestnikéw zainteresowanie i entuzjazm dla ma-
tematyki, na ile wyrobiliémy pozadane nawyki zdobywania, porzadkowania i prezentowania wiedzy i na

ile zachecili$my uczniéw do samoksztalcenia.

Dzialania marketingowe. W czasach gospodarki wolnorynkowej takze szkoly i nauczyciele musza aktywnie
walczy¢ o ucznia, zacheci¢ go, pokaza¢ wymierne korzysci z aktywnego uczestnictwa w procesie nauczania.
Warto wiec zadba¢ o wlasciwg reklame oferowanego produktu, na przyklad zapraszajac uczniéw we wrze-
$niu na pierwsze zajecia kotka, w czasie ktorych pokazemy probki tego, czym i jak bedziemy sie zajmowa¢
przez caly rok. Informacj¢ o proponowanych zajeciach wraz z krétka prezentacja zachgcajaca do udziatu
w nich mozna zamiesci¢ na szkolnej stronie internetowej, rozesta¢ uczniom poczta elektroniczng, a specjalne
ulotki rozda¢ na pierwszym spotkaniu z rodzicami. Takze w czasie trwania roku szkolnego warto przypomi-

na¢ szkolnej spolecznosci o dziatalnosci kota, prezentujac jego sukcesy czy ciekawe wypracowane materiaty.

Spotkania z partnerami i sponsorami. Szkota nie funkcjonuje w spolecznej prézni, a matematyka nie
jest nauka czysto teoretyczng. Wiele nowych idei zaszczepili matematyce niematematycy: fizycy, astrono-
mowie, podrdznicy, kartografowie, ekonomiéci. Mozliwo$¢ szerokiej wymiany doswiadczen i czerpania
z przemy$len innych otwiera nowe horyzonty myslowe i sprzyja uczeniu si¢. Takze personalny kontakt
z osobami spoza wlasnego srodowiska szkolnego (réwiesnikami i nauczycielami z innych szkot, absol-
wentami, studentami, naukowcami, przedstawicielami réznych zawodéw postugujacymi si¢ na co dzien
matematyka) sprzyja wielotorowosci uczenia si¢ i zapamietywania, rozwija zainteresowanie i buduje mo-
tywacje. Matematyka jest wszechobecna w dzisiejszym $wiecie, cho¢ czgsto w sposéb ukryty i mato za-
uwazalny, ale priorytetowy. Przekonajmy o tym potencjalnych sponsoréw. I o tym, ze warto inwestowa¢
w $wiatla, inteligentna, logicznie postrzegajaca rzeczywisto$¢ mlodziez, gdyz to ci mlodzi ludzie sg nasza

wspdlng przyszloscia, a rozwijanie ich talentéw bedzie motorem cywilizacji XXI wieku.
Tematyka kola matematycznego, czyli byty idealne i realne

Zdarza sie, ze gdy przegladamy program kota matematycznego, zauwazamy, ze nie ma tam nic poza
hastami wypisanymi z programu wyzszego etapu edukacyjnego. I tak zamiast rozwija¢ sprawnos¢ analitycz-
nego i syntetycznego myslenia, dostrzegania zaleznosci algebraicznych i geometrycznych oraz budowania
analogii, wtlacza sie uczniom do gléw kolejne pojecia i algorytmy, ktore ulatwiaja rozwigzywanie pewnych
zadan, ale w sposéb calkowicie bierny, niepobudzajacy matematycznej wyobrazni.




Czes¢ I11. Jak uczy¢, aby rozwija¢ zainteresowania $ciste ucznia

Niemal wszystkie zadania olimpijskie z geometrii sg tak skonstruowane, ze mozna je rozwiazaé, wyko-
rzystujac wylacznie metody elementarne. Nawet jesli s3 to zadania trudne, ich rozwigzania moze zrozumie¢
calkiem przecietny uczen. Trzeba jednak geniuszu, wyobrazni i do$§wiadczenia, aby na te proste rozwigzania
wpasé. I tego wlasnie uczmy dzieci: ogladania problemu z rozmaitych stron, aplikowania réznych metod
rozwigzania, poprawiania ich i upraszczania. Pozwolmy im na swobodne poszukiwanie wlasciwej drogi,
rozwazajmy nawet najbardziej szalone pomysty, chocby po to, zeby si¢ przekonac, ze wioda nas na manowce.
Pokazmy, ze rozwigzaniem matematycznego problemu mozna si¢ delektowac, a nie tylko stosowaé mecha-
niczne, zalgorytmizowane sztuczki. Nie narzucajmy si¢ ze swoja wiedza. Dopiero gdy uczniowie okreéla,
jakie napotykajg bariery, pomézmy im je pokona¢.

Pamietajmy, ze kolo to nie tradycyjna lekcja z mniejsza liczbg uczestnikéw i trudniejszymi zadaniami.
Przede wszystkim trzeba mie¢ na nie pomyst. Jest to stosunkowo proste, gdy odpowiadajac na potrzebe chwi-
li, organizujemy zajecia na potrzeby uczniéw startujacych w olimpiadach i konkursach. Wtedy tatwo okresli¢
cele zaje¢ i umiejetnosci, ktore winni$my uksztattowaé, oraz wlasciwie dobraé zadania, z ktérymi powinnismy
zapoznaé ucznidéw w zaleznosci od specyfiki zawodéw (zadania olimpijskie, famigtowki logiczne, lingwistyka
matematyczna, geometria elementarna, terenowe zadania konstrukcyjne itp.). Styl pracy takiego kota moze
by¢ tradycyjny, ale wzbogacony nowymi metodami i srodkami dydaktycznymi, na przyktad stala mozliwo-
$cig korzystania z komputera i internetu lub prowadzeniem zaje¢ metoda e-learningu. Silnie eksponowana
jest wtedy tutorska rola nauczyciela wpisujaca si¢ we wzorzec ksztalcenia typu mistrz i uczen.

Znacznie trudniej jest, gdy chcemy poznawa¢ wraz z uczniami matematyke blizsza codziennemu zyciu.
Trzeba uswiadomi¢ sobie, ze mamy XXI wiek i najwyzszy czas odlozy¢ do lamusa wiedze scholastyczna,
niemozliwa do wykorzystania w sytuacjach pozaszkolnych. Poszukujac ciekawych tematow, warto spojrze¢
na matematyke oczami ucznia i pomysle¢, co bytoby dla niego w danym momencie atrakcyjne i przydatne.
Oczywiscie, w wielu wypadkach trudno bedzie sprosta¢ wymogom uzytecznosci, gdyz wspolczesne techno-
logie uzywaja zaawansowanych metod matematycznych, niemniej pokazujac najpierw wspolczesne zastoso-
wania, mozna zaciekawi¢ ucznidw teoria, pojeciami i technikami matematycznymi, jakie si¢ w nich kryja.

Dobrymi przyktadami sg tu wszelkie zagadnienia optymalizacyjne (mosty krolewieckie, kolorowanie
map, algorytmy dynamiczne) prowadzace do teorii graféw albo oslawiony realizacjg filmowa ,,efekt motyla”
(czy ruch skrzydet motyla w Tokio moze wywotlaé tornado w Teksasie?) bedacy pretekstem do badania
fraktali. Wymienione tu obiekty matematyczne (grafy i figury samopodobne) s wdziecznymi tematami
zaje¢ kola matematycznego na kazdym poziomie edukacyjnym. Sg bazg szerokiej teorii z wieloma mozliwy-
mi aplikacjami, pozwalaja tatwo zindywidualizowa¢ prace nad rozmaitymi problemami, przygotowa¢ wiele
¢wiczen z zaskakujacym finalem i sensownie wykorzysta¢ multimedia. Podobnie plodnymi i atrakcyjnymi
dla uczniéw tematami koélek skupionych na zastosowaniach moga by¢ probabilistyka i statystyka albo zada-
nia logiczne (typu ,,on wie, ze ja wiem, Ze on wie” czy paradoks kltamcy).

Na szczescie ksigzki, czasopisma i portale internetowe popularyzujace wiedz¢ matematyczng sa niewy-

czerpang kopalnig intrygujacych pomystéw i dostarczajg wielu gotowych rozwigzan.
Jak mysli uczen, czyli przezwyciezanie bezwladu
Nie tudZzmy sig, ze wszyscy uczniowie, ktérzy zadeklaruja che¢ brania udziatu w zajeciach kota, beda pelni

zapalu do intensywnej pracy. Cze¢s$¢ z nich bedzie przychodzita, by spetni¢ oczekiwania rodzicéw, inni w na-
dziei nadrobienia zaleglo$ci, a jeszcze inni, aby spotkac si¢ z (interesujacymi!) kolegami lub kolezankami.




Jak pracowac¢ z uczniem zdolnym? Poradnik nauczyciela matematyki

Wiekszo$ci zabraknie tez samozaparcia, wytrwalosci i czasu do poglebiania wiedzy i badania poznanych
probleméw w domu. Nie nalezy jednak zbyt tatwo z takich uczniéw rezygnowac.

Albert Einstein zapytany, w jaki sposob pojawiaja si¢ odkrycia, stwierdzil: ,\Wszyscy wiedza, ze czego$
zrobi¢ nie mozna. Ale przypadkowo znajduje si¢ jaki$ nieuk, ktéry tego nie wie. I wla$nie on robi odkry-
cie”. Podobnie moze si¢ zdarzy¢ na naszym kole. Nawet uczen z pozoru staby moze sie okaza¢ pomystowy
i podsuwa¢ innym propozycje dojscia do rozwigzania nieszablonowymi sposobami. Potrzebna mu jest
tylko silna motywacja do przezwyci¢zenia bezwladu umystowego i wiara nauczyciela w jego potencjalne
mozliwosci.

Za amerykanskim psychologiem Laurencem Steinbergiem mozna wyrdzni¢ trzy podstawowe typy
mysélenia: analityczny, tworczy i praktyczny. Osoba my$laca analitycznie poddaje problem dogtebnemu
badaniu, poréwnuje z innymi sobie znanymi, rozktada go na mniejsze elementy, zauwaza i usuwa trudno-
$ci przez formutowanie prostszych wariantow. Takie my$lenie sprawdza si¢ w rozwigzywaniu trudnych,
ale typowych zadan. Do rozwigzania zadania nietypowego jest jednak niewystarczajace. Do procesu my-
$lenia nalezy wlaczy¢ jeszcze planowanie, projektowanie i syntezowanie. Z kolei osoba my$laca twor-
czo dostrzega nietypowe mozliwoéci rozwigzania problemu, nie zamyka si¢ w obrebie danego dziatu, na
gruncie ktérego postawiono problem, famie schematy, probuje wykorzysta¢ metody pochodzace z innych
z pozoru niezwiagzanych z problemem dziatéw matematyki, interpretuje problem w réznych dostepnych
sobie jezykach (np. geometryzuje zagadnienia algebraiczne lub numeryzuje problemy funkcyjne), ma
tatwo$¢ faczenia pomystéw z réznych dziedzin i dopasowywania ich do nowej poznawczo sytuacji. Z kolei
osoba mys$laca praktycznie rozwaza problem z perspektywy ewentualnego zastosowania go lub dobrania
gotowego narze¢dzia adekwatnego do zadania. Ten typ myslenia w duzej mierze opiera si¢ na schematach
i algorytmach, a preferujaca go osoba czesto nie ma potrzeby rozumienia poprawnosci i celowosci obra-
nego sposobu postepowania. Po prostu wie, jak nalezy co$ zrobi¢, i stosuje te wiedze, jesli tylko okazuje
sie skuteczna.

Nauczycielowi prowadzacemu kolo matematyczne tatwiej bedzie dobiera¢ odpowiednie rodzaje
¢wiczen i zadan oraz indywidualizowaé wymagania, gdy pozna preferowany sposob myslenia swoich
uczniéw. Ponadto, na przyktad podczas pracy w grupach lepsze efekty zostana osiagniete, gdy w kaz-
dej grupie znajda sie osoby o réznych typach myslenia. Dlatego kazdorazowo prace nad nowym pro-
blemem warto rozpoczyna¢ od startera bedacego zachecajacym wstepem do tematu, potem przejs$é
do ,burzy mézgéw”, czyli swobodnej dyskusji prowadzacej do precyzyjnego sformulowania problemu
oraz zebrania propozycji jego rozwigzania. Dalsza praca powinna sie odbywaé w matych zespotach,
ktérych cztonkowie beda sie nawzajem inspirowali. W razie potrzeby cze$¢ zaje¢ mozna przeznaczyé
na prace indywidualng, podczas ktdrej kazdy bedzie zmuszony do intelektualnego wysitku, a nie bier-
nego oczekiwania na efekty pracy innych, ale bedzie tez mdgt pracowaé we wlasnym tempie, stosujac
przyjazne dla siebie techniki.

Rolg nauczyciela jest stworzenie optymalnego klimatu zajeé, by pobudzaé elastyczno$é myslenia
i twércza aktywno$¢ ucznioéw, ale podczas zaje¢ kota matematycznego nie starajmy sie na site odchodzié
od znanych uczniom procedur. Raczej zach¢cajmy do tworzenia nowych, na przyklad krytycznego przy-
gladania si¢ zalozeniom, szukania luk i btedéw w poszczegdlnych krokach rozumowaniach, podwazania
argumentow koleg6w i szukania dla nich kontrprzykltadéw. Pamietajmy, ze schematy i automatyzmy sa
takze wazne, gdy bowiem sprowadzimy nowy problem do zagadnienia typowego, oszczgdza czas i wysitek

intelektualny.




Czes¢ I11. Jak uczy¢, aby rozwija¢ zainteresowania $ciste ucznia

Okiem Swiatowida, czyli jak rozwigzywa¢ zadania

Jedna z procedur, jakie warto stosowa¢ do rozwigzywania trudniejszych zadan, w ktorych nie narzuca sie
zaden naturalny sposdb postepowania, jest ogladanie probleméw z roznych stron (podobnie jak w roéznych
kierunkach spogladaty cztery twarze stowianskiego bostwa) i wybieranie najlepiej rokujacego podejscia.

Ogladanie od przodu to rutynowe podejscie do problemu: zrozumienie i wizualizacja treéci zadania,
wyodrebnienie danych wielkosci i zalezno$ci oraz poszukiwanych niewiadomych lub faktéw, ktdre nalezy
uzasadni¢, a takze opracowanie strategii rozwigzania.

Ogladanie od tylu polega na zaprezentowaniu uczniom gotowego wyniku zadania i na wspélnym za-
stanawianiu sie, w jaki sposob taki wynik otrzymano. Zna¢ odpowiedz to wszak nie to samo, co rozumie¢,

dlaczego taka wlaénie jest. Oto przyklady.

Pajgk siedzi w jednym z wierzchotkéw szescianu i ma przejs¢ do wierzchotka najdalej od niego oddalonego,
pokonujgc najkrotszq droge.

Odpowiedz do zadania przedstawia rysunek 1, ale nawet znajac jg, trudno sie zorientowaé, dlaczego
akurat taka droga jest najkrotsza. Wystarczy jednak rozciaé szescian i roztozy¢ go w postaci siatki na plasz-

czyznie (rys. 2), a wszystko staje sie jasne.

A

B
B
Rys. 1
Rys. 2
Dany jest okrgg o promieniu r. Ktory z trojkgtow wpisanych w ten okrgg ma najwieksze pole?
c Rozwigzaniem jest tréjkat réwnoboczny (czego mozna si¢ byto

spodziewa(), ale dlaczego jego pole jest najwieksze z mozli-

wych? Zalézmy nie wprost, ze tak nie jest. Niech maksymalne

C pole ma tréjkat o pewnych bokach réznej dtugoséci. Wtedy przez
przesuwanie wierzchotka wspolnego dla tych bokéw po okregu
w taki sposdb, aby te dtugoéci wyréwnaé, zwigksza si¢ pole troj-
kata (bo przy niezmienionej podstawie zwigksza si¢ opuszczona
na nig wysokos¢ - rys. 3), co daje sprzecznosc.

A B

Rys. 3




Jak pracowac z uczniem zdolnym? Poradnik nauczyciela matematyki

Czy liczba 21°8° - 51°02 jest wymierna czy niewymierna?

Ta liczba jest réwna zero. Wiedzac to, nietrudno ten fakt uzasadni¢. Mamy pokazaé, ze 21°8°° = 519832,

log,5

Tak jest, bowiem ze wzoru na zamiane podstaw mamy: 21°8° = 2&3 = 5082 cled,

Ogladanie z gory polega na spojrzeniu na zadanie jako calo$¢, bez skupiania sie na detalach. Wtedy
zauwazymy by¢ moze, ze jest ono szczegdlnym elementem znacznie szerszego problemu majacego ogolne,
znane rozwigzanie. Poszukujemy zatem analogii, probujemy wpisac zadanie w szerszy kontekst, powigzac je
z jakas teoria czy ogdlnym twierdzeniem. Nasze przypuszczenia nie zawsze okazg si¢ stuszne, ale zazwyczaj
beda pomocne w poszukiwaniu pomystu rozwigzania. Oto przyklady zadan, do ktérych warto taki oglad
zastosowac.

Czy zachodzi réwnos¢ NWD(44*, 55%)- NW W (44, 55%) = 44%1.55%?2

Zamiast mozolnie oblicza¢ najwiekszy wspdlny dzielnik, najmniejsza wspolng wielokrotno$¢ oraz ilo-
czyn podanych liczb, wystarczy zauwazy¢, ze (z definicji NWD i NWW) wlasno$¢ podana w zadaniu jest
tozsamoscia i zachodzi dla dowolnych liczb naturalnych.

Ktéra z liczb jest wigksza: \5+34 czy N25-320+2322

Abstrahujac od konkretnych wartoéci, widzimy ze pierwsza liczba jest postaci a+b, a druga a>~ab+b*. Oba
te wyrazenia wystepuja w jednym ze wzordéw skréconego mnozenia, mianowicie a*+b* = (a+b)(a*-ab+b?).
Zatem iloczyn danych liczb wynosi 9 i wida¢, ze pierwsza z nich jest wieksza niz 3 (bo jej sktadniki sg wiek-
szeod3 = \%/2%7 =32 ), wobec tego druga jest mniejsza niz 3 i w konsekwencji mniejsza od pierwszej.

Znajdz dwie liczby, ktorych suma wynosi 20, a iloczyn jest najwigkszy z mozliwych.

Z zasady izoperymetrycznej wiemy, ze z prostokatéw o danym obwodzie najwigksze pole ma kwadrat.
O tym wlasnie jest mowa w zadaniu. Zatem szukane liczby to 10 i 10.

Ogladanie z dolu jest procesem przeciwnym do ogladania z géry. Mamy z nim do czynienia wtedy, gdy
bez zaglebiania sie w tre$¢ zadania koncentrujemy sie na jednym szczegdle. Oto przyklady.

Czy mozna znalez¢ na plaszczyznie 100 punktow o tej wlasnosci, ze kazde trzy z nich sqg wierzchotkami
tréjkgta rozwartokgtnego?

Bez wglebiania si¢ w zadanie skoncentrujmy sie na jednym elemencie - trdjkacie rozwartokgtnym —
i zastanéwmy sie, jaka wlasnos¢ odroznia go od wszystkich innych tréjkatow:

- jeden z katéw ma miare wieksza od 90°,

- tylko jeden spodek wysokoéci lezy na boku,

- jeden wierzchotek lezy wewnatrz okregu o $rednicy bedacej przeciwleglym bokiem,

- jeden z wierzchotkéw lezy na zewnatrz pasa wyznaczonego przez styczne do okregu o $rednicy bedacej
przeciwlegtym bokiem,

- jeden z bokéw spelnia nieréwnos¢ ¢ > a*+b2

Na razie zadna z tych wlasnosci nie wydaje si¢ przybliza¢ nas do rozwigzania zadania. Ale tez zadna nie
jest uniwersalng wlasnoscia catego tréjkata rozwartokatnego, bo jeden z jego elementéw dang wlasno$¢ ma,
a inny nie. Szukajmy dalej: $rodek okregu opisanego lezy na zewnatrz tréjkata. Ta wlasno$¢ nie wyrdznia
zadnego elementu trojkata i stanowi klucz do rozwigzania zadania. Wystarczy bowiem wybra¢ 100 punktow
lezacych na potokregu bez koncow.

Czy liczba logna) (N2+1) jest wymierna czy niewymierna?

Zapominamy o logarytmach i wymiernosci. Skupiamy si¢ tylko na liczbach (V2-1) i (\N2+1), ktére nieod-
parcie kojarzg si¢ ze wzorem skréconego mnozenia (a-b)(a+b) = a>+b* Wynika z niego, ze iloczyn danych liczb
wynosi 1, jedna z nich jest wigc odwrotnoscia drugiej, zatem szukany logarytm wynosi (-1) i jest wymierny.
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Ogladanie w lustrze to odwracanie pytania sformulowanego w zadaniu lub zastepowanie go pytaniem
przeciwnym. Oto przyklady zadan, ktére mozna tatwo rozwigza¢ ta metoda.

W eliminacjach do turnieju tenisowego bierze udziat 120 zawodnikéw. Turniej jest rozgrywany systemem
~przegrywajgcy odpada”. Ile meczéw trzeba rozegrac, aby wylonic¢ zwyciezce?

Zamiast koncentrowa¢ si¢ na zwycigzcy, zapytajmy, ilu jest przegranych. Jesli rozgrywki zaczyna 120
graczy, to 119 musi odpas¢. Kazdy przegrany gra tylko raz, a wigc do wylonienia zwycigzcy wystarczy 119
meczow.

Czy nieréwnosé \n?" = n" jest prawdziwa dla n = 44*-55%?

W tym przypadku latwiej powiedzie¢, kiedy dana nier6wno$¢ nie jest prawdziwa. Jest tak wtedy,
gdy liczba n" jest ujemna, czyli gdy # jest ujemne i nieparzyste. I tak wlaénie jest z liczba podang w za-
daniu.

Wyznaczyé wszystkie liczby rzeczywiste a, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnos¢
[x+a] = [x]+a.

Natychmiast wida¢, Ze nieréwno$¢ nie zachodzi dla niecatkowitych a (wtedy prawa strona nie jest cal-
kowita, a lewa jest zawsze catkowita). Potem wystarczy tylko sprawdzié, ze dla calkowitych a nier6wnoéé

jest spetniona.
Dawkowanie przyjemnos$ci, czyli jakie zadania wybiera¢

Kolo matematyczne powinno sprawiaé uczniom (i nam tez) rados¢ i satysfakcje. A przyjemnosci na-
lezy dawkowa¢ z umiarem, wiec nie dzialajmy pospiesznie, nie przesadzajmy z liczba zadan, zostawmy
czas na delektowanie si¢ nimi, swobodne dyskusje o zalozeniach, modelach, mozliwych uogélnieniach, na
zbadanie intuicji istnienia i liczby rozwigzan, na odgadywanie odpowiedzi i wreszcie na rozwazanie roz-
nych sposobéw dochodzenia do rozwigzania. Pamietajac, ze lepiej rozwigzaé jedno zadanie dziesigcioma
sposobami niz dziesie¢ zadan, ale wszystkie tym samym sposobem, zachecajmy uczniéw do poprawiania
wlasnych rozwigzan, poszukiwania sposobow krétszych, bardziej elementarnych, mniej rachunkowych,
graficznych itp.

Pamietajmy, zeby zadania nie przypominaly standardowych przykladéw opatrzonych do znudzenia
w szkolnych podrecznikach, ale zeby tamaly schematy myslenia. Zadbajmy o to, by sie znalazty wérdd nich
takze takie typy:
¢ z nadmiarem danych (co moze prowadzi¢ do sprzecznosci danych i braku rozwigzania, ale nie musi),

e z niedoborem danych (co moze prowadzi¢ do niemoznosci lub niejednoznaczno$ci rozwigzania),

e z danymi nieprecyzyjnymi (tre$¢ zadania jest niejednoznaczna i nalezy ja najpierw doprecyzowac),

e 0 dyskusyjnych odpowiedziach,

e z ,hakiem” (podchwytliwe, wymagajace niestandardowego podejscia),

e z ,przymruzeniem oka” (zarty matematyczne),

¢ wielopoziomowe (tzw. ziarenka [ang. points of departure], niemajace ustalonego stopu),

e otwarte (bez znanego rozwigzania lub bez narzucajacej si¢ metody postepowania),

e antyschematyczne (zmudnie rozwigzywalne ogélnym algorytmem, ale z natychmiastowym rozwigzaniem
nietypowym).

Czgsto trudnos¢ stanowi juz samo rozpoznanie typu danego zadania. Oto przyklady takich zadan dla
réznych pozioméw edukacyjnych.




Jak pracowac z uczniem zdolnym? Poradnik nauczyciela matematyki

Proste p i r sg rownolegle, a kgt 3 ma miare 53° (rys. 4). ZnajdZ sume miar kgtow 1, 2, 3 i 4.
To zadanie z nadmiarem danych. Nie prowadzi ono jednak do sprzecznosci, bo suma miar danych ka-

tow jest stala i nie zalezy od miary zadnego z nich.

1 P

4 r Rys. 4

Jaki obwéd ma romb o przekgtnych dtugosci 8 i 10 oraz o wysokosci 5?

Tu réwniez wystgpuje nadmiar danych, ale tym razem sa one sprzeczne, bo pole obliczone dwoma spo-
sobami wychodzi rozne.

W tréjkgcie ABC kgt przy wierzchotku A ma miare 30°, a boki AC i BC majg dtugosci odpowiednio 3 oraz 1.
Wyznacz dtugos¢ boku AB.

Tu mamy do czynienia z niedoborem danych, prowadzacym do niejednoznacznoéci wyniku. Mozliwe
sa dwie odpowiedzi: |AB| =1 1ub |AB| = 2.

Z zagrody ucieklo cztery pigte kur, ale po godzinie dwie trzecie wrdcilo. Jaka czes¢ stada byta po godzinie
w zagrodzie?

Zadanie ma nieprecyzyjna tre$¢. Nie wiadomo, czy wrdcilo 2/3 wszystkich kur, czy tych, ktére uciekly.
Bez doprecyzowania tego, zadania nie da si¢ rozwigzac.

Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste trzykrotnie wigksze od liczby do siebie a) przeciwnej, b) odwrotnej.

To zadanie z dyskusyjna odpowiedzig. Mozliwe wyniki to: a) 0 (tylko czy zero jest wieksze od zera,
skoro jest réwne zeru?), b) V31 —v3 (tylko czy 3-(~V3) jest trzy razy wieksze od V3, skoro jest od tej liczby
mniejsze?).

Jakie liczby zwigkszymy przez skreslenie cyfry z lewej strony?

To zadanie-zart. Odpowiedz to np. IV lub IX.

Czy to mozliwe, ze 2-2 > 100?

To zadanie ,,z hakiem” Nieréwnos¢ taka zachodzi w systemie trojkowym.

Jak z 4 zapatek ulozy¢ 5 kgtow prostych?

To kolejny przykiad zadania ,,z hakiem”. Mozna tego dokona¢ w przestrzeni.

Najwdzigczniejszym typem zadan kétkowych sa zadania wielopoziomowe. Ich cel nie jest precy-
zyjnie okre$lony i dzigki temu kazdy uczen moze pracowaé nad nimi na miar¢ swoich mozliwosci.
Kazdy zajdzie w procesie rozwigzywania w inne miejsce, tak daleko, az mu si¢ znudzi lub napotka trud-
noé¢, ktorej nie potrafi pokona¢ ani oming¢. To samo zadanie czesto nadaje si¢ zaréwno dla uczniéw
z mlodszych klas szkoty podstawowej, jak i z klas maturalnych. Rozwigzanie polega na opracowaniu
innowacyjnych strategii opartych na dobrym planowaniu, stawianiu hipotez i wycigganiu wnioskéw.
Oto przyktad.

W parku miejskim stoi szes¢ posggow. Sq tak rozmieszczone, Ze zadne trzy nie stojg na jednej prostej, a kazde
dwa wyznaczajq alejke. Ile jest tych alejek?




Czes¢ 111 Jak uczy¢, aby rozwija¢ zainteresowania $ciste ucznia

Starsi uczniowie moga rozwazaé wieksza liczbe posagéw (az osiagnie n) oraz zmienia¢ si¢ metoda roz-
wigzania (od wykonania rysunku i zliczania przekatnych n-kata po obliczenia kombinatoryczne).

Jesli powyzsze zadanie nieco zmodyfikujemy, zmieni si¢ w ciekawy problem otwarty.

Parkowy ogrodnik musi codziennie oczysci¢ kazdy posgg. W jakiej kolejnosci powinien je obejs¢?

Doprecyzowujac tres¢, mozna postawi¢ wiele warunkéw: liczba alejek, po ktérych przejdzie ogrodnik
ma by¢ najmniejsza z mozliwych, ogrodnik nie powinien porusza¢ sie dwa razy po tej samej $ciezce, ogrod-
nik powinien pokona¢ najkrétsza droge itp.

Oto kolejne przyklady pokazujace, jak wazne jest wybranie odpowiedniej metody rozwigzania zadania,
ktora nie tylko umozliwi otrzymanie wyniku, ale zminimalizuje wlozony w to wysitek.

Na targu stata przekupka sprzedajgca jajka. Pierwszej osobie sprzedala potowe wszystkich jajek i jeszcze
pot jajka, drugiej osobie potowe jajek, ktore zostaly i jeszcze pét jajka. Wtedy w koszyku zostalo jej jedno jajko.
Wszyscy kupujgcy dostali swoje jajka w catosci. Ile jajek miata przekupka na poczgtku?

Im starsi uczniowie, tym wieksza moze by¢ liczba klientéw przekupki. Schematyczne rozwigzanie po-
lega na oznaczeniu przez x poczatkowej liczby jajek i utozeniu réwnania, ale przy 3 lub 4 kupujacych ten
sposob robi si¢ skomplikowany. A moze by tak odgadna¢ odpowied7? Liczba jajek musi by¢ nieparzysta (bo
byly sprzedawane w catoéci) i wieksza od dwukrotnosci jedynki zwiekszonej o 1/2, czyli od 2,5. Nie moze to
by¢ utamek, wigc liczba musi by¢ wigksza od 3, a takze od dwukrotno$ci trzech zwigkszonej o %, czyli 0d 6,5.
Ale nadal nie moze by¢ ulamkiem, wiec wynosi 7. Rozumowanie prowadzone jest ,,od tytu”, a tres¢ mozna
zilustrowac (rys. 5), co tez prowadzi bezposrednio do znalezienia odpowiedzi.

:2 - 0,5 :2 - 0,5
_ > —> > >

< < < <
-2 + 0,5 -2 + 0,5 Rys. 5

Zastosowanie metody graficznej znacznie skraca rozwigzanie i pozwala na uniknigcie bledéw, ktore
moga sie pojawi¢ w metodzie rdwnan. Zadanie mozna modyfikowa¢, nie podajac liczby jajek, ktore pozo-
staly, lub dorzucajac klientom zamiast potéwek trzecie, czwarte, n-te czesci jajka.

Kot goni psa, ktéry jest oddalony od kota o 60 swoich skokow. Trzy susy kota sg réwne siedmiu skokom psa.
W tym samym czasie kot wykonuje 6 susow, a pies 9 skokéw. Po ilu susach kot dogoni psa?

Pomocniczy rysunek (rys. 6) przedstawiajacy dane z zadania pozwala ustali¢, ze sus kota to 23l skoku
psa. Przedluzanie rysunku az do uzyskania rozwigzania jest uciazliwe, ale mozna latwo utozy¢ i rozwigzaé
odpowiedni uktad réwnan.

susy
kota

skoki
psa

Rys. 6
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Mozna tez przeprowadzi¢ proste rozumowanie. Skoro 3 susy kota, to 7 skokdw psa, to 2-3 suséw kota
daje 2-7 skokow psa, czyli gdy kot zrobi 6 suséw (réwnych 14 skokom psa), to pies zrobi tylko 9 skokéw. Za-
tem dystans miedzy nimi skraca si¢ w tym czasie o 14-9 = 5 skokdw psa. Poczatkowa odlegto$¢ to 60 skokow
psa, wiec aby nadrobi¢ ten dystans, kot musi zrobi¢ 60:5 = 12 serii po 6 suséw, czyli 72 susy.

Warto$ciowym doswiadczeniem jest rozwigzywanie zadan famigcych schematy, pokazujacych, ze zal-
gorytmizowane, rutynowe szukanie odpowiedzi moze bardzo skomplikowa¢é rozwigzanie zadania w szcze-
golnym przypadku. Oto przyklady.

Rozwigz nieréwnos¢ |x-2|+|x-3| < 3/4.

Zamiast rozwazania trzech przypadkéw ukladu znakéw zmiennej x i usuwania wartoéci bezwzglednej
skorzystamy z interpretacji geometrycznej modulu réznicy jako odleglosci liczb na osi. Szukamy zatem
takiej liczby x, ktorej suma odlegtosci od dwojki i tréjki jest mniejsza od %, ale takich liczb nie ma, gdyz dla
kazdego punktu prostej ta suma wynosi co najmniej 1.

Rozwigz nieréwnosé Vdx-4-x* < x*B+2013.

Réwnanie wyglada na skomplikowane, a jego rozwigzanie (o ile da si¢ znalez¢) musi by¢ zmudne. Wy-
starczy jednak zbada¢ dziedzing réwnania, aby si¢ przekonad, ze jest jednopunktowa i wynosi {2}, wystarczy

wiec (bardzo prosto) sprawdzi¢, czy 2 spelnia to réwnanie.
Zamiast zakonczenia

Planujac pracg kota matematycznego, nauczyciel powinien okresli¢:
e adresata,
e cele i produkt finalny,
® sposob organizacji,
e tematyke,
e sprzymierzencéw, partneréw i sponsoréw,
o przewidywane korzysci dla uczestnikéw, szkoly, sponsoréw,
e potencjalnych przeciwnikéw i przewidywane trudnosci,
e mozliwe sposoby pokonania trudnoéci i wykorzystania ewentualnego sukcesu.

Na zajeciach kola matematycznego przyzwyczajmy uczniéw do samodzielnej eksploracji wiedzy, po-
konywania barier poznawczych lub obchodzenia ich przez przeformulowanie problemu, minimalizowania
wysitku prowadzacego do znalezienia odpowiedzi. Rozwija to ich potencjal intelektualny, przygotowuje do
udziatu w konkursach i prowadzenia wlasnych prac badawczych.

Bledem jest zbytnie wigzanie zawartosci kota z matematyka szkolng, powielanie podczas zaje¢ tresci,
ktore wystepuja na lekcjach, nawet w formie rozwigzywania zadan ,,na szostke” Na kotku tematy szkolne
mogg by¢ jedynie rozszerzane i uatrakcyjniane, ale bez wkraczania do programéw wyzszych etapéw edu-
kacyjnych.

Zajecia kota matematycznego trzeba traktowac z przymruzeniem oka, ale rzeczowo, jako dobra zabawe
i okazje do zaprzyjaznienia si¢ z matematyka, jednoczesnie i tylko przy okazji wzbogacajaca ogromnie zasob
wiedzy i umiejetnosci uczniéw. Zachecajmy, intrygujmy, pokazujmy uczniom to, od czego zaczeta si¢ nasza
wlasna fascynacja matematyka. Pozwalajmy im na duzg swobod¢ w doborze probleméw i metod pracy nad
nimi, poznajmy ich zainteresowania i postarajmy sie, aby na zajeciach kota mogli je rozwija¢ i zaspakajaé

wlasne potrzeby intelektualne.




2. Koma - fowimy talenty
Matgorzata Mikolajczyk, Wroctaw

W tym rozdziale prezentujemy zalozenia i zasady konkursu ma-
tematycznego KOMA, ktéry okazat sig¢ bardzo skutecznym na-
rzedziem odkrywania uczniéw o wysokim potencjale uczenia sie.
Oprécz proponowanej tematyki zaje¢ podajemy skrot przyktadowe-
go wykladu finatowego z matematyki pozaszkolnej wraz z kartami
zadan dla uczniow. Ewenementem w skali kraju jest to, ze zarowno

wyktad, jak i zadania sq te same dla wszystkich pozioméw eduka-

cyjnych.

- Konkurs matematyczny KOMA jest organizowany we Wroctawiu od

( ) . h " () 2005 roku dla ucznidéw ze wszystkich typow szkot w kategoriach SP, GM,
b’ LO. Ma niespotykang forme, nie korzysta bowiem z wcze$niej zdobytej
szkolnej wiedzy ucznia. Celem konkursu nie jest sprawdzenie, ile uczen

juz umie, ale jak duzy jest jego potencjal intelektualny i mozliwosci uczenia sie. Zatem konkurs ten jest skie-
rowany nie tylko do najlepszych matematykoéw, a praktyka pokazuje, ze czgsto odnosza w nim sukcesy inte-
ligentni i btyskotliwi uczniowie, ktérzy wezesniej nie wykazywali specjalnego zainteresowania matematyka.
Dzieki takiej formule konkurs moze z powodzeniem pelni¢ funkcje sita wylawiajacego potencjalne talenty,
a odniesione przez ucznidw sukcesy i satysfakcja z osiagnietych wynikéw motywuja uczniéw do rozwijania

matematycznych zainteresowan.
Informacje organizacyjne

W KOMIE wazna jest umiejetno$¢ stuchania ze zrozumieniem i przetwarzania informacji, a w przypad-
ku starszych uczniéw - takze robienia dobrych notatek. Konkurs zaczyna si¢ wykladem z ¢wiczeniami doty-
czacym zupelnie nowego dla stuchaczy pojecia. Ma raczej forme luznej pogadanki, podczas ktérej stuchacze
moga zadawa¢ pytania. Po nim jest przerwa na uporzadkowanie notatek, rozmowy z kolegami, nauczyciela-
mi, rodzicami i wyktadowcg, zadawanie pytan i wyja$nianie watpliwoéci. Potem nastepuje cze$¢ zadaniowa,
w ktérej mozna korzystaé ze sporzadzonych wezeéniej notatek. Zadania etapu eliminacyjnego i finatowego
s3 testowe, ale majg rozne formy: jedno- i wielokrotnego wyboru, uzupetnienia, krétkiej odpowiedzi i inne.
Pozwala to na szybkie sprawdzenie zadan po konkursie.

Wyktady eliminacyjne nie odbiegaja daleko od programu szkolnego i sa rézne dla réznych typow szkét.
Odbywajg sie w szkotach, czgsto na lekcjach dla catych klas lub po lekcjach dla grupy uczniéw zebranych
ze szkoly. Po wykladzie tylko chetni uczniowie uczestnicza w czesci zadaniowej pisanej wspélnie dla calej
szkoly. Nauczyciele otrzymuja droga e-mailowa notatki do wyktadu lub gotowy pokaz komputerowy, moga
tez wczesniej sami uczestniczy¢ w symulacji wyktadu eliminacyjnego. Jest to okazja, zeby si¢ przygotowa¢
do zaj¢¢, przedyskutowal powstale problemy, zada¢ pytania autorom wykltadu i zadan. Prace eliminacyjne

sprawdza komisja szkolna i przesyla organizatorom wyniki. Na ich podstawie ustalany jest prog kwalifikacji
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do finalu i lista zakwalifikowanych pojawia si¢ w internecie. W kazdej grupie wiekowej bierze w finale udziat
okoto 200 uczniéw: trzech najlepszych z kazdej szkoly oraz wszyscy z wynikami powyzej progu.

Przyktadowe tematy eliminacji na poszczegdlnych etapach edukacyjnych byly nastepujace:

e SP: Systemy pozycyjne, Sufit i podioga, Trojkat Pascala, Potegowanie,
e GM: Cechy podzielnoéci w systemach pozycyjnych, Dwumian Newtona, Katy i okregi,
¢ LO: Nier6wnosci miedzy $rednimi, Liczby zespolone, Skladanie przeksztatcen.

Wyklady finatowe dotycza tego samego zagadnienia dla wszystkich pozioméw szkdt, powtarza sig tez oko-
to 90% zadan, co jest ewenementem wsrod konkurséw matematycznych. Co ciekawe, analiza wynikéw z wielu
lat wskazuje, ze wiek ucznidw i ich wczesniejsza wiedza nie majg w tym konkursie decydujacego znaczenia,
poniewaz wyniki laureatéw z réznych grup wiekowych sg zblizone. Na zakonczenie odbywa sie druga czesé
wykladu, dotyczaca zastosowan poznanego wlasnie pojecia. W tym czasie jury ocenia prace i wylania zwyciez-
cow. Wykladowcy prowadzacy zajecia finalowe zgodnie przyznajg, ze rzadko zdarza im sie mie¢ tak skupione,
zmotywowane i zywo reagujace audytorium. Wida¢ intrygujacy temat, ciekawa narracja i domieszka adrena-
liny robig swoje.

Przykladowe tematy finaléw dla wszystkich etapéw edukacyjnych byly nastepujace: Permutacje, R6zni-
ca symetryczna, Symetryzacja Steinera, Rozproszenie zbior6w, Geometria papieru w kropki.

Ponizej prezentujemy przyktadowy zestaw eliminacyjny oraz finatowy do wykorzystania na dowolnym
poziomie edukacyjnym. Oba dotycza arytmetyki liczb naturalnych, co umozliwia poréwnanie ich charak-
teru, stopnia trudno$ci materiatu i pokrewnosci z programem nauczania w eliminacjach i w finale. Wiecej
informacji i zadan mozna znalez¢ na stronie internetowej konkursu: www.fmw.uni.wroc.pl, zakladka: Dla
uczniow >KOMA.

Eliminacje szkolne - Silnie i stabnie

Szkic zawartosci wykladu

Dzialania na liczbach, jakie poznajemy w szkole, sa zazwyczaj dwuargumentowe, to znaczy potrzeba
dwoch liczb, aby poda¢ wynik dziatania, na przyklad dodawania lub mnozenia. Istniejg tez dzialania jed-
noargumentowe, na przyklad operacja podnoszenia do kwadratu, brania modutu lub liczby przeciwne;.
Ponizej prezentujemy kilka mniej znanych dziatan jednoargumentowych.

Dla liczb catkowitych dodatnich definiujemy nastepujace dziatania:
n! [czytaj: en silnia] = 1-2-3-...-n, jest to iloczyn kolejnych liczb naturalnych nieprzekraczajacych n
(np. 5! = 120),
n? [czytaj: en slabnia] = 142+3+...+n, jest to suma kolejnych liczb naturalnych nieprzekraczajacych n
(np. 52 =15),
n!! [czytaj: en podwodjna silnia], jest to iloczyn kolejnych liczb naturalnych nieprzekraczajacych n, o tej sa-
mej parzystosci co #n (np. 6!! = 48),
n?? [czytaj: en podwojna stabnia], jest to suma kolejnych liczb naturalnych nieprzekraczajacych #, o tej
samej parzystosci co n (np. 722 = 16),
n$ [czytaj: en supersilnia] = 1!-2!-3!-...-n!, jest to iloczyn silni kolejnych liczb naturalnych nieprzekraczajg-
cych n (np. 4!! = 288),
n£ [czytaj: en superstabnia] = 12+22+3%+...+n2, jest to suma slabni kolejnych liczb naturalnych nieprzekra-

czajacych n, np. 4?2 = 20,
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n# [czytaj: en pierwsznia silna], jest to iloczyn kolejnych liczb pierwszych nieprzekraczajacych n, (np.
15# = 2310),

n# [czytaj: en pierwsznia staba], jest to suma kolejnych liczb pierwszych nieprzekraczajacych n, (np. 15 # = 28).

Cwiczenia

1. Co jest wigksze: 100! czy 1002
Wskazdwka: 100! = 1-2-3-...-100, 100" = 100-100-...-100; w kazdej liczbie jest 100 czynnikéw, ale w tej
drugiej czynniki sg wieksze.

2. Co jest wieksze: 1000! czy 200%°2
Wskazowka: 1000! = 200!-201-202-...-1000, 200 = 200-200-...-200; w drugiej liczbie jest 200 czynnikéw
réwnych 200, a w pierwszej jest 800 czynnikéw wigkszych od 200 i jeszcze czynnik wiekszy od 1.

3. Czy 15! dzieli si¢ przez: 11, 33, 16, 12!, 172
Wskazéwka: Z podanych liczb nie dzieli si¢ tylko przez 17, gdyz jest to liczba pierwsza i nie wystepuje
jako czynnik w 15!

4. Oblicz NWD i NWW liczb: 10! 13!, 110! 111, 111§ 12, 101 11.
Wskazéwka: NWD (110!, 11!) = 11!, NWW(110!, 11!) = 110!

5. Jaka jest parzysto$¢ liczb: podwojna silnia liczby nieparzystej, podwojna stabnia liczby parzystej, pierwsz-
nia silna liczby nieparzystej, pierwsznia staba liczby parzyste;.
Wskazéwka: pierwsznia silna dla jedynki nie istnieje, dla wiekszych liczb jest zawsze parzysta, gdyz
zawiera czynnik 2.

6. Ile zer jest na koncu liczby 2712
Wskazdéwka: Zera na koncu liczby biorg si¢ z dziesigtek w rozkladzie, czyli z iloczynéw dwoéjek i pia-
tek, a tak naprawde z tego z tych dwoch czynnikéw, ktdrego jest w rozktadzie mniej. W silni dwojek
jest zawsze wiecej niz piatek, jako ze co druga liczba dzieli si¢ przez 2, a tylko co piata przez 5, wiec
wystarczy zlicza¢ piatki, na przyktad wykonujac dzielenie calkowite liczby n przez 5, pamietajac jed-
nak, ze wielokrotnosci 25 wnosza po 2 piatki do rozktadu, wielokrotno$ci 125 wnosza po 3 itd. Wzér
na liczbe zer na koncu n! mozna zapisaé tak:[n/5]+[n/25]+[n/125]+..., gdzie [.] oznacza cz¢§¢ calko-
wita liczby.

7. Oblicz sprytnie, ile wynosi 20107.
Wskazéwka: Stabnie to sumy poczatkowych odcinkéw liczb naturalnych, czyli szczegdlne ciagi arytmetyczne.

Obliczamy je, sumujac ich sktadniki dwukrotnie, ale w odwréconym porzadku, i dzielac przez 2. Otrzymujemy
1 14243+..+n-2+n-1+n+| _(1+n)n

1+2+3+"'+n:§ +n+n-1+n-2+..+3+2+1 |~ 2

8. Jak za pomocg stabni i dziatan arytmetycznych zapisa¢ sumg dowolnego ciggu arytmetycznego o wyra-
zach naturalnych?
Wskazéwka: np. 13+18+23+...+63 = 13+(13+5)+(13+10)+...+(13+50) =
=13-1145(1+2+...+10) = 13-11+5-10¢.
9. Jaka jest reszta z dzielenia liczb 10? oraz 10£ przez 2, 3 i 5¢
Wskazdwka: Zaobserwuj okresowy ciag reszt z dzielenia stabni i superstabni kolejnych liczb.
10. Podaj, dla jakich naturalnych # liczba n! dzieli sie przez n?.

Wskazowka. Podzielnoé¢ zachodzi dla n = 1 oraz dla wszystkich » takich, ze n + 1 jest liczbg ztozona.
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Zadania konkursowe

W zadaniach 1-12 na kazde pytanie odpowiedz ,,tak” lub ,,nie”.

Zad. 1. Okre$], czy podana liczba jest calkowita.

a) 151:125 b) 16!:36 c) 17:37 d) 99!:2010

Zad. 2. Okresl, czy podana liczba jest podzielna przez 10.
a) 29!:26! b) 30!:28! ¢) 358:31! d) 36!:33!

Zad. 3. Czy prawdziwa jest nieréwno$¢?
a) 1000! > 10001 b) 100! < 102 ¢) 1000! < 5005 d) 1234! < 1234123

Zad. 4. Czy pierwsza z liczb dzieli si¢ przez druga?
a) (291:261) i 21 b) 28! i 29# ) 13#15! d) 100! i 100

Zad. 5. Czy dla kazdej liczby pierwszej p > 2 zachodzi podzielno$é?
a) p! przez 2 b) p? przez p c) (p+1)!! przez 2¢ d) p?? przez 2

Zad. 6. Czy dla podanych # liczba nf jest parzysta?

a) n nieparzyste b) n pierwsze ¢) n ztozone d) n=2009

Zad. 7. Czy zachodzi podzielnos¢?
a) 1202 przez 5! b) 24022 przez 5! €) 9922+10122 przez2  d) 100£ przez 10

Zad. 8. Czy podana liczba dzieli si¢ przez 3?
a) 2009? b) 200922 c) 2009£ d) 123456782

Zad. 9. Kazda liczba naturalna dzieli si¢ przez (n + 1)! wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli si¢ przez n! i przez
n+1. Czy to zdanie jest prawdziwe dla:
a)n=10 b)yn=11 cn=16 d) n=2009

Zad. 10. Czy stabnia liczby n jest podzielna przez n dla nastepujacych liczb:
a) 1 = 2008 b) 1 = 2009 ¢) n=2010 d) n=2011

Zad. 11. Czy supersilnia liczby n jest podzielna przez n?dla nastepujacych liczb:
a)n=10 b)yn=11 c)n=100 d)n=121

Zad. 12. Czy podang liczbe mozna przedstawi¢ w postaci m*n?, gdzie m, n sa liczbami naturalnymi?
a) (13111 b) (12!)213 <) (101)1.17 d) (11115

W zadaniach 13-20 podaj odpowiedz w kazdym przykladzie.
Zad. 13. Ile zer jest na koncu podanych liczb?
a) 33! b) 34!! c) 35! d) 16$
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Zad. 14. Jaka najwigksza liczba jest jednoczesnie dzielnikiem obu podanych liczb?
a) 1117 12 b) 10i 11 ) 10127 d) 24! 247

Zad. 15. Jaka najmniejsza liczba ré6zna od zera jest jednocze$nie wielokrotno$cig obu podanych liczb?
a) 111 12 b) 10i 11 ) 101i27 d) 24! i 247

Zad. 16. Zapisz za pomoca symbolu stabni i dzialan arytmetycznych wyrazenia:
a) 5+10+15+20+25+...+190 b) 10+13+16+19+...+190
¢) 10+28+46+64+...+190 d) 142+4+7+8+10+13+14+16+19+...+1000

Zad. 17. Zapisz, uzywajac operacji arytmetycznych i symboli dzialan jednoargumentowych
2)7:89-10-...-107 b) 5113 223 3.7 O 791113...107 d) 10203040...-190

Zad. 18. Oblicz sprytnie, ile wynosi
a) 101£-99¢ b) 1012-9922-100?? ¢) 5$:4! d) 5$:5!!

Zad. 19. Jakie reszty przy dzieleniu przez 4 moga dawac nastepujace liczby?
a) supersilnia liczby pierwszej b) pierwsznia silna liczby pierwszej
c) stabnia liczby podzielnej przez 4 d) stabnia liczby nieparzystej

Zad. 20. Ktéra z liczb jest wigksza?
a) 1000£ czy 1000000 b) 1000000£ czy 100$ c) 1000! czy 500!* d) 21 czy 100!
e) 100! czy 100* £) (50!)'° czy (100!)*° g) 2% czy 9

Odpowiedzi: . TTNT,2.NTTT,3.NTNT4 TNNT,5. TTNN,6. NNNN,7Z NTNT,8.TTNT,
9.TNTN,10.NTNTI1L.TNTT,12.TNNT,13.7,3,0, 66, 14. 12, 1, 27,223, 15. 11, 11!, 10!, 24!.24%-3",
16. 5-:38?, 610+3-60?, 110+18-10%, 167-(1+2+4)+18-1662, 17. 107!/6!, 15!/2", 107!1/5!1, 10"*-19! lub 5%-38!!,
18.10201, 101, 135, 289 = 2304, 19. {0, 2}, {2}, {0, 2}, {0, 1, 2, 3}, 20. >, <, >, >, >, <, >.

Final regionalny - Wierzcholki piramid
Szkic zawartosci wykladu z ¢wiczeniami

Dla danej listy liczb L tworzymy nowa liste S[L] tak, ze dodajemy i dzielimy przez 2 kolejne pary liczb, na
przyktad gdy L = [1, 2,4, 2, 5], to S[L] = [*/,, 3, 3,7/ ], S[3, 5,9] = [4, 7], S[5, -5, 7, 11, -11] = [0, 1, 9, 0].

Cwiczenie 1. Zgadnij, co si¢ kryje pod kratkami: S[1, 5, 0, 13] = [3, 4, 8], S[O, 4, 8, O] = [3, O, 5]. Czasem
z uzupelnieniem list moze by¢ klopot, poniewaz mozna to zrobi¢ na wiele sposobéw albo zaden sposéb nie
jest dobry, na przyktad S[[, 4, 8] = [3, 5], S[O, 4] = O0.

Opisang operacje S usredniania listy liczb mozna iterowa¢, czyli powtarzaé wiele razy,

na przyklad $’[1, 2, 4, 2, 5] = S[S[S[1, 2, 4, 2, 5]]] = S[S[*/,, 3, 3,7/,]] = S[°/ , 3, V1 ] = [/, *1 ).
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Wyniki kolejnych iteracji wygodnie jest notowa¢ w postaci pira- 23
midy, jak na diagramie obok. Mozemy robi¢ to tak dtugo az po- 21 8 25
zostanie jedna liczba, ktdra nazwiemy wierzcholkiem piramidy B 8
. 9 13
i oznaczymy W[L], T 3 T
na przyklad W[1, 2, 4, 2, 5] = (1, 2,4, 2, 5] = S[*'/,, ®/,] =7/, 3 3 3 7

2 2

1 2 4 2 5

Cwiczenie 2. Uzupelnij ponizsze piramidy.

[] ! []
1O L O 50
+ 2 ] [] [] 1 s O
I T o« 0 s A I T

Cwiczenie 3. Przy obliczaniu wierzchotkéw piramid zachodzg pewne ogélne prawidtowosci. Czy potrafisz

ml\w

je uzasadnic?

a) Wla, a,a, ...,a] =

Na przyklad W8, 8, 8, 8, 8] = 8, bo wtedy cala piramida sktada si¢ z 6semek. Sprawdzimy to dla drugiego
poziomu: S[8, 8, 8, 8, 8] = [(8+8)/2, (8+8)/2, (8+8)/2, (8+8)/2, (8+8)/2] = [8, 8, 8, 8].

b) Wlca,,ca,ca,...,ca]l=cWla,a,a,;..a]

Na przyktad W[7-2, 7-3, 7:(-4), 7-5] = 7-W[2, 3, -4, 5], bo wszystkie liczby w piramidzie o podstawie
(72, 73, 7-(-4), 7-5] powstaja z przemnozenia przez 7 liczb z piramidy o podstawie [2, 3, -4, 5]. Spraw-
dzimy to dla drugiego poziomu: S[7-2, 7-3, 7-(-4), 7-5] = [(7-2+7-3)/2, (7-3+7-(-4))/2, (7-(-4)+7-5)/2] =
=[7-(2+3)/2, 7-(3+(-4))/2, 7-((-4)+5)/2] = [7:(5/2), 7-(-1/2), 7-(1/2)].

c) Wla+b,a,+b,,a+b,...,a+b]|=Wla,a,a,..,al+Wb,b,b,,...b]

Na przyklad W[2+5, 3+4, -4+11, 5+2] = WI2, 3, -4, 5]+ W[5, 4, 11, 2], bo wszystkie liczby w piramidzie
o podstawie [245, 3+4, -4+11, 5+2] powstaja z dodania odpowiednich liczb z piramid o podstawach
(2,3,-4,5]i[5,4, 11, 2]. Sprawdzimy to dla drugiego poziomu: S[2+5, 3+4, -4+11, 5+2] =

= [(2+5+3+4)/2, (3+4+(-4)+11)/2, ((-4)+11+5+2)/2] =

=[(2+5)/2+(3+4)/2, (3+4)/2+((-4)+11)/2, ((-4)+11)/2+(5+2)/2].

d) Wla,a,a,;...a ,al=Wla,a, ,..a,a,a]
Na przyktad W12, 3, -4, 5] = W[5, -4, 3, 2], bo piramida o podstawie [5, -4, 3, 2] jest lustrzanym odbiciem
piramidy o podstawie [2, 3, -4, 5]. Gdzie nalezy ustawi¢ lusterko?
Zatem jesli obliczymy, ze W[2, 3, -4, 5] =/, to ten fakt mozemy wykorzysta¢ do obliczenia wierzchotkéw
wielu innych piramid, na przyktad:
. W[10 15,-20, 25] = W[52, 53, 5:(-4), 5-5] = 5-W[2, 3,-4,5] = 5/, = 5/,
WI-20, -30, 40, -50] = W[(-10)-2, (-10)-3, (-10)-(-4), (-10)-5] = (-10)-/, = -5

W[1,3/— =W ,2,1 03,1 (-4), 5] =1 = Ya
o W[3,4,-3,6] = W[2+1,3+1, (-4)+1,5+1] = W[2,3, -4, 5|+ W[L, 1, 1, 1] =/ +1 = ¥/,

WI1,0, 7, -2] = W[3-2, 3-0, 3-(-4), 3-5] = W[3, 3, 3, 3]-W[2, 3, -4,5] = 3—1/2 = 5/2
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e) Ponizsze przyklady ilustrujg jeszcze inny pomyst na sprytne obliczanie wierzchotkéw niektdrych piramid.
e W[6,6,6,6,6,0,0,0,0,0] =2-W[3,3,3,3,3,0,0,0,0,0] =
= W[3,3,3,3,3,0,0,0,0,0]+W[0,0,0,0,0,3,3,3,3,3] = W[3,3,3,3,3,3,3,3,3,3] =3
e WII,1,1,1,2,2,2,2] = W[1,1,1,1,1,1,1,1]+W[0,0,0,0,1,1,1,1] =
= 14/ (W[0,0,0,0,1, 1, 1, 11+ W[1,1,1,1,0,0,0,0]) = 1+/, W[, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1] = 1+}/, 1 =¥,
e W[3,57,9]=",(WI3,579]+W[3,57,9]) ="/,-(W[3,5,7,9]+WI[9,7,5,2]) =
=1, WI[3+9, 5+7, 7+5, 9+2] = '/, W[12, 12,12, 12,12, 12] ="/ - 12 =6
o WI[1,4,7,10,13,16] = '/ (W[1,4, 7, 10, 13, 16]+ W[1, 4,7, 10, 13, 16]) =
=1/ (W[1,4,7,10, 13, 16|+ W[16, 13,10, 7, 4, 1]) = '/, W[1+16, 4+13, 7+10, 10+7, 13+4, 16+1] =
=, WI17,17,17,17,17,17] = /17 =V,
e W[1,2,3,4,1,2,3,4,1,2,3,4] ='/,(W[1,2,3,4,1,2,3,4,1,2,3,4]+W[1,2,3,4,1,2,3,4,1,2,3,4]) =
=1/2~(W[1, 2,3,4,1,2,3,4,1,2,3,4]+W[4,3,2,1,4,3,2,1,4,3,2,1]) =
=/ WI[5,5,5,5,5,5,5,5,5,%5,5] = '/ 5= %/,
f) Pokazemy jeszcze jedng wlasno$¢ wierzchotkéw piramid.
Niech {a}, {bj}, {c} s3 dowolnymi ciggami liczb, przy czym {a} ma tyle samo wyrazéw co {c}.
Wl{a}, 0. (). 0. {c)] = Wlla), L, (b}, -1 {e}] = Wl{a}, 2. (b}, 2, {c}] = Wl{a}, 5, (b, -5, (c)] =
= Willa}, -/, (b}, {c)]
Wynika ona z ponizszej prostej obserwacji.
Niech {0} i {Oj} oznaczajg ciagi zer tej samej dtugosci co ciagi {a} i {b].}.
WL}, L, {0}, -1, 0] = WL{0}, L, (0, {0}]1+(-1)- WI{0}, {0}, 1, {0}] = WL{0}, 1, {0},
{0}1-Wl{o}, 1, {0}, {0}] = 0
Stad wynika na przyktad, ze:
Wlta}, <1, (b}, {c}] = WI{a}, 0, (b}, 0, {e}]+(21,)-WI{0}, 1, {0}, -1, 0)] =
= Wlla}, 0, (b}, 0, {c}1+(21,)-0 = Wl{a}, 0, (b, 0, {c}]
Mozna tez tatwo zobaczy¢, ze:
Wlia}, 7, {b}, 3, {c}] = Wla}, 9, {b}, 1, {c}] = Wl{a}, 6, {b}, 4, {c}] = W[{a}, 5, {b}, 5, {c}],
wystarczy do pierwszej piramidy ,,doda¢” odpowiednio [{0}, 2, {Oj}, -2,{0}], [{0}, -1, {Oj}, 1,{0}] lub
[{0}. -2, 0.2, {0}].
g) Mozna mozolnie sprawdzi¢, ze zachodzg réwnosci: W[0, 1,0, 0,0, 0,0, 0] =7/,
WwIo0, 0, 1,0,0,0,0,0] = 3-W[0, 1,0,0,0,0, 0, 0] i W[0,0,0, 1,0, 0,0,0] =5W]0, 1, 0,0, 0,0, 0, 0].
Ta informacja pozwala tatwo oblicza¢ wierzchotki niektorych piramid o podstawie dlugosci 8, na przyktad:
e W[0,2,7,0,0,0,0,0] = 2-W[0, 1,0,0,0,0,0,0]+7-W[0,0, 1,0,0,0,0,0] =27/, +7-37/_ =237/
e W[0,1,2,6,0,0,0,0] = 1-WI[0, 1, 0,0, 0, 0, 0, 0]+2-W[0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0]+6-W[0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0] =
=17/ 4237 +6:57 . =377/
e WI[0,5,1,2,7,1,3,0] = (5+3)-WI[0, 1,0, 0,0, 0, 0, 0]+(1+1)- W[0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0]+(2+7)- W[0, 0,0, 1,0, 0,0, 0] =
=87/ +2:37 +9-57) =597/

Zadania konkursowe

Zad. 1. Uzupelnij zapisy.
a) S[0,4, 6] = ... b) S[12, 4, 10,2, 0] = ... ) $3[12, 4,10,2,0] = ...
d) S[2,0,8] = [4,7] ¢ s[0,0,8,2] = [1,6, O] £)S(0,0,0,2] = [, %/, 5]




Jak pracowac z uczniem zdolnym? Poradnik nauczyciela matematyki

Zad. 2. Uzupelnij piramidy.

! [] N [] ?
L1 O ] [ []
[] O O
] O [] 5] IR N

Zad. 3. Podaj po trzy rézne podstawy L takie, ze:
a) S[L] = [-5,2,7], b) WIL] =1, ) WL =0

Zad 4. Ile wynosi suma wszystkich liczb w piramidzie o danej podstawie?
a) [/,%1,%1,%1,%1,°1) b) [7,-7,7,-7,7,-7,7, 7,7, -7] ) I7,-7,7,-7,7,-7,7,-7, 7, -7, 7]
d) [-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7] e)[8,-8,8,-8,8,8]

Zad. 5. Uzupelnij. Niech p oznacza iloé¢ liczb w podstawie L pewnej piramidy.
a) Dla p =37 ilo§¢ liczb w S[L] jest réwna ..., a w S®[L] jest rowna ...

b) Iloé¢ liczb w S¥[L] jest rowna 123, wiecp = ...

¢) Dla p = 7 iloé¢ liczb w calej piramidzie jest réwna ..., a dla p = 8 jest rdwna ...
d) Jesli w calej piramidzie jest 21 liczb, to p = ..., a jedli jest ich 66, to p = ...

e) Jesli w calej piramidzie jest 3 razy wiecej liczb niz w podstawie, to p = ..., a jesli jest ich 9 razy wiecej, to p = ...

Zad. 6. Spo$réd podanych liczb podkresl:

a) najwieksza WI[173, 234, 439], W[234, 173, 439], W[173, 439, 234], W[439, 234, 173]
b) najmniejsza wlo, 1,0, 0,0, 0,0,0,0], W[1,0,0,0,0,0,0], W[1,0,0,0,0,0,0,0, 0]
) najmniejsza WI[0, 2,4, 6, 8], W[2,4, 6, 8],2-W[1, 2, 3, 4], W[0, 2, 4, 6, 8, 10]

d) najwieksza WI-1, -2, -3, -4, -5, -6, -7], (-2)- W[2, 2, 2,2, 2, 2, 2], W [1, -2, -5, -8]

Zad. 7. Wiadomo, ze WI0, 0, 1, 0, 0, 0] jest 10 razy wieksze od W[1, 0, 0, 0, 0, 0] i 2 razy wigksze od
WwI[o0, 1,0, 0, 0, 0]. Ile razy wieksza od W[, 0, 0, 0, 0, 0] jest liczba:

a) W[0,0,4,0,0,0] b) W[0,7,0,0,0,0] c) W[1,0,2,0,0,0] d) wW[o, 2, 3,0,0,0]
e) W[2,3,4,0,0, 0] £) W[-7,0, 3,0, 0, 0] g) W[0,0,0,2,0,0] h) WI0, 3,0,0, 5, 0]

Zad. 8. Wiadomo, ze podstawa L piramidy sklada sie z trzech liczb, ktérych suma jest réwna sumie liczb
z S[L]. Ocen wypowiedzi Karola Omylka.

a) W L musi by¢ cho¢ jedno zero. b) Suma liczb z L musi by¢ réwna zero.

¢) W L musi by¢ liczba ujemna. d) Wszystkie liczby z L musza by¢ réwne 0.

e) Suma liczb z S[L] musi by¢ réwna 2-W[L]. f) Suma liczb z L musi by¢ réwna 2-W[L].

Zad. 9. Wpisz jeden ze znakow: <, =, >:

a) W[22, 31, 2, 55, 32, 22, 2, 51, 47] WJ[22, 31, 0, 55, 32,22, 4, 51, 47]
b) W[22, 31, -1, 55, 32, 22, 5, 51, 47] ... W22, 31, 0, 55, 32, 22, 4, 51, 47]
¢) W[22, 31, 3, 55, 32, 22, 2, 51, 47] WI[22, 31,0, 55, 32, 22, 4, 51, 47]
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d) W[22,31, -2, 55, 32,22, -2,51,47] ... W[22, 31,0, 55, 32, 22, 4, 51, 47]

e) W(4,5,7,8,9,9,9,9,8,7, 5, 4] WIS, 10, 14, 16, 18, 18, 0, 0, 0, 0, 0, 0]
f) 2W[4,5,7,8,9,9,0,0,0,0,0,0] ... WIS, 10, 14, 16, 18, 18,0, 0, 0, 0, 0, 0]
g) W[2,2,2,2,2,2,9,9,8,7,5,4] WIS, 10, 14, 16, 18, 18, 0,0, 0, 0, 0, 0]
h) W[0,0,0,0,0,0,18, 18, 16, 14,10, 8] ... WIS, 10, 14, 16, 18, 18, 0,0, 0, 0, 0, 0]

Zad. 10. Oznaczmy [km] =[1,1,..,1,0,0, ..., 0] (k jedynek, m zer). Wtedy na przyklad:
[9,9,3,3,0] =6[2,]+3[4,], 25[(2+3),] = [4,]+[5,]. Zapisz tymi symbolami:

a)[8,7,2, 1] =.. b)[1,6,2,5] =... ) [5,-6,0,1] =...

d) S’[k,] = ... e) 4S[(k+4) l=.. f) S’k ]=..

Zad. 11. Niech [k, ] = [1, 1, ..., 1,0, 0, ..., 0] (k jedynek, m zer). Oblicz:

a) Wk ] = ... b) Wlk] = ... o Wlk]=.. d) W[sk,] = ...

Odpowiedzi: 1. a) [2, 5], b) [8,7, 6, 1], ¢) [7, 5], d) 6, e) -2, 4, 5, f) 2, 3, 8, 2. wierszami: a) 2, 3, 3, 4, 7/2,
b)5,6,8,9/2,7,23/4,¢)3,5,7,4,6,5,4.a) 14,b) 0,¢) 7,d) 0, e) 31 %%, 5. a) 36, 34,b) 170, c) 28, 36,d) 6, 11,
e) 5,17, 6. a) W[173, 439, 234], b) W[1,0,0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], c) WIO0, 2, 4, 6, 8], d) W[1, -2, -5, -8], 7. a) 40,
b)35,¢)21,d) 40, ¢) 57, ) 23,) 20,h) 40, 8. NNNNTT, 9. =, =, >, <, =, =, <, =, 10.a) [1]+5[2,]+[3 ] +[4 ],
b) -5[1,]+4[2,1-3[3,1+5[4,], ©) 11[1,]-6(2,]-[3,1+[4,], d) [k-8 ], €) 2[k+4 ]+2[k+3
f) alk, J+%[k-1 1+%[k-2 ], 11.a) 1-1,b) l—gﬁ c) ¥, d) .

2K kel

m+7] m+8] >

Kontynuacja wykladu dotyczyla uogélnienia pojecia usredniania listy na: a) macierze kwadratowe,
b) $rednie geometryczne i harmoniczne oraz badania ich wlasno$ci. Ponadto pokazano zastosowania opera-
cji udredniania list do wyznaczania stawki za gre sprawiedliwg w probabilistyce oraz pewne jej zastosowania
w geometrii. Zauwazmy bowiem, Ze na osi liczbowej S(L) jest lista Srodkéw odcinkéw o koncach bedacych
kolejnymi parami z listy L. Natomiast gdy elementami L sg punkty plaszczyzny zapisane w uktadzie wspot-
rzednych, to S(L) réwniez ma sens. Mozna bowiem dodawa¢ punkty, dodajac ich wspotrzedne i dzieli¢ przez
dwa kazda z nich, na przyklad S([< 2,4 >,<0,8 >, <-2,-6>]) = [< 1,6 >, <-1, 1 >]. Zatem jesli pomyslimy
o L jako o famanej, to S(L) jest tamang zbudowang ze $rodkéw odcinkéw lamanej L. Odkryte wczesniej
wlasnosci operacji usredniania majg teraz swoje geometryczne interpretacje, ktére mozna podda¢ dalszym

badaniom narzedziami geometrii (takze z wykorzystaniem DGS).




3. Liga zadaniowa
Michat Sliwiniski, Wroctaw

Ligi zadaniowe sq jednym z bardziej efektywnych sposobéw zaan-
gazowania w nauke przez zabawe zaréwno w nauczaniu klasowo-
-lekcyjnym, na kétku lub obozie matematycznym, jak i w formie poza-
szkolnej. W artykule przedstawiamy przyktad klasowej ligi zada-
niowej przed sprawdzianem dotyczgcym tréjkgtow, przyklady lig
pozaszkolnych na rézne poziomy edukacyjne oraz lig tematycznych
w obrebie matematyki (famigtéwkowa, kalkulatorowa, finansowa,
lingwistyczna), ktore odwotujq sie do specyficznych, pozamatema-
tycznych zainteresowan uczniow.

Czym jest liga zadaniowa

Liga zadaniowa to rozrywka intelektualna niezalezna od wieku, mozliwa do zrealizowania na kazdym
poziomie edukacji i matematycznego zaawansowania — od przedszkolakéw po dorostych, dojrzalych ma-
tematycznie, w tym nawet czynnych zawodowo matematykéw. Odpowiednio skonstruowana i prowadzona
daje mozliwo$¢ zaangazowania uczestnika w bodaj wszystkie formy aktywnosci, jakie w matematyce i jej
nauczaniu mozna sobie wyobrazi¢: nauke nowych treéci, powtarzanie i wykorzystanie juz znanych, odkry-
wanie zalezno$ci (réwniez przez samodzielnie opracowane badania), stawianie hipotez oraz ich weryfiko-
wanie, takze na odpowiednio dobranych danych, i czynnoéci zupelnie twdrcze — definiowanie obiektow,
tworzenie matematycznych bytéw i miniteorii je opisujacych.

Liga zadaniowa polega na cyklicznej publikacji (w prasie, internecie, gazetce szkolnej, klasie lub na
korytarzu szkolnym) zestawow zadan, ktorych rozwiazania uczestnicy konkursu dostarczaja w ustalonym
terminie organizatorom. Ci je oceniaja, publikujac co jaki$ czas aktualny ranking zawodnikéw.

Rodzaje lig zadaniowych

W obrebie tej ogdlnej definicji mieéci si¢ wielka réznorodnos¢ mozliwych wariantéw organizacyjnych
takich lig. Mozna na przyktad ustali¢, ze rozwigzania kolejnych zestawow zadan nalezy oddawaé zawsze
przed uplywem okreslonego czasu lub ze wszystkie mozna odda¢ do zakonczenia trwania calego konkursu
i ze uczniowie mogg pracowaé w grupach (i tak by¢ klasyfikowani) lub indywidualnie.

Na warunki konkursu istotny wptyw maja rowniez zasady punktacji. Rozwigzania mozna oceniaé zero-
-jedynkowo (tj. zaliczone / niezaliczone, w tym z mozliwoécig poprawy lub bez) albo przyznawac czesciowe
punkty takze za rozwigzania nie w pelni poprawne. Kazde zadanie moze by¢ warte tyle samo punktéw, ale
mozna tez roznicowaé punktacje, na przyklad umieszczajac w zestawie zadania za 3, 4 i 5 punktéw. Przy-
znane punkty mogg by¢ niezmienne, mogg réwniez zaleze¢ od terminu dostarczenia rozwigzania (wpro-
wadzamy wspdlczynnik tempa rozwigzania, ktory w kolejnych dniach / tygodniach maleje wedlug usta-

lonej reguly) albo od liczby 0séb, ktére dane zadanie rozwigzaly poprawnie (tzw. wspoélczynnik trudnoséci
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zadania, malejacy ze wzrostem liczby jego poprawnych rozwigzan ztozonych przez wszystkich zawodni-
kow, np. bedacy odwrotnoécig tej liczby). Dzigki wprowadzeniu wspotczynnika trudnosci nie trzeba ustalaé
z gbry wartosci danego zadania, jako ze moze sie ono punktowa¢ samo (jest warte np. 1 punkt, kiedy bez-
bledne rozwigzanie dostarczy jedna osoba, i '/, — gdy poprawnych rozwigzan bedzie 5).

Ligi zadaniowe moga by¢ ogélnodostepne (publikowane na portalu internetowym lub w czasopismie),
albo przeznaczone tylko dla uczniéw jednej szkoly lub klasy. Sa tez dobrym pomystem na urozmaicenie pra-
cy podczas rozmaitych obozéw naukowych, zimowych szkot, warsztatow przygotowujacych do egzamindw
itd. Zwykle ligi s3 adresowane do okre$lonego poziomu odbiorcéw (np. uczniéw szkét podstawowych albo
klas maturalnych), ale specyfika zadai pozwala nieraz unikna¢ tego ograniczenia, jeéli zadania dotycza na
przyklad elementarnej geometrii albo tamigléwek. Przy zachowaniu tych samych zadan i punktacji mozliwe
jest tez prowadzenie odrebnej klasyfikacji uczestnikow wedtug grup wiekowych (wtedy np. gimnazjalista
moze poréwnac swoje wyniki z wynikami starszych uczniow, natomiast laureaci ligi wyrézniani sa osobno
w swoich kategoriach).

Jesli chodzi o typ zamieszczanych zadan, to jedynym ograniczeniem wydaje si¢ by¢ wyobraznia i do-
$wiadczenie prowadzacego lige. Konkurs moze by¢ jednodyscyplinarny, to znaczy dotyczy¢ na przyktad
tylko stereometrii (cho¢by wowczas, kiedy ten temat akurat realizuje si¢ na lekcji albo kiedy uznamy, ze jest
to material, do ktérego powtoérki chcemy jako$ zmotywowaé uczniéw), albo interdyscyplinarny, przy czym
mozna tak ukladac zestawy, by kazdy zawierat jedno zadanie z geometrii, jedno z rachunku prawdopodo-
bienstwa i jedno innego typu. Mozemy organizowa¢ lige zadan egzaminacyjnych albo lige dos¢ odlegla od
szkolnej matematyki, na przyktad dotyczaca famigléwek logicznych, geograficznych czy jezykowych - w za-

leznoéci od zainteresowan uczniéow lub gdy chcemy zacheci¢ ich do nauki nie tylko matematyki.
Jak zorganizowac lige zadaniowa

Udziat w lidze zadaniowej wymaga od ucznidéw duzej systematycznos$ci i punktualnoséci. Aby nie znie-
checa¢ ich dodatkowymi trudnosciami, warto wcze$niej przemysle¢ kwestie poziomu ich wiedzy i trudnosci
publikowanych zadan. Nie powinny by¢ ani za tatwe (zwlaszcza na poczatku!), ani zbyt trudne (zwlaszcza
na poczatku!). Najlepiej w kazdym zestawie umieszczaé po jednym zadaniu fatwym (ktore zaktadamy, ze
rozwiaza wszyscy), jednym $rednim i jednym, ktére powinno stanowi¢ wyzwanie dla najlepszych. Poziom
trudno$ci mozna oczywiécie modyfikowac z zestawu na zestaw po sprawdzeniu dotychczas ztozonych roz-
wigzan.

Zadan w zestawie nie powinno by¢ zbyt duzo, a odstgpy miedzy kolejnymi edycjami ligi nie powinny
by¢ ani zbyt dlugie (uczestnicy zapomna o kolejnej edycji), ani za krétkie (zadania nie zdgzg by¢ na czas
rozpropagowane). Natomiast liczba zestawéw moze by¢ dowolna (np. edycje codzienne na obozie mate-
matycznym, cotygodniowe w lidze klasowej lub comiesigczne na portalu internetowym). Wazne jest, by
odpowiednio czgsto podawac biezacy ranking - dla uczniow element rywalizacji, mozliwo$¢ poréwnania
sie z innymi oraz podsumowania wlasnych osiagnie¢ czy postepéw sa bardzo istotne i zwigkszaja motywa-
cj¢ do dalszej pracy. Sensownie jest publikowac¢ tylko gérna polowe stawki wynikéw, by nie demotywowaé
stabszych uczestnikéw ani nie naraza¢ ich na zawstydzenie.

Aby maksymalnie wykorzysta¢ mozliwoéci dydaktyczne, jakie daje liga, zawodnicy powinni mie¢ moz-
liwo$¢ systematycznej weryfikacji swoich rozwigzan. Najlepiej, gdyby mogli otrzymac je sprawdzone i oce-

nione, wigzaloby sie to jednak z obcigzeniem organizatoréw dodatkowsa pracg i z mato efektywnym wysit-
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kiem zawodnikéw, mozna wigc poprzestaé na publikacji prawidlowych rozwigzan oraz daniu uczestnikom
mozliwosci skonsultowania oceny swojej pracy.

Warto podkresli¢, ze istotnymi zaletami konkursu ligowego, z punktu widzenia organizatordw, jest moz-
liwo$¢ udzialu w nim praktycznie nieograniczonej liczby zawodnikéw, automatyzacji sprawdzania wynikéw
i tworzenia rankingu, a z punktu widzenia uczestnikéw - wygoda, gdyz zadania moga rozwigzywa¢ w dogod-
nym dla siebie czasie i miejscu, a ich przekazanie organizatorom moze si¢ odbywac bezposrednio lub za pomo-
cg poczty elektronicznej, tradycyjnej lub wewnetrznej (tj. przez wrzucenie rozwigzan do specjalnej skrzynki).

Réznego rodzaju ligi zadaniowe dla uczniéw prowadzone sa mniej lub bardziej regularnie w wielu
szkotach (w tym na Uniwersytecie Mikotaja Kopernika w Toruniu), na portalach internetowych zwigza-
nych z edukacja i popularyzacja nauki (www.matematyka.wroc.pl, www.math.edu.pl, www.matematyka.
pl, www.informatyka.wroc.pl, www.partnerstwodlaprzyszlosci.edu.pl) oraz w czasopismach, takich jak
»Delta” czy ,Magazyn Milo$nikéw Matematyki”. W internecie mozna tez tatwo odnalez¢ wiele lig mie-
dzynarodowych.

Liga klasowa jako powtorka przed sprawdzianem

Powiedzmy, ze w danym tygodniu na lekcjach powtorzeniowych w LO realizujemy temat dotyczacy tréj-
katéw. Przygotowujemy 10 serii po trzy zadania o trojkatach i pierwsza seri¢ rozdajemy wszystkim uczniom
jako zadanie domowe. Uczniowie moga odesta¢ odpowiedzi do zadan nauczycielowi droga elektroniczna.
Wtedy, o ile byly one poprawne, otrzymuja druga serie zadan, a jesli nie — informacje, ze gdzie$ wystapil blad
(za drugim razem mozna napisaé, w ktérym jest zadaniu, a za trzecim — poprosi¢ o szczeg6ly rozwiazania
i odesla¢ enigmatyczne wskazéwki). Po otrzymaniu prawidtowych odpowiedzi do zadan n-tej serii nauczy-
ciel wysyla uczniowi seri¢ n+1. Po tygodniu uczen, ktéry pierwszy ukonczyl lige, otrzymuje nagrode, a na
lekcji wszyscy pisza kartkdwke dotyczacy trojkatow (z zadan bardzo podobnych do zadan ligowych).

Pracowali$émy kiedy$ w tym systemie przez caly semestr z uczniami klasy pierwszej III LO we Wro-
clawiu. Narzucone tempo bylo mordercze (dla obu stron), ale frekwencja byla do konca bardzo wysoka.
Uczniowie, ktérzy z réznych powoddéw nie chcieli braé¢ udzialu w wyscigach, podbierali kolegom zadania,
zeby moc sie przygotowaé do sprawdzianu. W efekcie (jak sami twierdzili po dwdch latach) do matury zad-
na powtdrka z geometrii nie byta im juz potrzebna.

Oto przykladowy zestaw ligowych zadan:

SERIA 1

1. W trojkacie ABC kat B ma 120°, wysoko$¢ CD ma dlugo$é V3, a bok AC dtugosé v19. Jakie jest pole tego
trojkata?

2. W tréjkacie réwnoramiennym podstawa ma 20 cm, a ramiona majg 15 cm. Znajdz pole i wysokosci tego
trojkata.

3. Trojkat ma boki AB = 10, AC = 6 i BC = 14. Znajdz dlugosci odcinkéw, na jakie dwusieczna kata C dzieli
odcinek AB.

SERIA II

1. W tréjkacie ABC bok AB = 8, a srodkowa CM = 5. Kat miedzy AB i CM ma 45°. Znajdz pole trdjkata.

2. Znajdz promien okregu wpisanego w trojkat rownoramienny o podstawie 10 i ramionach 13.

3. Znajdz dlugosci odcinkéw, na jakie dzieli przeciwprostokatna punkt stycznosci okregu wpisanego w troj-
kat prostokatny o bokach 5, 12, 13.
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SERIA III

1. W tréjkacie rownoramiennym podstawa ma 6 cm, a ramiona majg 5 cm. Jaka jest odlegto$¢ srodka okre-
gu opisanego od podstawy?

2. Ramiona tréjkata réwnoramiennego réwnaja sie promieniowi okregu opisanego. Znajdz katy tego troj-
kata.

3. Promien kofa opisanego na trojkacie wynosi 6 i jest rowny wysokosci tego tréjkata. Jeden z bokéw ma
dlugos¢ 12. Ile wynosi pole tréjkata?

SERIA IV

1. W tréjkacie réwnoramiennym podstawa AB ma dtugos¢ 442, a srodkowa AK dtugos¢ 5. Znajdz dtugosci
ramion.

2. Promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny wynosi 2, a opisanego wynosi 5. Znajdz boki.

3. Znajdz katy ostre trdjkata prostokatnego, wiedzac ze wysoko$¢ i Srodkowa opuszczone z wierzchotka kata
prostego dzielg ten kat na réwne czgéci (sa tréjsiecznymi kata).

SERIA V

1. Ile wynosi suma odleglosci dowolnego punktu P, lezacego wewnatrz trojkata réwnobocznego o boku g,
od bokow tego trojkata?

2. Trojkat prostokatny o przyprostokatnych AC = 11 BC = 2 podzielono na dwie czeéci o rownych polach
prosta prostopadla do przeciwprostokatne;j. Jaka jest dlugos¢ odcinka tej prostej, zawartego wewnatrz
trojkata, i jaka jest odlegtos$¢ B od tej prostej?

3. Dlugosci dwéch bokéw tréjkata wynosza 12 i 12v3, a promien okregu opisanego wynosi 12. Ile ma trzeci
bok?

SERIA VI

1. Ile wynosza promienie okregu wpisanego w tréjkat rownoboczny o boku a i opisanego na tym tréjkacie?

2. Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych AC = 6 i BC = 12. Jaki jest promien okregu stycznego
do przyprostokatnych, o srodku na przeciwprostokatne;j?

3. Punkt wewnetrzny tréjkata réwnobocznego jest odlegly od bokéw trdjkata o 1, 10 i 100. Jaki jest obwod
tego trdjkata?

SERIA VII

1. Znajdz odlegto$¢ miedzy $rodkami okregdéw wpisanego i opisanego na tréjkacie prostokatnym o przy-
prostokatnych 10 i 24.

2. Punkt wewnetrzny trojkata rownobocznego jest odlegty od wierzchotkdow tréjkata o 1, 10 i 100. Jaki jest
obwdd trojkata?

3. W tréjkat rownoramienny o podstawie 12 i ramionach 18 wpisano okrag. Jaka jest odlegto$¢ miedzy
punktami styczno$ci na ramionach?

SERIA VIII

1. Odleglo$¢ srodka ciezkoéci tréjkata ABC od wysokosci CF wynosi 6, a bok AB = 20. Jakie sa dlugosci
odcinkdw, na jakie F dzieli AB?

2. W tréjkat rownoramienny o podstawie 10 i ramionach 13 wpisano okrag. Styczna do tego okregu przeci-
na ramiona w punktach P i Q. Znajdz dlugoé¢ odcinka PQ.

3. Prowadzimy dwie proste réwnolegle do dwdch bokéw trojkata tak, ze dzielg one trojkat na 4 czesci o row-
nych polach. Znajdz dtugosci odcinkéw, na jakie proste te dzielg trzeci bok tréjkata, jesli jego dlugosé
wynosi 2.
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SERIA IX

1. Dane s3 dtugo$ci bokéw trdjkata a = 2, b = 4 oraz dlugo$¢ $rodkowej poprowadzonej z ich wspolnego
wierzchotka s = V3. Znajdz pole trojkata.

2. Promien okregu wpisanego w trdjkat prostokatny wynosi 3, a dtugos¢ przeciwprostokatnej wynosi 15.
Znajdz dtugosci pozostatych bokow.

3. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym wysoko$ci AD = 6 i BE = 8 przecinaja si¢ w punkcie M i kat
AMB ma 150°. Oblicz pole trojkata.

SERIA X

1. Tréjkat ABC jest wpisany w okrag i dane s3 jego katy A i B (A < B). Wyznacz kat miedzy prosta AB i stycz-
na do okregu w punkcie C.

2. W tréjkacie prostokatnym promien kota wpisanego jest 5, a odlegto$¢ miedzy $rodkami két wpisanego
i opisanego na tym trdjkacie jest 12. Oblicz obwdd i pole trojkata.

3. Przyprostokatne trojkata prostokatnego majg dtugosci a i 2a. Oblicz dlugos¢ promienia okregu stycznego
do przyprostokatnych o $rodku lezacym na przeciwprostokatne;.

SERIA XI

1. W tréjkacie prostokatnym dlugosci bokéw sa catkowite i jedna przyprostokatna wynosi 12. Jakie sa dtu-
gosci pozostalych bokéw?

2. Pole trojkata o bokach a < b < ¢ wynosi 1,5. Jaka jest co najmniej dlugo$¢ b?

3. W tréjkacie ostrokatnym ABC dtugosci AB, BC, AC sg kolejnymi liczbami naturalnymi wigkszymi od 3.

Wysokos¢ poprowadzona do boku BC dzieli go na 2 czgéci. Jaka jest roznica dlugosci tych czesci?
Ligi na WPM

Ponizej zamieszczamy wybér zadan z lig prowadzonych od 2007 roku na Wroclawskim Portalu Mate-
matycznym (www.matematyka.wroc.pl). Odbywaja sie¢ w cyklu roku szkolnego. Kolejne serie, zawierajace
po trzy zadania trwaja miesigc, a rozwigzania mozna przesyta¢ zaréwno drogg elektroniczng, jak i tradycyj-
na poczty. Zadania oceniane sg na 0, ¥ lub 1 punkt, a poprawne rozwigzania, omdéwienie bledéw i aktualny
ranking sa publikowane po uplywie terminu przesylania odpowiedzi. W ostatnich latach udzial w tych li-
gach bierze kilkuset zawodnikéw (gtéwnie ucznidéw) z catej Polski.

Ciekawostka jest fakt, ze oprocz trzech lig stricte matematycznych - dla poziomu szkét podstawowych,
gimnazjow i szkét ponadgimnzjalnych - na portalu s prowadzone ligi otwarte dla wszystkich - tamigltow-
kowa i komputerowo-kalkulatorowa, a takze dwie ligi tematyczne: z lingwistyki matematycznej i matema-
tyki finansowej. Ta ostatnia (sponsorowana przez Fundacje Banku Zachodniego WBK) daje poza rywali-
zacjg takze bezposredniag mozliwo$¢ nauki. Zakladajac zerowa wiedze wstepna uczestnikow, organizatorzy
publikuja co miesigc krotki wyktad, ktérego zrozumienie jest konieczne do rozwigzania danej serii zadan.
Miniwyktad jest wspolny, a zadania osobne dla poziomdw: szkét podstawowych (1), gimnazjéw i szkoét po-
nadgimnazjalnych.

Ponizej prezentujemy przykladowe zestawy zadan z wymienionych typow lig.

Liga matematyczna dla szkét podstawowych
Zad. 1. 15 maja o 18 Smok Mlekopij zapadt w wiosenng drzemke, z ktorej obudzil sie w samo potudnie
w Dzien Dziecka. Ile godzin przespal?
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Zad. 2. W pokojowej demonstracji na rzecz uczniéw szkot podstawowych wzigto udzial ponad 1000 uczest-
nikéw. Gdy probowali ustawic si¢ szdstkami, zostawalo ich czworo. Nie mogli réwniez ustawié si¢ czworka-
mi, ale udato si¢ uformowac z nich szyk po 5 0s6b w rzedzie. Ilu demonstrantéw bylo co najmniej?

Zad. 3. Z kartki wycieto cztery kwadraty o boku 4 cm. Nastepnie polozono je na kartce z narysowanym
kwadratem o boku 8 cm, tak ze ich $rodki pokrywaja sie z wierzchotkami kwadratu na kartce, a boki sa
réwnolegle do jego bokéw. Jaka czes¢ kwadratu na kartce w ten sposéb zakryto?

Liga matematyczna dla gimnazjow

Zad. 1. Ile jakich $cian ma bryla bedaca najmniejszg figurg wypukla, ktora zawiera $rodki wszystkich $cian
danego sze$cianu?

Zad. 2. Tloma zerami korczy si¢ silnia liczby 43212

Zad. 3. Dw6ch wedrowcow mialo w sumie pigé bochenkéw chleba, z czego trzy nalezaty do jednego, a dwa
do drugiego. Podczas postoju dosiadl si¢ do nich trzeci podréznik, a ze byli glodni, wspdlnie zjedli caly
chleb, przy czym kazdy zjad! tyle samo. Ugoszczony chcial zaptaci¢ dwém towarzyszom za positek, ofiaro-

wujac im pigé solidéw. Jak sie powinni podzieli¢?

Liga matematyczna dla szkét ponadgimnazjalnych

Zad. 1. T jest tréjkagtem réwnoramiennym. Nazwijmy, niezaleznie od ich polozenia, wierzchotki jego pod-
stawy przez A i B, trzeci wierzchotek przez C, a §rodek odcinka AB przez D. Podczas porannej gimnastyki
T powtarza 2009 razy nastepujaca sekwencje¢ ruchéw: przesunigcie o metr zgodnie z wektorem DC, obrét
0 90° w prawo wokdt prostopadlej do T prostej przechodzacej przez jego $rodek ciezkosci, kolejne przesu-
niecie o metr zgodnie z (inaczej juz wéwczas potozonym!) wektorem DC i obrét o 90° wokét prostej CD. Ile
wynosi wypadkowe przemieszczenie $rodka ciezko$ci T?

Zad. 2. Tle miejsc zerowych ma funkcja f (x) =Vx+1-x+q w zaleznoéci od wartosci g?

Zad. 3. Niech p oznacza liczbe pierwsza wieksza od 2. Ile roznych reszt z dzielenia przez p daja kwadraty
liczb calkowitych? Uzasadnij odpowiedz!

Liga lamigléwkowa
Zad. 1. Przekladajac jak najmniej zapalek w figurze z rysunku 1, uzyskaj nowa
figure zlozong z trzech jednakowych kwadratow.

Zad. 2. Czterech wedrowcéw zamierza przej$¢ przez diugi niebezpieczny most

wiszacy nad rwacg rzeka. Most jest w stanie udZzwigna¢ najwyzej dwoje ludzi. Nie-

stety, zapadia wlasnie noc i przechodzacy przez most muszg mie¢ przy sobie latar-

ke. Wedrowcy cechujg si¢ rozna sprawnoécia fizyczna: jeden na pokonanie mostu

potrzebuje co najmniej minuty, drugi - dwoch minut, trzeci - pigciu, a czwarty Rys. 1
— dziesieciu. Czy maja szanse znalez¢ si¢ wszyscy na drugim koncu mostu w ciagu
17 minut, jesli maja tylko jedna latarke?

Zad. 3. Rozszyfruj szaradg: litera+przyimek+pozegnanie = sofa.

Zad. 1. Ojciec Kai ma cztery corki. Imiona trzech z nich to Zuzu, Zaza i Zeze. Jak moze mie¢ na imig czwarta?
Zad. 2. Do dyspozycji masz trzy puste pojemniki: 7-, 6- i 3-litrowy oraz wypelniony woda 15-litrowy. Jak
spowodowac, zeby w trzech pojemnikach bylo po 5 litréw wody?
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Zad. 3. Poznajesz trzy osoby: jedna zawsze mowi prawde, druga zawsze ktamie, a trzecia odpowiada wedtug
swojego widzimisie, przy czym kazda z nich wie, ktdra jest ktdra. Jak to ustali¢, zadajac trzy (niekoniecznie
rézne) pytania, na ktére odpowiedziami sg ,,tak” lub ,,nie”? Kazde pytanie mozna zada¢ dowolnemu z trzech

rozmoOwcow.

Liga z lingwistyki matematycznej

Zad. 1. Wigkszosé¢ polskich rzeczownikéw majacych formy meskie i zenskie tworzy Zenskie jako pochodne
(tzw. derywaty) meskich, na przyktad ‘sedzina, ‘heroina, ‘krélowa, ‘kierowniczka, ‘synowa’ (czasem derywaty
nie oznaczaja znaczeniowych odpowiednikéw meskich form bazowych). Odwrotne zjawisko wystepuje jednak
w wypadku stéw ‘wdowiec i ‘wdowa’ - pierwsze jest pochodnag drugiego. Dlaczego taka jest miedzy nimi rela-
cja? Podaj rzeczownik oznaczajacy kobiete, dla ktorego polszczyzna nie tworzy w ogéle formy meskiej.

Zad. 2. Ponizej lista kilku stéw w trzech jezykach, z ktérych dwa maja wspolnego przodka, a trzeci nie jest

z nimi spokrewniony. Jak mozna ustali¢, ktdry jest tym trzecim?

jezyk A jezyk B jezyk C znaczenie
dakika dakika daka minuta

ra’s kichwa ro§ glowa

daftar daftari maxberet zeszyt

$ams jua Seme$ stotice

nafs moyo nefe$ dusza

habar habari xadasa wiadomos¢
rigl mguu regel noga

wizédra wizara misrad ministerstwo

Zad. 3. Aby mozliwie losowo zaburzy¢ porzadek alfabetyczny, jezykoznawcy stosuja nieraz stowniki a tergo
(tac. ‘od tylw’), czyli spisy wyrazéw w kolejnosci alfabetycznej ich konicowych liter. Na przyklad uporzadko-
wane a tergo sa wyrazy ‘zaba, ‘cztowiek] ‘pies, kot’ Jaki jednowyrazowy polski liczebnik oznaczajacy liczbe
mniejsza od biliarda bedzie pierwszy, a jaki ostatni w ich spisie a tergo?

Zad. 1. Uzupelnij zdania.

A) Stowo PODA ma si¢ tak do BODA, jak TOGA do ...

B) Stowo GABON ma si¢ tak do PANGO, jak DEZEN do ...

C) Stowo PATAGO] ma si¢ tak do BODOKA]J, jak KOFOLA do ...

Zad. 2. Angielskie three jest liczebnikiem, ktory ma tyle glosek, ile wynosi nazywana przez niego liczba.
Podaj wszystkie takie jednowyrazowe liczebniki polskie.

Zad. 3. Podano kilka réwnosci arytmetycznych zapisanych w jezyku L. Podaj A, B, C. Co to za jezyk?
fem-fir = tyve

fem-fem = femogtyve

fireogfirsindstyve+seks = halfemsindstyve

seksogtresindstyve+niden = femogfirsindstyve

femden+femogtresindstyve = firsindstyve

treden+A = niogtyve

seks-ni =B

niogtresindstyve+fireogtyve = C
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Liga komputerowo-kalkulatorowa

Zad. 1. Uzyskaj na wyswietlaczu liczbe 1001, uzywajac jedynie klawiszy 2, 7, X, — i = i, naciskajac je w sumie
najwyzej dziewie¢ razy.

Zad. 2. Jaka jest reszta z dzielenia liczby 123456789987654321 przez 12342

Zad. 3. Pierwszym elementem pewnego ciagu liczb jest 1. Kazdy dalszy element tego ciagu to suma tréjki
oraz iloczynu liczby 2 i poprzedniego elementu. Jaki jest dwudziesty szosty element tego ciagu?

Zad. 1. Podaj dzialanie, ktorego wykonanie przez wyszukiwarke google wymaga pieciokrotnego nacié$niecia
dowolnie wybranych klawiszy (nie liczgc nacié$niecia klawisza Enter w celu obliczenia wyniku), o mozliwie
najwiekszym wyniku.

Zad. 2. Ile jest mniej wiecej ziaren piasku na polskich plazach Baltyku? Podaj przyjete wielkosci.

Zad. 3. Ile liczb calkowitych spelnia nieréwnos$¢(¥2)* < 1-2009x?

Liga z matematyki finansowej

Poziom SP

Zad. 1. W ofercie hurtowni ,,U Wiewi6ry”, prowadzonej przez pana Edwarda Wiewidre, znajdujemy orze-
chy laskowe w cenie 6 zt za pélkilogramowe opakowanie plus 5% VAT. Jaka jest cena brutto kilograma tych
orzechéw w hurtowni?

Zad. 2. Pani Kowalska kupita wczoraj w sklepie ,,U Kominka’, prowadzonym przez pana Bogdana Kominka,
5 m?® drewna opalowego, na ktére obowigzuje 8-procentowa stawka VAT, i zaplacita 1080 zt. Ile podatku VAT
ze sprzedazy drewna opalowego musi pan Kominek odprowadzi¢ do urzedu skarbowego, jesli w styczniu
sprzedat 100 m® tego drewna?

Zad. 3. W roku 2010 sprzet komputerowy byl obtozony 22-procentows stawka VAT, a w 2011 roku stawka
VAT roénie do 23%. Ile powinna kosztowa¢ w styczniu 2011 w sklepie ,,U Kota”, prowadzonym przez pana

Jana Kota, bezprzewodowa mysz komputerowa, ktérej cena brutto w grudniu 2010 roku wynosita 122 zt?

Poziom GM

Zad. 1. Na wyroby spozywcze obowiazujg rézne stawki VAT, w zaleznosci od rodzaju produktéw. Sg one po-
dane na kazdym paragonie, ktéry otrzymujesz, robigc zakupy. Pani Kowalska kupila wczoraj w osiedlowym
centrum handlowym ,,U Sasiadki”, prowadzonym przez pana Roberta Sasiadke, herbate za 13,62 zt, kawe
cappuccino za 8,56 zt i sze$ciopak wody mineralnej za 13,65 zI. Ponadto kupita 5 stoiczkéw ¢wikly z chrza-
nem lgcznie za 10,42 zl, przyprawe do zup za 18,10 zl, majonez za 4,25 zl, poledwice wieprzowg za 26,53 zt
ikielbase drobiowa za 19,86 zI. Na koniec dotozyta do koszyka trzy papryki facznie za 9,75 zt, brokut za 4,40 zt
i opakowanie jaj za 5,03 zt. Na napoje obowiazuje 23-procentowa stawka VAT, na zywno$¢ nieprzetworzong,
mieso i wedliny - 5%, a na pozostale produkty z koszyka pani Kowalskiej — 8%. Ile podatku VAT zarobit
budzet panstwa na zakupach pani Kowalskiej?
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Zad. 2. W 2010 roku na wyroby wedliniarskie obowigzywal 7-procentowy VAT, ale obecnie wedliny prze-
niesiono do grupy towaréw o nizszej stawce podatkowej (5%). Ile powinien kosztowaé dzi§ w sklepie
»U Myéliwego”, prowadzonym przez pana Franciszka Mysliwego, kilogram kielbasy wedzonej z dzika, ktdrej
cena brutto w grudniu 2010 roku wynosita 25,68 zI?

Zad. 3. Czy wzrost podatku VAT z 22% na 23% oznacza wzrost ceny brutto produktu o 1%? Uzasadnij
odpowiedz.

Poziom LO

Zad. 1. W 2010 roku na wyroby bednarskie z drewna obowigzywal 7-procentowy VAT. Ile kosztowala
w grudniu w sklepie ,,U Bednarza”, prowadzonym przez pana Roberta Bednarza, debowa beczka o pojem-
noéci 100 1, jedli zmiana stawki podatku na 8% spowodowata wzrost jej ceny brutto o 5,50 zt?

Zad. 2. Jaki procent ceny brutto produktu stanowi podatek VAT dla towardéw, na ktére obowiazuja stawki
VAT réwne odpowiednio 5%, 8% i 23%?

Zad. 3. O ile procent wzrosta cena netto, a o ile — cena brutto towaréw obltozonych w 2010 roku 22-procen-
towa stawka VAT, a w 2011 roku - 23-procentowg stawka VAT?




4. Mecz matematyczny
Malgorzata Mikolajczyk, Wroctaw

W artykule prezentujemy geneze meczéw matematycznych i sposob
ich pojawienia si¢ w historii matematyki, a takze to, jak wykorzystac je
jako narzedzie ksztafcenia umiejetnosci matematycznych i spolecznych
uczniéw. Zamieszczamy tez przykladowy regulamin rozgrywki meczowej

oraz zestawy zadan meczowych dla roznych pozioméw nauczania.

Mecze matematyczne dawniej i dzis

Mecze matematyczne byly popularng forma prezentacji dorobku naukowego matematykow
w XVI-wiecznej Europie, gdy nie bylo jeszcze czasopism naukowych (byla to jednoczesnie forma publicz-
nego oglaszania wynikéw swoich badan oraz zdobywania dla nich sponsoréw). Mecze takie polegaly na
publicznym wzajemnym przekazaniu sobie nawzajem przez zawodnikéw okreslonej liczby probleméw oraz
umoéwieniu si¢ na nastgpne spotkanie, na ktérym kazdy przedstawial rozwiazania zadan przeciwnika. Zwy-
cigzcy zostawal ten, kto zrobil ich wiecej, a nagroda byl obiad fundowany przez przegranego dla tylu przyja-
ciot zwyciezcy, ile wynosita réznica liczby rozwigzanych przez nich zadan. Obecnie mecze matematyczne s
popularna forma zawoddéw zespolowych rozgrywanych miedzy klasami lub reprezentacjami zaprzyjaznio-

nych szkél oraz uczestnikami kétek lub obozéw matematycznych.
Dolnoslaskie Mecze Matematyczne

Na Dolnym Slasku i Opolszczyznie oraz w przylegtych powiatach
Wielkopolski od 2001 roku rozgrywane sa miedzy szkotami Dolno$laskie
Mecze Matematyczne. Trwajg przez caly rok szkolny i odbywaja si¢ syste-
mem grupowym az do wylonienia zwyciezcy. Uczestniczy w nich kazdo-

razowo okolo 2,5 tysiagca uczniéw ze 150 szkol. W pierwszym semestrze

roku szkolnego odbywa si¢ runda eliminacyjna, szkoly graja w grupach
po cztery, systemem ,kazdy z kazdym”, odwiedzajac sie nawzajem. Zwy-
cigskie druzyny przechodza do rundy poétfinatowej, rozgrywanej w drugim semestrze w podobny sposéb.
W maju wszyscy uczestnicy meczéw spotykaja sie podczas finaléw w poszczegolnych kategoriach (szkoty
podstawowe, gimnazja, szkoly ponadgimnazjalne), a w czerwcu najlepsi zawodnicy ze wszystkich szkot
biorg udzial w obozie naukowym.

Szkoly, ktore odpadaja z rozgrywek na etapie eliminacji, czgsto organizuja rozgrywki wewnatrz- lub mie-
dzyszkolne z wykorzystaniem zadan z dalszych etapdw, ktore sg udostgpniane w internecie. Zadania przy-
gotowuja studenci i pracownicy Uniwersytetu Wroclawskiego. Gtéwna nagroda jest puchar Fundacji Mate-
matykéw Wroclawskich oraz udzial w matematycznej wycieczce albo spektaklu teatru studenckiego. Szkoty
finatowe otrzymuja pomoce dydaktyczne do matematyki i prenumerate czasopism. Wiecej informacji mozna

znalez¢ na stronie internetowej www.fmw.uni.wroc.pl, zakladka: Dla ucznia > Mecze matematyczne.
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Czym jest mecz matematyczny?

Co odréznia mecze od innych konkurséw matematycznych? Jest to turniej zespotowy, podczas ktd-
rego druzyny otrzymuja jednakowe zestawy zadan, a po ustalonym czasie spotykaja sie i zadaja sobie
nawzajem zadania z tego zestawu do rozwigzania przy tablicy przez jednego z zawodnikéw. Nie chodzi
tu o samg odpowiedz. Do kazdego zadania musi by¢ podane petne i szczegétowo uzasadnione rozwia-
zanie, w przeciwnym razie przeciwnicy od razu wskazg luki w rozumowaniu, jury obnizy oceneg, z ktdrej
czg$¢ punktéw moze przeja¢ druzyna przeciwna. Nie wystarczy wigc umieé zadanie rozwigzad, liczy
sie takze sztuka prezentacji i argumentowania. Trzeba tez uwaznie $ledzi¢ rozumowanie przeciwnika.
Zadania meczowe musza by¢ specyficzne. Powinny rozwija¢ umiejetnosci wnioskowania dedukcyjnego
i argumentowania, tak rzadko obecne w praktyce nauczania w dobie powszechnosci konkurséw i egza-
mindéw testowych.

Forma meczu ma ogromne walory edukacyjne. Podczas rozgrywki uczniowie nie tylko ,$cigaja si¢’,
ale i wiele uczg si¢ od siebie nawzajem i to w roznych fazach meczu. Po raz pierwszy, gdy wspdlnie pracuja
nad zadaniami, konsultujg swoje pomysly z kapitanem, nawzajem analizujg swoje rozwigzania, probujac
wychwyci¢ bledy i niejasnosci oraz uzupelni¢ luki. Po raz drugi - podczas rozgrywki, gdy obserwuja przy
tablicy przeciwnikéw i dyskutuja z nimi oraz jurorami o przedstawionym rozwiazaniu. Po raz trzeci ucza
sie od juroréw, studentéw lub nauczycieli, ktérzy podczas oceny rozwigzania omawiaja zauwazone bledy
i usterki (aby nie przedtuzaé rozgrywki nie przedstawia si¢ wtedy na ogét poprawnych rozwigzan zadan,
ktoére nie zostaly rozwiazane przez uczniéow). I wreszcie po raz czwarty — w szkole, kiedy z wtasnym nauczy-
cielem jeszcze raz omawiaja meczowe zadania i ich poprawne rozwiazania oraz analizujg przyjeta strategie
rozgrywki.

Taka forma konkursu jest bardzo atrakcyjna zaréwno dla zawodnikéw jak i kibicow, bo angazuje ich
emocjonalnie. Zwyciestwo zalezy nie tylko od wiedzy matematycznej, ale w znacznej mierze takze od przy-
jetej strategii rozgrywki. Takie zawody uczg tez wspdtpracy w grupie (dyskusja z kolegami pozwala niejed-
nokrotnie wpa$¢ na pomyst rozwiazania lub ulepszy¢ juz znalezione) oraz samodzielnego i odpowiedzial-

nego podejmowania decyzji, bez mozliwosci ich akceptacji przez nauczyciela.

Regulamin meczu

Ponizej przedstawiamy przyktadowy regulamin meczu matematycznego, ktéry wielokrotnie sie spraw-
dzit w praktyce w meczach miedzyszkolnych i miedzyklasowych. Jednak w zaleznosci od specyfiki sytuacji
dydaktycznej mozna poddawa¢ go rozmaitym modyfikacjom.

1. W meczu biorg udziat dwie druzyny 10-osobowe. Na czele kazdej druzyny stoi kapitan.

2. Na godzine przed rozpoczeciem rozgrywki kapitanowie otrzymuja jednakowe zestawy 10 zadan oraz
losuja, ktora druzyna rozpocznie gre (tzn. jako pierwsza wskaze zadanie dla druzyny przeciwnej).

3. Przez godzing druzyny rozwiazuja zadania bez kontaktu z innymi uczniami i nauczycielami. Moga ko-
rzystac z tablic i kalkulatoréw, jednak podczas meczu nalezy uzasadni¢ niestandardowe fakty, z ktérych
sie korzysta, i uzasadni¢ poprawno$¢ krokéw rozumowania wykorzystujacych metody numeryczne lub
graficzne.

4. Nad prawidtowo$cig przebiegu meczu czuwa jury, ktdre rozstrzyga wszystkie kwestie sporne. Decyzje

jury sa ostateczne.
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5. W sktad jury wchodzi po jednym nauczycielu matematyki z kazdej ze stron i ewentualnie przedstawi-
ciel niezalezny (nauczyciel z innej szkoly, uczen ze szkoly wyzszego poziomu, student matematyki lub
pracownik uczelni).

6. Podczas rozgrywki druzyny zadaja sobie nawzajem zadania na przemian. Mecz koniczy sie po rozwigza-
niu 8 sposrod 10 zadan z listy.

7. Druzyna, ktérej zadano zadanie, moze je przyjac lub odbic. Jezeli zadanie zostanie odbite, rozwigzuje je
druzyna, ktdra je zadata.

8. Rozwigzanie kazdego zadania przedstawia na tablicy inny z zawodnikéw.

9. Podczas prezentacji zawodnik nie moze si¢ kontaktowaé z druzyng, nauczycielem ani publicznoécia.

10. Po zakonczeniu prezentacji rozwigzania kapitan druzyny, ktora je przedstawiata, ma prawo pierwszy je
uzupelni¢. Potem zabiera glos kapitan druzyny przeciwnej. Moze zgtaszaé uwagi, zastrzezenia, komen-
tarze, prosi¢ o dodatkowe wyjasnienia, przedstawi¢ uproszczenie rozwiazania itp. Dodatkowe pytania
mogga tez zadawac jurorzy.

11. Po zakonczeniu dyskusji jury ocenia oryginalne rozwiazanie (bez uwag kapitana i uzupelnien) w skali
0-10. Za zadanie zaklasyfikowane jako ,nierozwigzane” mozna przyzna¢ 0-5 punktéw, a za zadanie
rozwigzane 6-10 punktow. Kazdy z czlonkéw jury podaje swojg ocene bedaca liczbg calkowita, po czym
oblicza sie $rednig.

12. Druzyna, ktdra rozwigzywala zadanie podane przez przeciwnikow, otrzymuje tyle punktéw, ile wynosita
ocena jej rozwiazania. W przypadku zadania odbitego liczba punktéw przyznanych za rozwiazanie obli-
czana jest wedtug wzoru n = 2p-10, gdzie p jest oceng zadania podang przez jury.

13. W przypadku zadania uznanego za rozwigzane, ale nie bezblednie, dodatkowe punkty za wskazanie
usterek moze otrzyma¢ druzyna zadajaca zadanie. Nastepuje wtedy przejecie punktéw. Powinno ono
by¢ stosowane tylko w przypadku wskazania istotnych uchybien i nie moze przekroczy¢ liczby punktéw

odjetych druzynie prezentujacej zadanie.
Uwagi praktyczne

Zadania w zestawie meczowym moga by¢ dobrane tematycznie lub przekrojowo. W tym drugim przy-
padku dobrze, zeby dotyczyly wielu réznych dzialow, uwzgledniajac szeroki wachlarz tematéw i metod roz-
wigzania. W zestawach DMM zawsze jest zadanie famigléwkowe, arytmetyczne oraz z geometrii plaskiej
i przestrzennej, a w starszych kategoriach — zadanie z réwnan, nauki o funkcjach i probabilistyki. Wazne jest,
zeby zadania mialy zréznicowany stopieni trudnosci, na przyklad w zestawie 10 zadan zawsze trzy sg tatwe,
trzy - $rednie i trzy - trudne. To sprawia, ze duzg role zaczyna odgrywa¢ strategia rozgrywki, a nie tylko
liczba zadan, ktdre druzyna potrafi rozwigzac.

Dolnoslaskie mecze (poza finatowymi) sedziuja nauczyciele obu druzyn. Na poczatku jest to trudne,
by ,na goraco” decydowa¢ o ocenie zaprezentowanego zadania, nawet jesli zna si¢ jego rozwiazanie (szkice
dostarczajg organizatorzy) i wstepnie si¢ przemyslalo mozliwe do popetnienia bledy i odpowiadajace im
reakcje jury. Uczniowie potrafia wymysla¢ zupelnie nieprzewidywalne scenariusze. Wazne jest, by ocenia-
nie odbywalo si¢ w czasie zaniedbywalnym w stosunku do prezentacji rozwigzania. Dlatego po kilku latach
eksperymentowania zrezygnowaliSmy z osiggania konsensusu przez juroréw na rzecz wyciggania sredniej
arytmetycznej z ich ocen. Zdarzalo si¢ bowiem, ze dyskusje juroréw nad odjeciem pojedynczego punktu

trwaly w nieskoniczono$¢ i byly bardzo emocjonalne. W obecnej wersji regulaminu juror, ktéry podat nizsza
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ocene, wyjaénia, za jakie bledy odjeto punkty. Pewne usterki mozna wtedy wytkna¢, ale nie muszg one obni-
zaé oceny (przejezyczenia, niestandardowa lub niekonsekwentna notacja, btedy jezykowe, terminologiczne
itp.). Kolejna zasada jest taka, ze nawet jesli uczen poda poprawng odpowiedz, ale nie objasni sposobu jej
uzyskania, dostaje tylko 2 punkty. Rozwigzanie zadania polega bowiem na prezentacji procesu myslowego,
a nie samego wyniku (zwlaszcza uczniowie SP przyzwyczajeni do zadan testowych maja na poczatku trud-
noéci ze zrozumieniem tej zasady). Inna wazna reguta: rozwigza¢ zadanie to znaczy podac¢ wszystkie obiekty,
ktore spelniaja warunki zadania, i uzasadni¢, ze innych nie ma. Zatem odgadniecie odpowiedzi i spraw-
dzenie, ze spelnia warunki zadania, nie jest rozwigzaniem (nawet jesli uzyskana odpowiedz jest jedyna).
Trzeba wskaza¢ droge dojscia do tej jedynej odpowiedzi, ktéra jednoczesnie wykazuje, ze innych mozliwo$ci
nie ma. Opanowanie tej zasady rowniez zabiera, zwlaszcza mtodszym uczniom, troche czasu. Ponadto za
rozwigzania merytorycznie poprawne, ale zmudne, sprawdzane ,na palcach” i nieefektywne, na przyktad
za niepotrzebne sprawdzanie wielu przypadkéw, ktére daloby si¢ wyeliminowa¢ jednym argumentem, odej-
mujemy 2 punkty. Jesli nieefektywno$¢ rozwigzania wskaze druzyna przeciwna, otrzymuje te punkty w ra-
mach ,,przejecia’. Na ogot jednak rolg przeciwnika jest wskazanie usterek, btedow i luk w zaprezentowanym
rozwigzaniu, a nie pokazanie innego sposobu rozwigzania.

Duze obawy ucznidéw (co jest zrozumiale), ale i nauczycieli (co jest zupelnie nieuzasadnione) budzi
konieczno$¢ rozegrania meczu ze szkolg o znacznie wyzszym poziomie umiejetnoéci matematycznych
ucznidw. To nic, ze wynik takiego meczu zazwyczaj z gory jest przesadzony. Nalezy jednak pamietac, ze
nauczyciele z takich szké? (a jest to chyba reguta we wszystkich szkotach) sg znacznie bardziej wyma-
gajacy w stosunku do wlasnych uczniéw. Zaletg takich spotkan jest przede wszystkim to, Ze uczniowie
stabsi bardzo duzo si¢ uczg od swoich lepszych kolegéw, znacznie wigcej niz od ucznidéw na zblizonym
do nich poziomie. Latwiej im przejaé¢ pewne postawy od réwie$nikéw niz od nauczyciela, ktéry méwi
im o tym nawet dziesiatki razy. Latwiej zrozumie¢ argumentacj¢ rowiesnika podang inaczej niz przez
wlasnego nauczyciela, ktory wielokrotnie ttumaczy to samo, ale i zawsze tak samo. Z do$wiadczenia
wiem, ze w podobnych sytuacjach nauczyciele stabszych druzyn ze zdziwieniem stwierdzali, ze po
takim meczu ,nie poznawali wlasnych uczniéw”, poniewaz w kolejnych meczach wydawali si¢ o wiele

dojrzalsi matematycznie.
Zestaw meczowy dla szkoly podstawowej

1. Na ile tréjkatéw rozpadnie si¢ stukat rozciety wzdluz przekatnych wychodzacych z jednego wierzchotka?

2. Czy istnieje liczba dodatnia podzielna przez kazda z liczb 1, 2, 3, ..., 20132

3. Basia i Marek powiedzieli mamie na ucho wybrane przez siebie liczby naturalne, mama glosno powiedzia-
fa, ile wynosi ich iloczyn. Basia wiedziala, jaka liczbe powiedzial Marek, ale on nie wiedzial, co powiedzia-
ta Basia, mimo Ze jest dobrym matematykiem. Jak to mozliwe?

4. W pewnym kraju do szkot uczeszcza 20 miliondw ucznidw, z czego 20% to uczniowie szkot podsta-
wowych. Kazdy uczen podstawdwki otrzymuje podrecznik do matematyki za 30 $, zestaw ksiazek do
angielskiego za 70 $ i ksigzke do przyrody za 40 $. Ile pieniedzy musi wyda¢ ministerstwo o§wiaty na te
podreczniki?

5. Ile réznych ciezaréw mozna zwazy¢ na wadze szalkowej, majac do dyspozycji trzy odwazniki: 1 kg, 3 kg
i9kg?

6. Jaka reszte daje przy dzieleniu przez 5 liczba 9876543212013




Czes¢ I11. Jak uczy¢, aby rozwija¢ zainteresowania $ciste ucznia

7. Pokdj na poddaszu o wymiarach 4 m X 4 m ma spadzisty sufit (patrz rysunek). /\

W najnizszym miejscu jego wysoko$¢ wynosi metr, a w najwyzszym — 2 m. Jaka

objetos¢ ma ten pokoj?

8. Udowodnij, ze wsréd dowolnych trzech liczb naturalnych da sie znalezé dwie

takie, ze ich roznica dzieli si¢ przez 2.

9. Ile czasu w ciggu doby obie wskazowki spedzaja jednoczesnie miedzy liczbami

213 na tarczy zegara?

10. Ile kwadratdw jest na tym rysunku?

Szkice rozwigzan

1. Tréjkatéw tych bedzie 98 - o jeden wigcej niz przekatnych wychodzacych z tego wierzchotka, ktérych
jest 97, poniewaz tacza one ten wierzcholek z kazdym innym wierzchotkiem stukata oprécz dwdch sa-
siednich i niego samego.

2. Taka liczba jest na przykifad iloczyn 2-3-4-...-2013.

3. Jedli Marek nie wiedzial, co powiedziala Basia, to znaczy, ze jego liczba pomnozona przez co najmniej
dwie rézne liczby daje ten sam iloczyn. Zatem powiedzial zero. Basia mogla powiedzie¢ dowolng liczbe
poza zerem, poniewaz tylko iloczyn przez zero réznej od zera liczby daje zero. Zera nie mogta powie-
dzie¢, bo z podanych wyzej powodéw nie wiedziataby, jaka byla liczba Marka.

4. Podstawowkowiczéw jest 4 mln, a koszt zestawu podrecznikéw dla jednego ucznia wynosi 140 $, wiec
ministerstwo musi wyda¢ 560.000.000 §.

5. Mozemy odwazy¢ nastepujace 13 ciezaréw (w kilogramach): 9+3+1, 9-3+1, 9+3-1, 9-3—1, 9+3, 9-3,
9+1,9-1, 3+1,3-1,9, 3, 1. Branie liczby z plusem odpowiada postawieniu odpowiedniego odwaznika na
jedng szalke, a z minusem - na drugg.

6. Z zasad mnozenia pisemnego wynika, Ze ostatnig cyfra tej potegi jest jedynka, zatem szukana reszta
wynosi 1.

7. »Rozkrajajac” pokéj jego plaszczyzng symetrii wzdluz szczytowej krawedzi sufitu i zestawiajac odpo-
wiednio otrzymane polowy, mozna zauwazy¢, ze jego objeto$¢ rowna si¢ objetosci prostopadloscianu
o wymiarach 2 m X 4 m X 3 m, czyli wynosi 24 m>.

8. Wéréd trzech liczb naturalnych co najmniej dwie sa nieparzyste lub co najmniej dwie s parzyste. W obu
tych przypadkach mamy wiec dwie liczby, ktorych réznica jest podzielna przez 2.

9. Wskazéwka godzinowa jest miedzy 2 a 3 przez 2 godziny (miedzy 2% a 3% i migdzy 14% a 15%). W tym
czasie wskazowka minutowa znajduje si¢ w tej samej czeéci tarczy przez 10 minut — migdzy 2% a 21
i miedzy 14% a 14,

10. Kwadrat6w jednokratkowych jest 12, dwukratkowych - 6 (na tyle sposobéw mozna wybra¢ jedng kratke
jako lewa gorna dla tego kwadratu), trzykratkowych - 2, czyli wszystkich jest 20.

Zestaw meczowy dla gimnazjum

1. W ubiegltym roku w mie$cie Toster odbyt si¢ jubileuszowy XX Festiwal Trzech Tenoréw. W biezacym roku
odbedzie si¢ on w Roster, a za rok w Gloster. Potem jego organizowanie bedzie cyklicznie kontynuowane
w kazdym z tych miast na zmiane, tak jak dzialo sie to wczeéniej. Przez ile lat XXI wieku organizatorem
festiwalu nie bedzie Gloster?
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2. Czy kasjer moze wydac reszte 20 zt siedmioma monetami, z ktérych kazda ma warto$¢ 1 zt lub 5 zt?

3. Czy w zbiorze tréjkatéw prostokatnych o przeciwprostokatnej 2013 istnieja trojkaty o dowolnie duzym
polu?

4. Dowolna liczba naturalna o dwucyfrowej koficowce k jest podzielna przez k. Dla jakich k to zdanie jest
prawdziwe?

5. Dla jakich liczb catkowitych a i b prawdziwa jest rowno$¢: (a+b)? = a*+ab+4b*?

6. Jakie wielokaty foremne maja t¢ wlasnos¢, ze sposrod ich wierzchotkéw mozna wybraé trzy bedace
wierzchotkami trojkata prostokatnego?

7. Zespdl pracownikéw ma wykonaé pewna prace w ciagu okreslonej liczby godzin. Gdyby pracownikéw
bylo o 4 wiecej, wykonywaliby te samg prace o 2 godziny krocej, a gdyby pracownikéw bylo o 3 mniej,
pracowaliby o 5 godzin dtuzej. Ilu bylo pracownikdw i ile godzin mieli pracowaé?

8. Wyznacz x i y, majac dane NWW (x, y) = 2275 i NWD(x, y) = 13.

9. Obwéd rombu wynosi 48 cm, a suma dlugosci jego przekatnych jest réwna 26 cm. Jakie jest pole rombu?

10. Ostrostup prawidlowy szesciokatny przecigto plaszczyzna, ktdra przecina wszystkie krawedzie boczne.

Punkty przeciec¢ polaczono odcinkami co trzeci. Uzasadnij, ze te odcinki majg punkt wspélny.

Szkice rozwigzan

1. Wiek XXT to lata 2001-2100. Gloster organizuje festiwal w latach, ktérych numery daja z dzielenia przez
3 reszte 1, wigc zaczyna w 2002, a konczy 2098 (stosujemy ceche podzielnosci przez 3). Zatem festiwali
w Gloster jest (2098-2002):3+1 = 33. Pozostalych festiwali bedzie 67.

2. Nie moze, gdyz suma siedmiu liczb nieparzystych jest nieparzysta.

3. Nie istnieja. Przyprostokatne sg krotsze, a potowa ich iloczynu stanowi pole. Jest wigc ono ograniczone
z gory liczbg %-2013-2013, nie moze wigc by¢ dowolnie duze.

4. Zapiszmy liczbe o dwucyfrowej konicowce AB jako 100C + AB, gdzie C jest liczba naturalng, a A i B sa
jednocyfrowe. Poniewaz pierwszy skladnik dzieli si¢ przez 100, cala liczba bedzie dzielita si¢ przez 100
wtedy i tylko wtedy, gdy drugi skladnik, czyli dwucyfrowa koficéwka, bedzie sie dzielit przez 100. To
samo jest prawdziwe dla wszystkich dzielnikéw liczby 100. Zatem podana cecha jest cechg podzielnosci
(czyli warunkiem réwnowaznym podzielnosci) dla liczb k réwnych: 01, 02, 04, 05, 10, 20, 25, 50, 100.

5. Wykonujac mnozenie (a+b)(a+b), mozna sprawdzi¢, ze dla dowolnych a i b zachodzi réwnosé
(a+b)? = a>+2ab+b*. Zatem szukamy liczb a i b spelniajacych a*+2ab+b* = a*+ab+4b* lub réwnowaznie
ab = 3b%. Warunek ten jest spelniony dla b = 0 i dowolnego a calkowitego oraz dla a = 3b, czyli dowolne-
go b calkowitego réznego od zera i a stanowiacego trzykrotnos¢ tej liczby.

6. Wpiszmy wielokat foremny w okrag. Istnienie trzech wierzchotkéw tworzacych trojkat prostokatny
oznacza, ze tworza one kat wpisany oparty na $rednicy (na mocy twierdzenie odwrotnego do twierdze-
nia o kacie wpisanym opartym na $rednicy). Srednica laczy 2 wierzchotki wielokata foremnego tylko
w parzystokatach.

7. Zalézmy, ze x pracownikéw ma pracowac przez h godzin. Zaktadamy tez, ze kazdy pracownik ma taka
samg wydajnoé¢ pracy jak inni i nie zmienia si¢ ona przez caly czas. Z warunkéw zadania wiemy, Ze:
(x+4)(h-2) = (x-3)(h+5) = xh, co daje rownowazny uklad réwnan: 4h-2x = 8 i 5x-3h = 12, spelniony
przezx=6ih=>5.

8. Wiemy, ze x = 13n iy = 13k, gdzie n i k s3 wzglednie pierwsze. Ponadto z wlasno$ci NWW i NWD wy-
nika, ze xy = NWW (x, y)- NWD(x, y), zatem 169kn = 2275-13. Stad kn = 175 = 5-5-7. Mozliwe pary (k, n)




Czes¢ I11. Jak uczy¢, aby rozwija¢ zainteresowania $ciste ucznia

z doktadnoscig do kolejnoéci to (1, 175) i (7, 25). Stad mozliwe pary (x, y) z dokladno$cia do kolejnosci
to (13, 2275) oraz (91, 325).

9. Niech d i e oznaczaja dlugosci potdéwek przekatnych rombu. Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze
d*+e* = 12% = 144. Natomiast d+e = 13, czyli (d+e)? = 169. Wiemy, ze (d+e)* = d*+e? + 2de = 144+2de = 169,
skad 2de = 25. Pole rombu to 2d-2e, czyli 50.

10. Niech A, A,, A, ..., A, to punkty przecigcia plaszczyzny tnacej z kolejnymi krawedziami bocznymi
ostrostupa, a O to wierzchotek. Laczymy odcinkami A,z A, A,z A, i A, z A_. Zauwazmy, ze przeciecie
odcinkéw A A, iA A, lezy w przecigciu plaszczyzn OA A, i OA,A,. Kazda z tych plaszczyzn zawiera wy-
sokos¢ ostrostupa (bo zawiera jego przeciwleglte krawedzie boczne), czyli wysoko$¢ jest wspolna prosta
tych dwéch plaszczyzn, zawiera wiec takze punkt przecigcia odcinkéw A A, i A A,. Analogicznie na
prostej zawierajacej wysoko$¢ leza przeciecia pozostatych par odcinkdéw. Ta prosta przecina plaszczyzne
przekroju w jednym punkcie i to jest wlasnie punkt wspélny odcinkéw.

Zestaw meczowy dla szkoly ponadgimnazjalnej

1. Dwie liczby dwucyfrowe roznia sie o 5, s3 podzielne przez 5, ich suma podniesiona do kwadratu jest
liczba, ktdra otrzymamy, piszac te liczby obok siebie. Jakie to liczby?

2. Czy w zbiorze tréjkatow prostokatnych o przeciwprostokatnej dtugosci 2013 istnieja trojkaty o dowolnie
matym polu?

3. Jaki warunek muszg spelnia¢ dtugoéci ramion trapezu o podstawach diugosci 12 i 17, aby taki trapez
istniat?

4. W urnie jest 10 kul z kolejnymi numerami od 13 do 22. Losujemy jedna kule. Niech P(n) ozna-
cza prawdopodobienstwo, ze wylosowana kula ma numer podzielny przez n. Czy wynika stad, ze
P(4) > P(5)?

5. Ile zer jest w zapisie dziesietnym liczby utworzonej z kolejno napisanych dodatnich liczb parzystych nie
wigkszych od 2013?

6. Jaka jest objetos¢ figury utworzonej ze wszystkich punktéw lezacych w odlegloéci mniejszej niz 1 od
graniastostupa prawidlowego szesciokatnego o wszystkich krawedziach dlugosci 22

7. W pewnym powiecie jest 5 miast: A, B, C, D, E. Odlegtoéci migdzy nimi wynosza: AB =30km, BE = 80 km,
ED =20 km, CD = 65 km, AD = 110 km, BC = 15 km. Jaka jest odlegto$¢ migdzy miastami A i E?

8. Na rajskiej jabloni rosng ananasy i banany. Za jednym razem mozna z niej zerwa¢ dwa owoce. Jesli
zerwiemy dwa jednakowe owoce, to wyrosnie nowy ananas, a jeéli zerwiemy rézne owoce, to wyro$nie
nowy banan. Adam i Ewa wielokrotnie zrywali owoce z jabloni, az pozostal na niej tylko jeden owoc.
Jaki?

9. Dany jest trdjkat rownoboczny ABC. Na przedluzeniu boku AC poza punkt C wybrano punkt D, a na
przedtuzeniu boku BC poza punkt C wybrano E, taki ze BD = DE. Udowodnij, ze AD = CE.

10. Oblicz: 2'°8°-5°¢2,

Szkice rozwigzan
1. Liczby te mozna zapisa¢ jako 10n i 10n+5. Kwadrat ich sumy to zatem 4001*+200n+25. Ostatnie dwie
cyfry tej liczby to 25, zatem wyjéciowymi liczbami mogly by¢ 20 i 25 lub 30 i 25. Bezposrednio sprawdza-
jac, dowiadujemy sig, ze obie te pary spelniaja warunki zadania.




Jak pracowac z uczniem zdolnym? Poradnik nauczyciela matematyki

2. Tak. Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o kacie wpisanym opartym na $rednicy tréjka-
ty takie mozna wpisa¢ w okrag o promieniu 1005, tak ze przeciwprostokatna pokryje sie ze $rednica.
Woéwczas przesuwajac wierzcholek kata prostego coraz blizej jednego z koncéw tej srednicy, otrzymu-
jemy trojkaty o polach dowolnie bliskich 0 (ich wysoko$¢ jest dowolnie bliska 0, a podstawa, na ktéra ja
opuszczamy, ma stalg dtugo$¢).

3. Niech dlugo$ci ramion trapezu wynosza a i b. Na to, zeby taki trapez, istnial potrzeba i wystarcza,
aby istnial tréjkat o bokach a4, b i 5. Taki tréjkat powstaje miedzy ramionami trapezu po przesunie-
ciu rownoleglym jednego z nich, tak aby przechodzito przez drugi koniec podstawy o dtugo$ci 12 niz
ten koniec, przez ktory przechodzito oryginalnie. Musza wigc zachodzi¢ jednoczesnie nieréwnosci:
a+5>b,b+5>aia+b>5.

4. Wéréd mozliwych wynikéw sa dwa podzielne przez 4 i dwa podzielne przez 5, wiec dane prawdopodo-
bienstwa sg rowne.

5. Policzmy najpierw zera w liczbie konczacej si¢ na 1990: zerem jest ostatnia cyfra co piatej liczby, zero
jako cyfre dziesigtek ma 19-5 liczb (o poczatku od ,,1” do ,,19” i dowolnej parzystej ostatniej cyfrze),
zero jako cyfre setek ma 50 liczb (o pierwszej cyfrze 1 i dowolnej dwucyfrowej koncowce). Poza
tym mamy jeszcze zera w koncowce ,,2000200220042006200820102012” - jest ich 13, czyli w sumie
199+95+50+13 = 357.

6. Figure taka mozna rozcig¢ i ztozy¢ w cztery walce o wysokosci 2 i promieniu podstawy 1, kule o pro-
mieniu 1, sze$¢ prostopadlosciandw 2x2x1 oraz dwa graniastostupy szesciokatne o krawedzi podstawy 2
i wysokosci 1. Szukana objeto$¢ to zatem 4-2n+%n+6~4+2-6\/§ = 24+%T+12\/§.

7. Na mocy nieréwnosci trojkata punkty A, B, C, D leza w tej kolejnosci na jednej prostej. Z twierdzenia kosinu-
s6w wyznaczamy miare kata DBE, kt6ra wynosi: 400 = 6400+6400-2-6400cos£DBE, czyli cosZDBE = 31/32.
Jednocze$nie AE* = 900+6400-2-2400cosZABE = 100(73+2-24-cos£ZDBE) = 100-239/2, wiec odpowie-
dzig jest 10\/27W =5V478.

8. Po zerwaniu jakichkolwiek dwdch owocdw, jest zachowany typ parzystosci liczby bananéw na drzewie.
Zatem jesli na poczatku liczba bananéw byta parzysta, to zostal ananas, a jesli nieparzysta, to banan.

9. Na odcinku CE wybieramy taki punkt F, ze EF = BC. Tréjkaty DEF i DBC sg przystajace (z cechy bkb),
wiec katy DFE i DCB maja po 120°, a katy DFC i DCF po 60°. Wobec tego trojkat CDF jest réwnoboczny

izachodzi: AD = AC+CD = BC+CF = CF+FE = CE. logas

10. Przeksztalémy odjemna, korzystajac ze wzoru na zamiang podstaw: 2'°8° = 213 — (glog5)log2 _ slog2
Otrzymali$my odjemnik, wigc szukana liczba to 0.




5. Konkursy matematyczne
Kinga Galgzka, L.6dzZ

Nauczyciele sq ostatnio zasypywani ofertami zachegcajgcymi do startu
ich uczniow w réznych konkursach. Ze wzgledu na priorytety polity-
ki edukacyjnej UE najbardziej popularne sq konkursy matematyczne
i jezykowe. Wybér jest ogromny, chol z jakoscig bywa réznie. Gdzie
szukac propozycji najbardziej wartosciowych i najlepiej dostosowa-
nych do mozliwosci i zainteresowa# uczniow? Jak chronié¢ uczniéw
zdolnych przed rozmienianiem si¢ na drobne i poszukiwaniem czesto
tatwego sukcesu w konkursach o niewielkiej wartosci merytorycznej
i dydaktycznej?

Celem tego artykulu jest che¢ pomocy nauczycielom w zorientowaniu si¢ w rodzajach konkurséw mate-
matycznych, w ktérych mogg startowac¢ ich uczniowie. Chcemy tez zaprezentowa¢ kilka rad dla oséb, ktére
sie decyduja na samodzielng organizacje konkursu klasowego, szkolnego czy regionalnego.

Prébujac dokonad przegladu i wyboru konkurséw, do startowania w ktorych warto zacheci¢ ucznidow
zdolnych, skupilismy sie na konkursach ogélnopolskich i renomowanych lub ciekawych z innych wzgledéw
konkursach regionalnych (o otwartej formule lub godnych nasladowania w innych regionach). Zrezygno-
wali$my z konkurséw masowych skierowanych do szerokiego grona (takze przecietnych) uczniéw, konkur-
séw komercyjnych oraz opisanych w innych miejscach tego poradnika.

Najpopularniejsze konkursy matematyczne skierowane do uczniéw mozna podzieli¢ na dwie kategorie:
te, ktdre daja dodatkowe uprawnienia przy przyjmowaniu do szkoly wyzszego szczebla edukacyjnego, oraz
te, ktore takich uprawnien nie dajg, a uczen startuje w nich dla sprawdzenia sie i satysfakcji. Pamietajmy
jednak, ze konkurs jest nie tylko formg sprawdzenia wiadomosci juz posiadanych. Startujac w konkursach,

uczniowie takze wiele sie uczg i rozwijaja swoje matematyczne umiejetnosci.
Olimpiady przy wsparciu finansowym MEN

Aktem prawnym regulujacym organizacje olimpiad jest Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej
i Sportu z 29 stycznia 2002 roku w sprawie organizacji oraz sposobu przeprowadzania konkurséw, turnie-
jow i olimpiad (Dziennik Ustaw z 2002 r. Nr 13 poz. 125 z pdzniejszymi zmianami). Dopuszcza on cztery
rodzaje olimpiad:
¢ przedmiotowe — obejmujg i poszerzajg tresci podstawy programowej z jednego przedmiotu,
¢ interdyscyplinarne - obejmuja elementy tresci podstaw programowych z réznych przedmiotéw,
e tematyczne - s3 zwigzane z konkretnym tematem z programu nauczania,
¢ z przedmiotéw dodatkowych - obejmujg wiedzg¢ z przedmiotéw nieobowiazkowych.

Zgodnie z tym rozporzadzeniem olimpiady adresowane s do uczniéw szkét ponadgimnazjalnych,
w tym na $ciéle okres§lonych zasadach - dla uczniéw gimnazjum. Ich laureaci i finali$ci maja wpisane te

osiaggnigcia na $wiadectwie, moga tez korzysta¢ z dodatkowych uprawnieni przy ubieganiu si¢ o przyjecie do




szkoly wyzszego szczebla. Ponadto laureaci olimpiad przedmiotowych uzyskuja najwyzsza ocene koncowa
z danego przedmiotu i zwolnienie z odpowiedniej czesci egzaminu zewnetrznego. Laureaci wszystkich typow
olimpiad mogg ubiega¢ sie o stypendium Ministra Edukacji Narodowej lub Prezesa Rady Ministréw.
Olimpiade organizuje si¢ jako trojstopniowe zawody o zasiegu ogoélnopolskim, w ktorych od uczestni-
kéw wymagany jest nastepujacy zakres i poziom wiedzy oraz umiejetnodci:
o w zawodach pierwszego stopnia — wystarczajacy do uzyskania oceny bardzo dobrej z przedmiotu,
¢ w zawodach drugiego stopnia — niezbedny do uzyskania oceny celujacej z przedmiotu,
o w zawodach trzeciego stopnia — w zakresie wskazanym w programie olimpiady.
Olimpiady moga by¢ organizowane przez szkoly wyzsze, placowki naukowe, stowarzyszenia zawodowe
i inne podmioty prowadzgce statutowg dzialalno$¢ o$wiatowg lub naukows.
W Polsce przy wsparciu finansowym MEN organizowane sa trzy olimpiady zwigzane z ksztalceniem
matematycznym.
¢ Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow (www.omg.edu.pl), realizowana w ramach projektu wspotfi-
nansowanego przez Uni¢ Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego pn.: ,Opracowanie
i wdrozenie kompleksowego systemu pracy z uczniem zdolnym”- ma na celu jak najwczesniejsze wylawia-
nie talentéw matematycznych i przedtuzenie czasu przygotowan do Olimpiady Matematycznej na okres
nauki w gimnazjum. W zawodach moga tez uczestniczy¢ uczniowie szkél podstawowych, ale na tych sa-
mych zasadach, co gimnazjaliéci, bez zadnej taryfy ulgowej. Wiedza potrzebna do rozwigzania zadan z tej
olimpiady nie wykracza poza podstawe programows dla gimnazjéw, ale wymagane jest jej niestandardowe
wykorzystanie. W olimpiadzie gimnazjalnej startuja uczniowie z wiekszosci szkét w kraju.
Zawody pierwszego stopnia sktadaja si¢ z dwdch czgéci: korespondencyjnej i testowej (ta druga odbywa sie
pod nadzorem w macierzystej szkole). Zawody stopnia drugiego i trzeciego s3 jednodniowe i polegaja na
rozwigzaniu pieciu zadan w ciggu trzech godzin. Wszyscy uczestnicy zawodow stopnia trzeciego uzyskuja
tytul finalisty, a najlepsi - laureata. Laureaci s3 zwolnieni z matematycznej czeéci egzaminu gimnazjalnego

i moga wybra¢ szkole ponadgimnazjalng poza procedura kwalifikacyjna.

Olimpiada Matematyczna (www.om.edu.pl) - to prestizowy sprawdzian umiej¢tnosci matematycznych
uczniéw, stabo podatny na zmiany programéw nauczania, skierowany do matematycznych elit. Zadania
olimpijskie s3 trudne, wymagaja wiedzy i umiejetnoéci znacznie wykraczajacych poza podstawe progra-
mowg matematyki. Proces przygotowania ucznia do olimpiady jest zmudny, dlatego decyduje si¢ nan nie-
wielu uczniéw i nauczycieli.

W pierwszym etapie uczestnicy rozwiazuja zadania w domu (w trzech seriach po cztery), a rozwiazania
przesylaja raz w miesiagcu do regionalnego komitetu organizacyjnego. Zawody stopnia drugiego i trze-
ciego s3 dwudniowe, kazdego dnia uczniowie, pracujac pod nadzorem, majg do rozwigzania po trzy
zadania w ciagu pigciu godzin. Wszyscy uczestnicy zawodow stopnia trzeciego otrzymuja tytul finalisty,
a osoby, ktore uzyskaly co najmniej 60% mozliwych do zdobycia punktéw, tytul laureata. Najlepsi maja
okazje zmierzy¢ sie z kolegami z innych panstw podczas réznych zawodéw miedzynarodowych, m.in.
Czesko-Polsko-Stowackich Zawodéw Matematycznych, Zawodéw Matematycznych Panstw Battyckich
,»Baltic Way”, Srodkowo-Europejskiej Olimpiady Matematycznej i Miedzynarodowej Olimpiady Mate-
matyczne;j.

¢ Olimpiada Lingwistyki Matematycznej (www.fmw.uni.wroc.pl zaktadka: Dla uczniéw > Lingwistyka
matematyczna) — to olimpiada interdyscyplinarna, wymagajaca podstawowej wiedzy jezykoznawczej

(z zakresu podstawy programowej gimnazjum) oraz znajomosci matematycznych i informatycznych
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technik dowodzenia i weryfikowania twierdzen. W poréwnaniu z Olimpiadg Matematyczna sg to zawody
znacznie bardziej powszechne.

Pierwszy etap odbywa si¢ pod nadzorem w macierzystej szkole, gdzie uczniowie rozwiazuja cztery zadania
w ciagu dwdch godzin. Zawody drugiego i trzeciego stopnia sg jednodniowe i polegaja na rozwigzaniu
czterech zadan w ciagu czterech godzin. Wszyscy uczestnicy zawodow stopnia trzeciego otrzymuja tytut
finalisty, a okolo 20% najlepszych zawodnikéw - tytul laureata. Zwycigska dsemka reprezentuje Polske na
Migdzynarodowej Olimpiadzie Lingwistycznej, odnoszac co roku duze sukcesy.

Konkursy organizowane przez kuratorow o$wiaty

Sa to konkursy popularne wsréd uczniéw. Zwyciestwo w nich nadaje laureatom uprawnienia w systemie
egzaminacyjnym, tj. zwolnienie z egzaminéw zewnetrznych oraz dodatkowe uprawnienia przy rekrutacji do
szkot wyzszego szczebla. Konkursy te sg skierowane do uczniow wszystkich typow szkot, a udziat w nich jest
bezptatny. Moga mieé zasieg wojewddzki lub ponadwojewoddzki.

Do organizowania takich konkurséw obliguje kuratoréw oéwiaty ustawa o systemie o$wiaty. Organiza-
cja i sposdb przeprowadzania tych konkurséw sg opisane w Rozporzadzeniu Ministra Edukacji Narodowej
i Sportu z dnia 29 stycznia 2002 r. w sprawie organizacji oraz sposobu przeprowadzania konkurséw, turnie-
jow i olimpiad. Z kolei uprawnienia laureatéw sg zawarte w Rozporzadzeniu Ministra Edukacji Narodowej
z dnia 30 kwietnia 2007 r. w sprawie oceniania, klasyfikowania i promowania uczniéw i stuchaczy oraz
przeprowadzania egzamindw i sprawdzianéw w szkotach publicznych, a takze w Rozporzadzeniu Ministra
Edukacji Narodowej i Sportu z dnia 20 lutego 2004 r. w sprawie warunkow i trybu przyjmowania uczniow
do szkol publicznych oraz przechodzenia z jednych typéw szkoét do innych. Warto sie¢ w wolnej chwili zapo-
zna¢ z tymi aktami prawnymi.

Z wymienionych rozporzadzen wynika, ze laureaci matematycznych konkurséw przedmiotowych
o zasiegu wojewddzkim w szkole podstawowej lub gimnazjum otrzymujg z matematyki ocene celujaca i sa
zwolnieni ze sprawdzianu lub egzaminu tzn. otrzymuja $wiadectwo z najwyzszym mozliwym wynikiem.
Laureaci konkurséw o zasiegu wojewddzkim i ponadwojewddzkim, ktorych program obejmuje w calosci
lub poszerza tre$ci podstawy programowej co najmniej jednego przedmiotu, sg przyjmowani do wybranego
gimnazjum lub szkoly ponadgimnazjalnej niezaleznie od kryteriéw zawartych w statucie tej szkoly.

Nagrodami w konkursach kuratoryjnych sa na ogét ksigzki i czasopisma popularnonaukowe, fami-
gléwki lub gry planszowe, rzadziej sprzet elektroniczny. W wielu wojewoddztwach laureaci konkurséw moga
liczy¢ na opieke ze strony uczelni wyzszych, ktore zapraszajg ich na indywidualne konsultacje i wybrane
zajecia ze studentami na prawach wolnego stuchacza. Bycie laureatem lub finalistg konkursu jest tez czesto
jednym z kryteriéw branych pod uwage przy ubieganiu si¢ o stypendia naukowe.

Kurator o$wiaty najcze$ciej zleca zorganizowanie i przeprowadzenie konkurséw podmiotom prowa-
dzacym dzialalno$¢ edukacyjna, powolujac wojewoddzkie komisje konkursowe, okreslajac ich zadania i za-
twierdzajac regulamin konkursu. Oznacza to, Ze zakres wymagan, poziom trudnosci zadan oraz kryteria
zdobycia tytulu laureata w poszczegolnych wojewddztwach moga by¢ zréznicowane.

Konkursy kuratoryjne maja na ogét tradycyjna forme. Eliminacje zazwyczaj sa testowe i polegaja na
rozwigzywaniu raczej szablonowych zadan o réznych stopniach trudnoéci. W finale sg preferowane zadania
otwarte, ktdre redaguje si¢ z pelnym uzasadnieniem. Informacje o konkursach prowadzonych przez kurato-

réw o$wiaty lub inne podmioty na zlecenie i pod patronatem kuratoréw o$wiaty mozna znalez¢ na stronach




internetowych kuratoriéw w zaktadkach ,,Dla ucznia” i ,,Dla rodzica” Tam tez dost¢pne sg regulaminy tych

konkurséw i przyktadowe zadania lub pelne archiwa zadaniowe z wczeéniejszych edycji. Ponizej prezentu-

jemy kilka najbardziej znanych konkurséw lokalnych.

¢ Konkurs Matematyczny im. ks. Franciszka Jakobczyka (www.biskupiak.lublin.pl/liceum/jakobczyk-
regulamin) jest organizowany przez XXI LO w Lublinie dla uczniéw klas IT i III gimnazjum. Jest jednoeta-
powy, otwarty dla wszystkich chetnych, a zadania majg forme réznego rodzaju testow.

¢ Kujawsko-Pomorski Konkurs Matematyczny im. Stefana Banacha (www.wkm.xlo.fr.pl) jest organizo-
wany przez X LO w Toruniu i adresowany do uczniéw klas I i IT szkét ponadgimnazjalnych. Sktada si¢
z eliminacji szkolnych i finalu, do ktdrego przechodzi trzech najlepszych uczniéw z kazdej szkoly i wszy-
scy powyzej progu kwalifikacyjnego. Zadania nalezy poda¢ wraz z uzasadnieniami.

¢ Kujawsko-Pomorskie Zawody im. Mariana Rejewskiego (www.1lo.bydgoszcz.pl/index2.php?art.= 255)
sg organizowane przez I LO w Bydgoszczy dla uczniéw klas I i IT szkét ponadgimnazjalnych i uzdolnio-
nych gimnazjalistow. Konkurs sklada si¢ z eliminacji szkolnych i finalu wojewddzkiego. W rozwiagzaniach
trzeba poda¢ pelne uzasadnienia.

¢ Naukowa Liga Matematyczna (www.liganaukowa.pl) jest organizowana (takze w wydaniu humanistycz-
nym) przez XIV LO z Wroctawia dla dolno$laskich gimnazjéw. Etap szkolny ma charakter testowy i wyla-
nia 4-osobowa reprezentacje. Etap regionalny jest rozgrywany internetowo. W etapie wojew6dzkim kazdy
uczen rozwigzuje jedno zadanie indywidualnie w czasie 30 minut i jeszcze 2 zadania trzeba rozwigza¢
druzynowo w ciagu kolejnych 30 minut.

¢ Miedzyszkolny Konkurs im. Stefana Banacha (www.mickiewicz.net.pl) jest organizowany przez I LO
w Lublincu dla ucznidéw szkét ponadgimnazjalnych z regionu $laskiego. Jest jednoetapowy. Kazda szkota
moze wystawi¢ 4-osobowa reprezentacje. Rozwigzania zadan nalezy poda¢ z pelnymi uzasadnieniami.

¢ Podkarpacki Konkurs Matematyczny im. prof. Jana Marszata (www.lo-lancut.pl/konkurs-marszala) jest
organizowany przez I LO w Lancucie osobno dla uczniéw szkét ponadgimnazjalnych i gimnazjalistéw. Ma
trzy etapy: szkolny, powiatowy i wojewddzki. Najlepsi zawodnicy biorg udzial w edycji miedzynarodowej
dla szkot z Rumunii, Stowacji, Ukrainy i Wegier. W kazdym etapie uczniowie rozwiazuja po trzy zadania,
podajac petne uzasadnienia.

¢ Podkarpacki Konkurs Matematyczny im. Franciszka Lei (www.snm.edu.pl/oddzialy/podkarpacie) jest
organizowany przez Oddzial Podkarpacki Stowarzyszenia Nauczycieli Matematyki, Podkarpackie Cen-
trum Edukacji Nauczycieli i IV LO w Rzeszowie. Adresowany jest do III klas gimnazjow oraz I i II klas
szkol ponadgimnazjalnych. Ma cztery etapy: szkolny, powiatowy, rejonowy i wojewddzki. Rozwigzania
zadan nalezy podac z pelnymi uzasadnieniami.

¢ Warminsko-Mazurskie Zawody Matematyczne (www.wmii.uwm.edu.pl/~zawody) sa organizowane
przez Wydzial Matematyki i Informatyki UWM w Olsztynie dla wszystkich pozioméw edukacyjnych.
Konkurs jest jednoetapowy, startuje w nim maksymalnie pigciu ucznidéw z kazdej szkoly. Zadania wyma-
gaja uzasadnien.

¢ zDolny Slazak Gimnazjalista (www.dodn.wroclaw.pl/zdolnyslazak) jest to konkurs organizowany przez
Dolnoslaski Osrodek Doskonalenia Nauczycieli (takze w interdyscyplinarnej wersji dla szkét podstawo-
wych pod nazwg zDolny Slazaczek). Eliminacje szkolne odbywaja sie niezaleznie w kilku blokach przed-
miotowych, w tym matematyczno-przyrodniczym. W etapie powiatowym i wojewddzkim uczen wybiera
jeden przedmiot konkursowy. W etapach szkolnym i powiatowym, zadania majg charakter testowy, a w fi-

nale — otwarty. Rozwigzania nalezy poda¢ wraz z uzasadnieniem.
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Czes¢ 111 Jak uczy¢, aby rozwija¢ zainteresowania $ciste ucznia

Konkursy w edukacji wczesnoszkolnej

Niewiele konkurséw matematycznych jest adresowanych dla uczniéw klas I-III szkoly podstawowe;j. Na
tym etapie edukacyjnym uczen chtonie wiedze wszystkimi zmystami i nie rozgranicza jej na poszczegolne
dziedziny. Jednak to wlasnie dzieci w tym wieku sa najwdzigczniejszymi uczestnikami zaréwno kot mate-
matycznych, jak i potyczek zadaniowych, gdyz ich zainteresowania sg spontaniczne. Nagroda jest rado$¢ ze
wspoélzawodnictwa. Zadaniem konkurséw matematycznych na tym etapie jest przede wszystkim rozpozna-
nie zdolno$ci przydatnych w dalszej matematycznej edukacji (rachunkowych, analitycznego i syntetycznego
myslenia, poréwnywania i abstrahowania) oraz wspieranie rozwoju zainteresowan uczniéw.

Na tym etapie dobrze sprawdzaja sie konkursy interdyscyplinarne (np. zDolny Slazaczek, Swietlik Przy-
rodniczy lub Bébr Informatyczny), famigtéwkowe (np. Mistrzostwa Polski w Sudoku, Mistrzostwa Polski
w Grach Matematycznych i Logicznych) i rachunkowe (np. Mistrzostwa Polski w Tabliczce Mnozenia, Kan-
gurek Matematyczny, Mistrzostwa Wroctawia w Szybkim Liczeniu czy $laskie Bajkowe Zadania). Sg to kon-
kursy indywidualne i na ogét biorg w nich udziat dzieci, ktére majg juz sprecyzowane zainteresowania, wy-
kazujg uzdolnienia matematyczne i maja odpowiednig wytrzymalos¢ psychiczna. Najbardziej odpowiednie
dla dzieci w tym wieku s3 jednak szkolne lub miedzyszkolne konkursy tematyczne z elementami matematy-
ki w zastosowaniach praktycznych (np. }6dzki konkurs Mlody Lodzianin - Europejczykiem, malopolski Nie
od razu Krakow zbudowano, czy wroclawski Tyle liczb w calym miescie). Sg to najczeéciej konkursy druzy-
nowe, wymagajace umiejetnosci zbierania, przetwarzania i interpretowania informacji, z zadaniami zorien-
towanymi na rézne obszary aktywnoéci: matematycznej, przyrodniczej lub artystycznej. Powinny sprzyjaé
rozwojowi takich umiejetnoéci, jak: czytanie ze zrozumieniem, orientacja na mapie, orientacja w terenie,

rozwigzywanie zagadek logicznych, odczytywanie danych z tabel i diagraméw.
Przeglad pozostalych konkursow matematycznych

Dla uczniéw starszych klas szkoly podstawowej oraz gimnazjow i szkdt ponadgimnazjalnych organi-
zowane s konkursy matematyczne na szczeblu szkolnym, powiatowym, regionalnym i ogélnopolskim,
niektére z nich s3 miedzynarodowe lub majg etap miedzynarodowy. Organizatorami tych konkurséw sg
szkoly i inne placéwki o$wiatowe, uczelnie, stowarzyszenia i fundacje, wydawnictwa edukacyjne lub organy
prowadzace szkoty. Wszyscy oni moga si¢ stara¢ o patronat MEN lub odpowiedniego kuratora oswiaty.

Przebierajac w bogatej ofercie konkurséw matematycznych, trudno od razu si¢ zorientowaé w warto-
$ci merytorycznej i edukacyjnej poszczegélnych propozycji. Nie §wiadczy o nich ani rozglos, ani oprawa
konkursu, ani liczba uczestnikéw. Wiele ciekawych propozycji ma charakter lokalny i organizowanych jest
sitami nauczycieli szkolnych i akademickich lub doradcéw metodycznych na ogét bez refundacji kosztow
przyjazdu i zakwaterowania uczestnikow z odleglych miejsc. Mimo to warto im si¢ przyjrze¢ i skorzystaé
zich oferty.

Konkursy na ogoél sa indywidualne, rzadziej startuja w nich reprezentacje szkot lub nawet cate klasy.
Sa tez konkursy mieszane, indywidualne w pierwszym etapie, a druzynowe w kolejnym lub na odwrét. Nie
wszystkie polegaja na rozwigzywaniu zadan. Przedmiotem konkursu matematycznego moga by¢ prace ba-
dawcze, prace projektowe, referaty, prezentacje komputerowe, modele bryt, a nawet fotografie i rysunki.

W niewielu konkursach (poza tymi rozgrywanymi na skale miedzynarodows: Kangurem Matematycz-

nym czy Matematyka bez granic) zadania s3 przygotowywane w kilku wersjach jezykowych, umozliwiajac




udzial w nich uczniom ze szkét migdzynarodowych. Takie sg na przyklad: ogélnopolski konkurs Meridian,
t6dzki konkurs matematyczno-logiczny, Mistrzostwa Szaradziarskie lub Mistrzostwa Wroctawia w Szybkim
Liczeniu.

Ponizej przedstawiamy zestawienie wybranych konkurséw matematycznych, ktére zdobyly sobie juz

renome na rynku edukacyjnym. Warto bra¢ w nich udziat lub korzysta¢ z ich zasobow.

Konkursy mi¢gdzynarodowe

¢ Konkurs Prac Mlodych Naukowcow Unii Europejskiej (www.fundusz.org/konkurs-dla-mlodych-badaczy)
jest organizowany przez Komisje Europejska, a w Polsce odbywa sie pod patronatem Funduszu na rzecz
Dzieci. Obejmuje nauki $ciste, przyrodnicze, technike oraz nauki spoleczne i ekonomiczne. Wymagane jest
w nim zaprezentowanie wlasnej pracy badawczej, ktora wezeéniej zostala nagrodzona w konkursie narodo-
wym. Kazdy kraj moze zglosi¢ najwyzej trzy prace autoréw w wieku 14-20 lat, ktérzy musza by¢ uczniami
lub studentami co najwyzej I roku, przy czym praca musiala powsta¢ przed rozpoczeciem studiéw. Laureaci

otrzymuja nagrody pieni¢zne i staze badawcze w wiodacych osrodkach akademickich Europy.

Matematyka bez granic (www.mbg.uz.zgora.pl) to konkurs organizowany pod auspicjami Rady Europy,
a w Polsce - pod patronatem Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Startuja w nim w tym samym ter-
minie cate klasy od IV szkél podstawowych do I ponadgimnazjalnych. Zadania bazujg na zastosowaniach
matematyki w sytuacjach zycia codziennego. Nie s3 trudne, ale czesto wymagaja przyrodniczego, tech-
nicznego lub plastycznego podejscia do badanego problemu. Jedno zadanie podane jest w kilku jezykach
obcych i w jednym z nich trzeba zredagowac rozwiazanie. Kazdy uczen moze wnie$¢ swoje umiejetnosci

do zbiorowej pracy. Laureaci sg wylaniani i nagradzani w obrebie regionéw w kraju.

Kangur Matematyczny (www.kangur-mat.pl) to konkurs masowy, skierowany do szerokiego kregu
uczniéw poczawszy od II klasy szkoly podstawowej i odptatny. Wspominamy jednak o nim, poniewaz
jest to najstarszy i najliczniejszy z matematycznych konkurséw. W Polsce jego organizacja zajmuje sie Wy-
dzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Mikolaja Kopernika w Toruniu. Konkurs jest indywidualny,
odbywa si¢ w tym samym terminie we wszystkich szkotach na $wiecie, ma charakter testu jednokrotnego
wyboru. W wielu szkotach Dzienn Kangura jest obchodzony jako $wigto matematyki. Laureaci konkursu

biorg udzial w krajowych i migdzynarodowych obozach matematycznych.

Mistrzostwa Polski w Grach Matematycznych i Logicznych (www.grymat.im.pwr.wroc.pl) to konkurs
tamigléwkowy, w ktérym biorg udzial zawodnicy w kazdym wieku, podzieleni na osiem kategorii w za-
leznosci od poziomu wyksztalcenia matematycznego. Jest odptatny. Ma ponad 20-letnig tradycje. W Pol-
sce organizuje go Wydzial Podstawowych Probleméw Techniki Politechniki Wroctawskiej. Pierwszy etap
jest korespondencyjny, drugi — internetowy, a trzeci to — final krajowy, ktory odbywa si¢ przez dwa dni
we Wroclawiu i jest testem krétkiej odpowiedzi. Zadania nie wymagaja znacznej wiedzy matematycznej,
raczej logicznego myslenia, wyobrazni geometrycznej i sprawnosci rachunkowej. Laureaci otrzymuja na-
grody rzeczowe, wolny wstep na Politechnike Wroctawska i prawo startu w zawodach migdzynarodowych

w Paryzu.

Pikomat (www.ssodelta.edu.pl zaktadka: Konkurs Pikomat) jest to konkurs ptatny, organizowany przez
Slaskie Stowarzyszenie O$wiatowe ,,Delta” w Katowicach. Startuja w nim uczniowie szké! podstawowych
i gimnazjow z Polski, Czech i Litwy. Konkurs ma cztery etapy, w kazdym startuje si¢ indywidualnie, a do
rozwigzania sg cztery zadania otwarte. W finale jest tez cz¢$¢ zespolowa wymagajaca rozwigzania zadania
praktycznego.




¢ Genius Logicus (www.geniuslogicus.eu/pl) to ptatne zawody tamigtéwkowe organizowane przez grupe
Eurogenius ze Stowacji. Obejmujg wszystkie typy szkoél. Mozna w nich startowaé w trybie koresponden-
cyjnym lub szkolnym, w warunkach kontroli czasu i samodzielnoéci pracy. Najlepsi otrzymuja krajowe

i miedzynarodowe certyfikaty rankingowe oraz nagrody rzeczowe.

Konkursy ogélnopolskie

¢ Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki (www.deltami.edu.pl, zaktadka: Redakecja) jest organizowany
przez redakcje miesiecznika ,,Delta” oraz Polskie Towarzystwo Matematyczne i adresowany do ucznidéw
szkot ponadpodstawowych. Sktada si¢ z eliminacji i finatu, a polega na przygotowaniu pracy badawczej
z matematyki. Do finatu kwalifikowanych jest pie¢ najlepszych prac, ktorych prezentacja odbywa sie pod-
czas konferencji PTM lub SEM. Zwyciezca otrzymuje nagrode pieni¢zng i moze sie stara¢ o udzial w kon-
kursie Prac Mlodych Naukowcéw UE.

Konkurs Prac Matematycznych (www.towarzystwo.edu.pl zakladka: Konkursy > Matematyczny) jest or-

ganizowany przez Krakowskie Mlodziezowe Towarzystwo Przyjaciét Nauk i Sztuk we wszystkich katego-

riach wiekowych. Jego celem jest rozwijanie umiej¢tno$ci wypowiadania si¢ o matematyce.

Ogdlnopolski Sejmik Matematykow (www.spinor.edu.pl/sejmik) jest organizowany przez Pracownig
Matematyki i Informatyki Patacu Mtodziezy w Katowicach i adresowany do uczniéw szkdt ponadgimna-
zjalnych. Jego celem jest rozwijanie umiejetnoéci prezentowania zagadnienn matematycznych w ciekawej
i nieszablonowej formie (niekoniecznie wynikéw wlasnych). Uczestnicy pisza prace na jeden z tematéw
podanych przez organizatoréw lub wybrany samodzielnie. Finali$ci s zapraszani na dwudniowe spotka-

nie, podczas ktdrego prezentuja swoje prace. Najlepsi otrzymuja nagrody rzeczowe.

Powszechny Konkurs Internetowy (www.sigma.mini.pw.edu.pl/konkurs) adresowany jest do uczniéow
szkot ponadgimnazjalnych i prowadzony przez Wydzial Matematyki i Nauk Informatycznych Politechniki
Warszawskiej. Nie jest zbyt trudny. Jego celem jest zachecenie uczniéw klas maturalnych do powtarza-
nia materiatu i przygotowania sie do podjecia studiéw. Ma trzy etapy, z tego dwa internetowe. Najlepsi
w rankingu zapraszani sa na finat do Warszawy. Laureaci otrzymuja nagrody rzeczowe i wolny wstep na
Politechnike Warszawska.

Diamentowy Indeks AGH (www.moodle.cel.agh.edu.pl/diament) to konkurs przedmiotowy (poza mate-
matyka dostepne sg jeszcze trzy inne dziedziny) organizowany w formie trzystopniowych zawoddw: szkol-
nych, okregowych i centralnych. Laureaci s3 przyjmowani na studia na AGH w Krakowie z pominieciem

procedury rekrutacyjnej.

Matmix (www.matmix.pl) to ogélnopolski internetowy konkurs matematyczny dla gimnazjalistow orga-
nizowany przez XL LO w Warszawie. Sktada si¢ z dwdch etapow. Przez pie¢ miesigcy uczestnicy rozwia-
zujg zadania w domu i wysytaja odpowiedzi przez internet, a najlepsi sa zapraszani na final do Warszawy.

Finat ma forme testu wielokrotnego wyboru.

Meridian (www.mmec.edu.pl) jest organizowany przez Mi¢dzynarodowa Szkole ,Meridian” z Warszawy
i skierowany do uczniéw wszystkich typow szkot z podziatem na kategorie wiekowe. Jego celem jest odkry-
wanie matematycznych talentow. Eliminacje sa prowadzone droga elektroniczna, a finat odbywa sie w War-

szawie. Laureaci otrzymuja nagrody rzeczowe i stypendia na nauke w jednej ze szkot sieci Meridian.

Konkurs Matematyczny Origami ,Zuraw” (www.fmw.uni.wroc.pl, zaktadka: Dla uczniéw > Mat-ori-
gami Zuraw) to konkurs organizowany przez Fundacje Matematykéw Wroclawskich dla uczniéw ze

wszystkich typow szkdl, nauczycieli i rodzicow. Wymaga wyobrazni geometrycznej, zdolnosci manual-



nych i umiejetnosci uzasadniania. W eliminacjach zawodnicy wykonuja w domu modele matematyczne
(plaskie lub przestrzenne) w technice origami, a w finale rozwigzuja zadania geometryczne zwiazane
z matematycznym origami.

¢ Kwadratura Kola - Matematyczne Mistrzostwa Dzieci i Mlodziezy (www.matematykainnego wymiaru.
pl) sa organizowane przez firme ElitMat z Mifiska Mazowieckiego. Jest to konkurs jednoetapowy z zada-
niami testowymi w tym interdyscyplinarnymi i zawierajacymi liczne ciekawostki z historii matematyki.

e Zobaczy¢ matematyke (www.zobaczycmatematyke.pl) to konkurs organizowany przez Instytut Matema-
tyki Uniwersytetu Jagielloniskiego i adresowany do uczniéw na tyle zaznajomionych z technikg kompu-
terows, aby samodzielnie przygotowa¢ animacje, wykorzystujac powszechnie dostepne oprogramowanie.
Tematem pracy ma by¢ wizualizacja jakiego$ zagadnienia matematycznego. Laureaci otrzymuja nagrody
rzeczowe i s3 zwolnieni z zaje¢ z technologii informacyjnej, jesli podejmuja studia na U]J.

¢ Mistrzostwa Polski w Lamigltéwkach (www.sfinks.org.pl) organizuje Fundacja Rozwoju Matematyki Re-
kreacyjnej Sfinks. Sg to zawody otwarte, niezalezne od wieku. Eliminacje odbywaja si¢ przez internet,
a final najczesciej w Warszawie. Zawodnicy w okres§lonym czasie rozwiazuja logiczne zadania diagramowe
lub famigléwki geometryczno-topologiczne. Sposrdd finalistow wytaniana jest 4-osobowa reprezentacja

Polski na mistrzostwach $wiata.

Konkursy zadaniowe z matematyki sa tez prowadzone przez czasopisma popularnonaukowe skierowane do
mlodziezy lub nauczycieli. Majg one charakter otwartej ligi zadaniowej. Moze w nich bra¢ udziat kazdy, przesyla-
jac na adres redakcji rozwigzania zadan zamieszczanych w kolejnych numerach. W nastgpnym numerze publiko-
wane s3: odpowiedzi, oméwienie bledéw i ranking zawodnikéw. Najbardziej znane sg trzy takie konkursy:

e Liga zadaniowa ,,Delty” (www.deltami.edu.pl, zakladka: Klub 44 Matematyka) to nieustajacy, otwarty
konkurs organizowany przez redakcje miesigcznika ,,Delta” (oprocz matematycznej prowadzona jest tez
liga zadaniowa z fizyki). Zadania majg zréznicowany poziom trudnosci, ale na 0gét sa dos¢ trudne. Do
konkursu mozna przystapi¢ w dowolnym momencie i robi¢ dowolnie dlugie przerwy. Zawodnik, ktéry za
rozwigzania zadan zdobedzie 44 punkty, staje si¢ cztonkiem Klubu 44 M.

¢ Lamanie glowy, czyli burza w mézgu (www.mmm.uni.wroc.pl, zakladka: Konkurs) to nieustajacy, otwar-
ty konkurs organizowany przez redakcj¢ kwartalnika ,Magazyn Miloénikéw Matematyki” Zadania s3
bardzo zréznicowane: od tamigléwek i zagadek lateralnych po problemy matematyczne zwigzane z oma-
wianymi w danym numerze zagadnieniami. Za zdobycie okre$lonej liczby punktéw za rozwigzania sa
przyznawane tytuly Eksperta, Mistrza i Arcymistrza Lamania Glowy oraz dyplomy i odznaki.

¢ Konkurs zadaniowy ,,Matematyki” (www.edupress.pl/wydawane/matematyka) to nieustajacy, otwarty
konkurs organizowany przez redakcje miesiecznika dla nauczycieli ,,Matematyka”. Zadania sa trudne,
czesto wykraczaja poza umiejetnosci przecigtnego licealisty. Zawodnik, ktéry zgromadzi 250 punktow,

otrzymuje nagrode ksigzkows.

Wiele bezplatnych konkurséw matematycznych i logicznych jest tez organizowanych przez serwisy in-
ternetowe. Maja rozne regulaminy, strukture, adresatéw, stopien trudnoéci zadan i czas trwania. Jedynym
warunkiem udzialu jest na ogot rejestracja w serwisie. Zwycigzcy otrzymuja ksigzki, czasopisma, tamiglow-
ki lub gry edukacyjne. Oto kilka przykladowych konkurséw z serwisu www.math.edu.pl.

e Alfa to konkurs adresowany do uczniéw szkdt podstawowych. Ma charakter cykliczny. Co tydzien pojawia

sie test skladajacy sie z 10 pytan. Liczy sie czas rozwigzania zadan.
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¢ Liga zadaniowa trwa trzy miesiace i jest podzielona na jednodniowe rundy, w czasie ktorych zawodnik
rozwiazuje jedno zadanie otwarte. Zadania maja rézny stopien trudnosci. Sa przeznaczone dla gimnazja-
listow.

e Sinus to zmagania matematycznych sprinteréw. Eliminacje odbywajg si¢ w kazdy wtorek i polegaja na
rozwigzaniu jak najwiekszej liczby zadan w ciagu godziny. Na li§cie rankingowej umieszczane sg nazwiska
10 najlepszych.

¢ Problem tygodnia to konkurs tamigtéwkowy. Nad rozwiazaniem pojedynczego zadania mozna pracowa¢
caly tydzien, jednak w miare¢ uplywu czasu, zawodnik otrzymuje coraz mniej punktéw. W ciagu tygodnia
ma prawo do trzech préb rozwigzania zadania.

¢ Glowicjusz przeznaczony jest réwniez dla mito$nikéw famigléwek, ale tym razem w ciagu godziny nalezy
rozwigza¢ pie¢ zadan. W zestawie sg zagadki geometryczne, liczbowe i logiczne. Zadania nie wymagaja
wiedzy matematycznej, tylko umiejetnosci stawiania hipotez i ich weryfikowania.

¢ Logikus trwa caly rok, a poszczegélne rundy sa podsumowywane co miesigc. Runda polega na rozwiazy-
waniu okoto 20 zadan diagramowych: tangraméw, algebraféw, obrazkéw logicznych itp.

Konkursy regionalne

Ich liczba jest ogromna. Wybrali$my kilkanascie propozycji z réznych czesci Polski. Konkursy te odby-
waja sie od wielu lat i cieszg si¢ duzym uznaniem. Gléwnym kryterium wyboru bylo pokazanie réznorod-
nosci form takich konkurséow.

¢ Jasielski Konkurs Matematyczny im. Hugona Steinhausa (www.1lo.jaslo.pl, zakladka: Konkurs) jest or-
ganizowany przez I LO w Jadle dla uczniéw szkot ponadgimnazjalnych i uzdolnionych gimnazjalistow.
Zadania wymagaja uzasadnien, a jedno jest autorstwa patrona konkursu lub jest to problem ukazujacy
aplikacyjny charakter matematyki.

¢ Laur ,,Hugona” (www.gimnl.wroclaw.pl, zaktadka: Konkurs) jest organizowany przez Gimnazjum nr 1
z Wroclawia dla dolnoslaskich gimnazjalistéw. Eliminacje szkolne sa interdyscyplinarne - dotyczg przed-
miotéw $cistych i przyrodniczych - i wylaniajg 4-osobowg reprezentacje szkoly. Zadania finalowe - teore-
tyczne i praktyczne - co rok dotyczg innego tematu zwigzanego z dziatalnoscig patrona konkursu.

e Konkurs Matematyczny im. Jana Sniadeckiego jest organizowany przez Gimnazjum nr 2 w Warszawie
dla uczniéw szkdt podstawowych z Mokotowa. Jest dwuetapowy. Do finatu wchodzi dwdjka najlepszych
uczniéw z kazdej szkoly. Zadania sg testowe.

¢ Krakowska Matematyka (www.snm.edu.pl/oddzialy/krakow) jest organizowana przez Krakowski Od-
dziat Stowarzyszenia Nauczycieli Matematyki dla uczniéw szkét podstawowych. Konkurs jest dwuetapo-
wy. Co rok zadania taczy wspdlny motyw zwigzany z historig lub terazniejszo$cig Krakowa.

¢ Krapkowicki Konkurs Matematyczny im. Tadeusza Knysza (www.lo.krapkowice.pl, zaktadka: Konkurs)
jest organizowany przez ZS w Krapkowicach dla gimnazjow i szkét ponadgimnazjalnych z podziatem na
licea i technika. Zasiegiem obejmuje wojewodztwo opolskie. Startuja w nim 4-osobowe reprezentacje
szkol, rozwigzujgc zadania matematyczne (wymagane jest uzasadnienie) i famigléwkowe.

¢ Liga zadaniowa (www.liga.mat.umk.pl) jest organizowana przez Wydzial Matematyki i Informatyki Uni-
wersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu. Jej celem jest rozwijanie zainteresowan matematycznych wéréd
uczniow szkél podstawowych i gimnazjéw. Ma trzy etapy. Sklada sie z eliminacji szkolnych i pieciu spo-
tkan seminaryjnych rozlozonych w czasie roku szkolnego. W czasie spotkan uczniowie rozwigzuja zadania

konkursowe i otrzymuja zestawy zadan przygotowawczych do nastepnego spotkania.



¢ Marsz na orientacje¢ ,Orientuj si¢ i licz” (www.orientuslodz.pl , zaktadka: Orientuj si¢ i licz) jest organi-
zowany przez Uczniowski Klub Sportowy ,Orientu$” z Gimnazjum nr 23 w Lodzi. Startujag w nim 3-oso-
bowe patrole (po trzy z kazdej szkoly) z podzialem na kategorie wiekowe. Postugujac sie¢ mapg i kompa-
sem, patrol musi odszuka¢ w terenie punkty kontrolne zaznaczone na mapie i rozwigzaé zestaw zadan
matematycznych.

e Matematyczne Marsze na Orientacje (www.fmw.uni.wroc.pl, zakladka: Dla uczniéw > Marsz na
orientacj¢) sg organizowane przez Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego. W zawo-
dach biorg udzial 3-osobowe patrole uczniéw, nauczycieli lub rodzicéw (po cztery z kazdej szkoty).
Zawodnicy, postugujac sie mapa, kompasem i przyborami geometrycznymi, musza odszukaé w tere-
nie punkty kontrolne zaznaczone na mapie, rozwigza¢ zadania konstrukcyjne i famigléwki logiczne
pozwalajgce wyznaczy¢ na mapie i znalez¢ w terenie punkty tajemnicze oraz rozwigzaé zestaw zadan

matematycznych.

Matematyczna Piramida (www.wckp.lodz.pl, zaktadka: Konkursy) jest organizowana przez Lodzkie Cen-
trum Doskonalenia Nauczycieli i Ksztalcenia Praktycznego. Jej celem jest pokazanie zwigzkéw matema-
tyki ze sztuka. Jest adresowana do uczniéw szkdt ponadgimnazjalnych. Ma trzy etapy. W 1111 zawodnicy
rozwiazuja zadania, a finali$ci przygotowuja i prezentuja prace projektowa zwiazang z tematem podanym
przez organizatoréw (np. Matematyczne wizje Leonarda da Vinci). Opracowane przez uczniéw multime-

dialne prezentacje stuza potem jako $rodki dydaktyczne w szkotfach.

Matematyczny Czar Par (www.wckp.lodz.pl, zakladka: Konkursy) jest organizowany przez SP 109
i XXXI LO w Lodzi i skierowany do uczniéw klas VI szkét podstawowych. Biorg w nim udzial pary wy-
tfonione w szkolnych eliminacjach, ktére rywalizuja w o$miu konkurencjach tamigléwkowych i zadanio-

wych. Pomyslodawcami zadan i jurorami sg licealiéci.

Nudna Matematyka (www.spinor.edu.pl/konkursy) jest organizowana przez Pracowni¢ Matematyki i In-
formatyki Patacu Mlodziezy w Katowicach dla szkdt podstawowych i gimnazjow. Zawody sg platne, trzy-

etapowe. Zadania majg charakter testu krotkiej odpowiedzi.

Opolska Mala Olimpiada Matematyczna (www.modnopole.pl) jest organizowana od 43 lat, obecnie
przez Miejski Osrodek Doskonalenia Nauczycieli w Opolu dla uczniéw szkét ponadgimnazjalnych. Ma

ich zacheci¢ do startowania w Olimpiadzie Matematycznej.

Potyczki ze statystyka (www.pg5opole.wodip.opole.pl, zakladka: Potyczki ze statystyka) jest organizowa-
ny przez Gimnazjum nr 5 w Opolu dla gimnazjalistdw z wojewddztwa. Nagroda jest puchar przechodni
dyrektora szkoly. W ramach eliminacji szkolnych uczniowie zbieraja i opracowuja dane statystyczne do-
tyczace swojej klasy i szkoly na zadany temat. W finale reprezentacje szkdt rozwiazuja zadania otwarte

i testowe ze statystyki.

St@$ (www.staszic.waw.pl/konkursy) jest organizowany przez uczniéw XIV LO w Warszawie dla ucznidéw
szkot podstawowych z Ochoty. Jest jednoetapowy, udzial biorg 10-osobowe reprezentacje szkél. Zadania

wymagaja uzasadnienia, co jest rzadkoécig w konkursach dla SP.

Torus i Wstega Mobiusa (www.snmzoliborz.blogspot.com) konkursy te s3 organizowane przez Zoliborski
Oddzial Stowarzyszenia Nauczycieli Matematyki odpowiednio dla uczniéw szkét podstawowych i gimna-
zjow. Oba majg te same zasady i terminy. S3 dwuetapowe, maja te same zadania dla wszystkich klas, ale
roztaczne klasyfikacje wynikow.

Wektor (www.us.szc.pl/ptm, zakladka: Wektor) jest organizowany przez Wydzial Matematyczno-

-Fizyczny Uniwersytetu Szczecinskiego i adresowany do uczniéw szkdt ponadgimnazjalnych z wyjatkiem
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maturzystow. Ma charakter kolokwium z wybranego dzialu matematyki, nieobj¢tego programem szkol-
nym. Uczestnicy po wystuchaniu wykladu samodzielnie rozwigzuja zadania z wykorzystaniem przedsta-
wionej wcze$niej teorii.

¢ Wieza Babel (www.fmw.uni.wroc.pl, zakladka: Dla uczniéw > Lingwistyka matematyczna) jest organizo-
wana przez Fundacje Matematykéw Wroctawskich dla uczniéw szkot podstawowych i przygotowuje do
udzialu w Olimpiadzie Lingwistyki Matematycznej. Zawody sa dwuetapowe. Do finalu wchodzi trzech
najlepszych ucznidw ze szkoty i wszyscy powyzej progu kwalifikacyjnego. Zadania eliminacyjne maja for-
me testu krotkiej odpowiedzi, finalowe wymagaja uzasadnienia.

o W $wiecie matematyki - Wojewédzki Konkurs im. Wlodzimierza Krysickiego (www.sites.google. com/
site/kolonaukaktuarialnychpl/dzialalnosc/konkurs) jest organizowany przez Instytut Matematyki i Koto
Nauk Aktuarialnych Politechniki £.6dzkiej dla uczniéw szkét ponadgimnazjalnych. Sklada sie z testowych
eliminacji wytaniajacych 3-osobowe reprezentacje szkot oraz finatu, w ktérym zawodnicy rozwiazuja czte-
ry zadania z matematyki szkolnej oraz trzy problemy z matematyki wyzszej (na podstawie dotaczonych
materialéw zawierajacych definicje, twierdzenia i przyklady).

Wiecej informacji na temat réznego rodzaju konkurséw matematycznych mozna znalez¢ na stronach
internetowych Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej (www.sem.edu.pl zaktadka: Konkursy mate-

matyczne) oraz Wroclawskiego Portalu Matematycznego (www.matematyka.wroc.pl zakladka: Konkursy).
Zro6b sobie konkurs matematyczny

Weale nie jest latwo zorganizowaé taki konkurs, ktory bylby atrakcyjny dla uczniéw, a jednoczesnie
konkurencyjny w stosunku do propozycji juz istniejacych. Przede wszystkim musimy odpowiedzie¢ sobie
na kilka pytan.
¢ Po co chcemy taki konkurs zorganizowac¢? Czym ma si¢ rézni¢ od juz istniejacych?

e Czy jest na taki konkurs zapotrzebowanie? Do kogo ma by¢ adresowany? Czy beda mogli bra¢ w nim
udzial tylko uczniowie naszej szkoly, czy miasta, a moze poczatkowa inicjatywa ma szanse rozwina¢ sie
w konkurs ogdlnopolski?

¢ Czy ma to by¢ konkurs elitarny (dla wybitnie zdolnych, bazujacy na umiejetnosciach wykraczajacych poza
podstawe programowa), czy egalitarny — dostepny dla przecietnego ucznia, dajacy przyjemna intelektual-
na rozrywke i popularyzujacy matematyke jako narzedzie poznawania §wiata?

e Czy bedzie to konkurs platny? Przez kogo oplacany? Jak wysoka bedzie to odplatnos¢?

o Czy konkurs bedzie indywidualny czy zespotowy? Czysto matematyczny czy interdyscyplinarny? Na czym
bedzie polegal?

e Co bedzie przedmiotem oceny konkursowej (rozwigzywanie zadan, prace badawcze lub projektowe czy
prace plastyczne)?

o Jaki charakter majg mie¢ konkursowe zadania (famigtéwkowy, teoretyczny, geometryczny, komputerowy,
rachunkowy, praktyczny)?

e Jaka nazwe bedzie nosit konkurs? Powazng czy raczej dowcipng? Czy dobrze si¢ ona kojarzy?

e Czy konkurs bedzie mial patrona? Jakie bedzie miat logo?

o Ile bedzie etapow i jakie beda kryteria kwalifikacji do nich?

¢ Jak rozpropagujemy informacje o konkursie?

¢ Jak beda przebiegaly zgloszenia do konkursu? Jak sie kontaktowa¢ z uczestnikami?
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¢ Kiedy najlepiej zorganizowa¢ konkurs? Jak ulozy¢ harmonogram, aby unikna¢ kolizji z waznymi wydarze-
niami w szkole lub innymi imprezami skierowanymi do tych samych odbiorcow?

e Jak beda zorganizowane eliminacje? Ilu moga mie¢ uczestnikéw?

e Gdzie odbedzie si¢ final i na jakich zasadach? Ilu moze mie¢ uczestnikow?

e Czy to bedzie przedsiewzigcie jednorazowe (np. zwigzane z jaka$ rocznica), czy (w razie umiarkowanego
sukcesu) przewidujemy dalsze edycje?

e Czy bedziemy sie stara¢ o patronat jakiej$ instytucji? Gdzie znajdziemy sprzymierzencow, wspotpraco-
wnikéw, sponsordéw?

e Jakie przewidujemy nagrody (darowane lub przechodnie, materialne czy niematerialne)?

e Kto bedzie autorem zadan lub tematéw prac? Kto potem sprawdzi i oceni rozwigzania?

¢ Czy sa potrzebne i kto opracuje materiaty pomocnicze dla uczniéw?

¢ Jakimi $rodkami finansowymi mozemy dysponowac i na co beda przeznaczone?

e Czego chcemy nauczy¢ uczestnikéw? Jak przekonamy sie, czy ten cel zostal zrealizowany?

o Jakie dopuszczamy mozliwoséci modyfikacji regut konkursu?

e Jakie widzimy realne zagrozenia i jak sobie z nimi poradzi¢?

Kiedy juz zapadnie decyzja o organizacji konkursu, zacznij od starannego przygotowania dokumen-
tacji. Zapewni ona sprawng organizacje pracy. Powinna zawiera¢ regulamin z ewentualnymi zatgcznikami
(np. wzorem karty zgloszenia, drukiem protokotu prac szkolnej komisji konkursowej), harmonogram oraz
informator dla uczniéw i nauczycieli. Dokumenty te nie powinny by¢ zbyt obszerne, by nie zniechecaty do
starannego ich przeczytania, nie moga by¢ jednak zbyt lapidarne i ogélnikowe, poniewaz nie spetnig wow-
czas funkcji informacyjnej.

W regulaminie powinny si¢ znalez¢ szczegélowe informacje na temat organizacji i przebiegu zawodow.
Trzeba je dobrze przemysleé, gdyz regulamin nie powinien by¢ zmieniany w czasie trwania konkursowych
zmagan. Ogolng zawarto$¢ regulaminu konkursu okresla Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej
W sprawie organizacji oraz sposobu przeprowadzania konkurséw, turniejow i olimpiad, ale jego szczegélowa
zawarto$¢ zalezy tylko od organizatoréw i jest zdeterminowana specyfika konkursu. Na pewno powinny sie
w nim znalez¢:

e pelna nazwa, numer edycji i znak graficzny konkursu,

® nazwa, adres i telefon organizatora,

e informacje o wspdtorganizatorach, patronatach, sponsorach,

e okreslenie celéw i adresata konkursu,

e opis, co bedzie przedmiotem konkursu,

o okreslenie sposobu zglaszania si¢ do konkursu,

o liczba etapéw konkursu, sposdb ich przeprowadzania,

e opis trybu pracy komisji na poszczegdlnych etapach konkursu,

¢ wykaz srodkéw i materialéw, z ktérych uczestnik moze/musi/nie moze korzysta¢ w czasie konkursu,

o krotki opis wiedzy i umiejetnosci wymaganych na poszczegdlnych etapach konkursu (ze szczegdlnym
uwzglednieniem umiejetno$ci wykraczajacych poza zakres obowigzujacej podstawy programowe;j),

o kryteria awansu do kolejnych etapow,

e opis sposobu ustalania i oglaszania wynikéw,

e kryteria przyznawania tytutéw finalisty i laureata,

e uprawnienia przystugujace finalistom i laureatom, przewidywane nagrody,
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o warunki dyskwalifikacji zawodnika,

e opis procedur odwolawczych lub postgpowania w wypadkach szczegélnych (np. spdznienie lub nieobec-
noé¢ na eliminacjach, nakladanie si¢ termindw kilku konkurséw),

e informacja o stronie internetowej konkursu.

Dodatkowym dokumentem jest harmonogram konkursu, ktéry moze stanowi¢ czeé$¢ regulaminu, ale

poniewaz co rok sie zmienia, lepiej by byt odrebny. Powinny by¢ w nim podane:

e termin i sposéb dokonywania zgloszen,

e nazwa i numer konta, na ktére nalezy dokona¢ ewentualnych wplat, ich termin i wysokos¢,

e terminy i miejsca ewentualnych spotkan ze szkolnymi opiekunami konkursu lub terminy i miejsce moz-
liwych konsultacji,

e terminy i miejsca eliminacji oraz dalszych etapéw konkursu,

e terminy i sposob oglaszania wynikéw poszczegdlnych kwalifikacji,

o termin sktadania odwotan i reklamacji,

e termin podsumowania konkursu i gali laureatow,

e terminy i miejsca ewentualnych wycieczek lub obozdéw, ktére miatyby by¢ nagrodami dla uczestnikéw/
finalistow/laureatow.

Waznym dokumentem zwlaszcza dla przyszlego uczestnika jest takze informator konkursowy, dzieki
ktéremu uczen bedzie mogt si¢ dobrze przygotowaé do startu. Informator powinien zawiera¢ szczegélowe
wymagania, przyktadowe zadania, wskazowki, jak si¢ przygotowaé do eliminacji i gdzie znalez¢ pomoc-
ne materialy. Zawarto$¢ informatora moze by¢ wzbogacana i aktualizowana w miare rozwoju konkursu.
Informator zazwyczaj jest do§¢ obszerny, dlatego najwygodniej zamiesci¢ go na stronie internetowej lub
rozesta¢ pocztg elektroniczng do szkolnych opiekunéw konkursu. Informator powinien zacheca¢ do udziatu
w zawodach i wspiera¢ potencjalnych zawodnikéw w samodzielnym pozyskiwaniu wiedzy. Warto w nim
zamiescic:

o szczegotowe cele konkursu, ze wskazaniem rozwijanych umiejetnosci,

¢ podstawy prawne organizacji konkursu,

o szczegOtowy zakres wymaganych umiejetnosci i wiadomosci (z ewentualnym podzialem na poszczegolne
etapy konkursu),

e opis tematyki i formy zadan lub opis wymagan dotyczacych prac konkursowych,

e zestawy zadan przygotowawczych lub z poprzednich edycji z odpowiedziami, wskazéwkami i pelnymi
rozwigzaniami,

o spis literatury dla uczestnikow i opiekundw,

e regulamin konkursu,

e dodatkowe wiadomosci, ktérych celem jest zachecenie do udzialu w zawodach (np. historia konkursu,

geneza nazwy, anegdoty i ciekawostki zwigzane z poprzednimi edycjami, sukcesy laureatéw).
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Zamiast zakonczenia - gars¢ dobrych rad

® Mierz sily na zamiary. Zanim podejmiesz decyzj¢ o organizacji nowego konkursu, zastandw sig, czy wy-
starczy ci sil, czasu, wytrwaloséci i srodkéw na realizacje swojego pomystu.

o Korzystaj z do$wiadczen innych. Zapoznaj sie z funkcjonowaniem innych konkurséw o podobnej for-
mule. Jesli bedzie to mozliwe, porozmawiaj z ich organizatorami o trudnoéciach, z jakimi przyjdzie ci si¢
zmierzyc.

¢ Dzialaj w grupie. Przedstaw swdj pomyst zaprzyjaznionym nauczycielom, uczniom, rodzicom. Dowiedz
sie, co o nim sadzga. Uzyskaj akceptacje¢ dyrektora szkoly. Staraj si¢ pozyska¢ wspélpracownikéw, partne-
réw i sponsoréw, na ktorych bedziesz mogt polegac.

¢ ,Glowa muru nie przebijesz, ale jedli czym, to glowg” — mawial Hugo Steinhaus. Ty tez zarazaj innych swo-
im entuzjazmem, ale pamigtaj, ze aby konkurs sprawnie funkcjonowal, muszg si¢ znalez¢ chetni do startu
w nim, miejsce, w ktérym beda si¢ odbywac eliminacje, obstuga merytoryczna i techniczna.

¢ Korzystaj z multimediow. Obnizy to znacznie koszty i usprawni organizacj¢ konkursu.




6. Ob6z matematyczny
Malgorzata Mikolajczyk, Wroctaw

Czemu stuzq i dla kogo sq przeznaczone obozy matematyczne? Jak
je zaplanowac i zorganizowaé, by polgczyé przyjemny wypoczynek
i intelektualng rozrywke z rozwijaniem wiedzy i umiejetnosci ma-
tematycznych? Jak dostosowal temat obozu do wieku uczestnikow?
Ponizszy artykut odpowiada na te pytania i wiele innych.

Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego i Fundacja Matematykéw Wroclawskich dwa razy
w roku organizuja obozy matematyczne dla dzieci i mlodziezy. Sa to: Zimowe Szkoly Matematyki - organizo-
wane od 1990 roku (dla licealistéw i wyjatkowo zdolnych gimnazjalistéw) oraz Letnie Obozy Naukowe — pro-
wadzone od 2001 roku (dla uczniéw ze wszystkich pozioméw edukacyjnych). Biorg w nich udzial uzdolnieni
matematycznie uczniowie ze szkét z Dolnego Slaska i Opolszczyzny. Przez lata byly to obozy miedzynarodowe,
co podsycato matematyczne wspotzawodnictwo, ale i zacie$niato przyjaznie oraz pozwalalo wymienia¢ si¢ in-
formacjami dotyczacymi systeméw edukacyjnych w innych krajach. Obozy te maja swoje tradycje i specyfike,
a liczba chetnych zawsze przekracza liczbe miejsc. Zajecia dydaktyczne sa prowadzone przez studentéw, dok-
torantéw i pracownikéw naukowych Instytutu Matematycznego UWr (studenci specjalnoéci nauczycielskiej
w programie studiow maja kurs wychowawcéw kolonijnych).

Koegzystencja

Nasze obozy s3 na ogét pieciodniowe i bierze w nich udzial okolo 100 uczestnikéw. Zajecia prowadzone
sa w trzech grupach. Wtedy wysitek wlozony w ich przygotowanie jest racjonalnie wykorzystany (zajecia
powtarzane sa w kazdej z grup).

Ciekawym (ale i odwaznym) doswiadczeniem wychowawczym jest faczenie podczas obozéw letnich za-
je¢ dla réznych kategorii wiekowych (najczeéciej warsztatow tamigléwkowych lub modelarskich oraz gier
symulacyjnych, planszowych lub terenowych). Starsi uczniowie traktujg mlodszych z duzym szacunkiem,
doceniajac ich spryt i inteligencje, a jednocze$nie staja sie dla nich pewnego rodzaju idolami i wzorami do
naéladowania, co ich samych zobowiazuje do wladciwych zachowan. Paradoksalnie wigc na takim obozie
utrzymanie dyscypliny jest znacznie tatwiejsze. Starsi uczniowie z poczucia odpowiedzialnosci za mlodszych
zwracaja im uwage, gdy ci zrobig co$ nie tak, pomagaja im i chetnie si¢ nimi opiekujg. Ten model dobrze si¢
sprawdza na przyklad podczas wycieczek, gdyz Zadna ze stron (starajac si¢ trzymac fason) nie marudzi. Starsi
koledzy czesto lepiej i skuteczniej niz nauczyciele potrafig przywota¢ mlodszych do porzadku, czy wytluma-
czy¢ im koniecznos¢ zaakceptowania zasad obozowego Zycia (co nie zawsze przychodzi uczniom tatwo).

Podobng przewage maja obozy i grupy koedukacyjne nad grupami typu single-sex.
Dyscyplina

Utrzymanie dyscypliny staje si¢ bardzo wazne, gdy oboz jest miedzyszkolny, a uczniowie z daleka

od swoich nauczycieli czuja sie w duzej grupie anonimowi i bezkarni (niestety nawet utalentowane dzieci




sprawiaja niekiedy klopoty wychowawcze). Dzieki polityce odpowiedzialnego uczestnictwa, braku to-
lerancji dla famania dyscypliny oraz wieloletniej wspoélpracy ze szkotami jedynym problemem trudnym
do przezwyciezenia na naszych obozach jest zachowanie minimalnego czasu nocnego odpoczynku. Trze-
ba pamieta¢, ze uczestnicy obozu maja podobne zainteresowania, ktorych czesto nie maja z kim dzieli¢
w macierzystej szkole, sa wiec dla siebie nawzajem bardzo atrakcyjni intelektualnie (i nie tylko), a wspdlne
zainteresowania szybko cementujg grupe. Czgsto pochlaniaja ich proponowane zadania na przyklad z ligi
obozowej i do pdzna w nocy je rozwigzuja lub graja w gry logiczne i towarzyskie. Niedopilnowanie czasu
snu skutkuje tym, ze juz w trzecim dniu uczestnicy masowo podsypiaja podczas zaje¢. Tym wazniejsze jest
ustalenie jasnych regut i ich konsekwentne egzekwowanie.

Na naszych obozach nie ma kar, nie stawiamy niemal zadnych zakazéw i nie tworzymy skomplikowanych
regulaminéw. Jest za to wprowadzana w zycie zasada odpowiedzialnego uczestnictwa. Wyjasnia jg zamieszczo-
ny ponizej, wypracowywany przez lata wzor zgody na wyjazd, podpisywany przez rodzicoéw i ucznia.

Wyrazam zgode na wyjazd na Zimowa Szkote Matematyki do .....ccoecennccerrnccnenns w dniach ... mojego
o FAT=Tel - R Biore odpowiedzialno$¢ finansowa za wszystkie szkody materialne wyrzadzone przez
dziecko, w szczegolnosci za straty wynikte z niewtasciwego uzytkowania sprzetéw w osrodku.

podpis rodzica

Wyjazd na obdz jest nagroda dla wyrdzniajacych sie uczniéw. Jest catkowicie dobrowolny. Nie musisz bra¢ w nim
udziatu, jesli wiesz, ze ciezko bedzie Ci respektowac zasady, jakie na nim obowiazuja. Naszym celem jest zorganizo-
wanie dobrej zabawy, wysokiego poziomu szkolenia i bezpiecznego wypoczynku. Na obozie nie ma kar, ale musisz
ponies¢ konsekwencje swoich wyboréw i zachowan.

1) Dla bezpieczenstwa uczestnikéw niedozwolone jest spozywanie alkoholu.

2) Oddalenie sie z miejsca zamieszkania lub odfgczenie od grupy podczas zaje¢ mozliwe jest tylko po uzyskaniu
zgody opiekuna.

3) Zeby nauczy sie czego$ i uszanowac trud oséb przygotowujacych zajecia obowiazuje minimum 5 godzin snu (od
2.00 do 7.00). W godzinach od 0.00 do 7.00 w pokojach mieszkalnych obowiazuje cisza nocna (wytaczone $wiatto,
muzyka itp.). Od 0.00 do 2.00 mozna przebywac tylko w swietlicy. O godzinie 22.00 zamykane sg drzwi budynkéow
mieszkalnych, a 0 2.00 gaszone jest Swiatto w Swietlicach.

Jesli ztamiesz te zasady, musisz wréci¢ do domu. Nastepna szansa bedzie w przysztym roku!

Wybory, jakich dokonujesz, zaleza od Ciebie — wybieraj madrze!

Zapoznatem sie z powyzszymi zasadami.

podpis ucznia

W przypadku ztamania powyzszych zasad przez moje dziecko”

« wyrazam zgode na jego samodzielny powrét do domu, po uprzednim telefonicznym powiadomieniu przez organi-

zatorow o godzinie wyjazdu i odprowadzeniu przez opiekuna na dworzec PKP w ....

- zobowiazuje sie na wiasny koszt odebra¢ dziecko z obozu, po uprzednim telefonicznym powiadomieniu przez

organizatoréw.

podpis rodzica

“ niepotrzebne skresli¢

Przed wyjazdem na obdz nalezy tez pamigta¢ o zebraniu danych osobowych i kontaktowych nauczy-
cieli, szkét i rodzicéw, w tym numeréw PESEL rodzicéw i ucznia (bedg potrzebne, gdy konieczna okaze sie

interwencja lekarska).
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Tematyka

Tematyka obozu moze by¢ monograficzna lub przegladowa, pozaszkolna lub rozszerzajaca dzia-
ty omawiane w szkole. W zimie dla mlodziezy licealnej organizujemy zazwyczaj obozy monograficzne.
Z naszych doswiadczen wynika, Ze znacznie wiecej uporzadkowanej wiedzy zostaje im wtedy w gtowach.
Natomiast na obozach letnich (dla uczestnikéw znacznie rézniacych si¢ wiekiem, wiedzg i doswiadcze-
niem) proponujemy raczej swoisty ,,bigos matematyczny”. Takie zaj¢cia na dluzsza mete s3 mniej nuzace,
cho¢ w gltowach zostajg wtedy na ogoét jedynie wspomnienia najciekawszych zdarzen, zajeé, konkursow
czy zadan.

Najwazniejsze jest, aby zajecia obozowe zawsze byly ciekawe, by pasjonowaty uczniéw i przekonaly,
ze warto bylo pojecha¢ na obdz, ze rownie ciekawie bedzie za rok i na pewno warto poleci¢ wyjazd
mlodszym kolegom. Nie ukrywamy, ze spora cze¢s¢ uczestnikow naszych obozéw podejmuje pdzniej
studia w naszym Instytucie i to z nich rekrutuje si¢ w znacznej mierze studencka kadra obozowa na
kolejne lata.

Oto przykladowa monograficzna tematyka obozéw dla szkét ponadpodstawowych:
o teoria grafow,
e przestrzenie metryczne,
e konstrukcje geometryczne,
e matematyka finansowa,
e rownania funkcyjne,
o stozkowe i kwadryki,
e geometrie nieeuklidesowe,
e trygonometria,
e rekurencja,
o liczby zespolone,
e $rednie,
o krzywe,
¢ kombinatoryka w geometrii,
o teoria liczb,
e geometria przestrzenna,
e algebra abstrakcyjna,

o rownania rdzniczkowe,

L] geometria elementarna,
o statystyka.
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Organizacja Zycia na obozie

Na pigciodniowy obdz wybieramy co roku inny, ale niezbyt odlegty rejon, aby nie traci¢ czasu na do-
jazdy (i nie podnosi¢ kosztow; przy okazji zwréémy uwage, ze im wigksza jest liczba uczestnikéw i dugosé¢
wyjazdu, tym wieksze sa szanse na wynegocjowanie korzystnych cen w osrodku wypoczynkowym). Na
szczg$cie na Dolnym Slasku atrakcyjnych miejsc nie brakuje.

Z nauka przesadza¢ nie mozna, dlatego niezaleznie od pory roku w programie zawsze jest jedna calo-
dzienna wycieczka oraz kilka popotudniowych, ognisko, zawody sportowe, obserwacje nieba itp. Schemat
dnia jest taki, ze do poludnia odbywaja si¢ wyktady, po potudniu - ¢wiczenia i konkursy (mecz matema-
tyczny, maraton zadaniowy), wieczorem za$ — warsztaty (pracownia modelarska, ksiuty matematyczne, czyli
1zejsze formy pracy). Po obiedzie jest zawsze kilkugodzinna przerwa, ktorg uczniowie mogg przeznaczy¢ na
wspolne spacery po okolicy, rozgrywki sportowe, rozwigzywanie zadan z ligi lub inne formy relaksu (np.

basen lub narty — w zaleznosci od pory roku i infrastruktury osrodka).

Przykladowy rozklad obozowego dnia wyglada tak:
* 8.30-9.00 $niadanie
© 9.00-10.30 wyktad 1
© 11.00-12.30 wyktad 2
® 13.00-13.30 obiad
® 14.00-16.00 zajecia opcjonalne: miniwycieczka, zajgcia sportowe, rozwigzywanie zadan ligowych
® 16.00-17.00 ¢wiczenia 1
® 17.30-18.30 ¢wiczenia 2
® 18.30-19.00 kolacja
® 19.00-20.00 czas wolny
® 20.00-21:30 warsztaty famigtéwkowe, modelarskie, krajoznawcze, ksiuty matematyczne
 22.00-24.00 czas wolny, zajecia $wietlicowe, rozwigzywanie zadan ligowych
® 24.00 - cisza nocna w czeéci mieszkalnej

® 2.00 - bezwzgledna cisza nocna
Nietypowe formy pracy

Na obozach zawsze prowadzona jest liga zadaniowa (niekoniecznie zwigzana z tematyka obozu). Jesli
uczestnicy sa w réznym wieku, najlepiej sprawdza si¢ liga tamigtéwkowa z tymi samymi zadaniami dla
wszystkich kategorii wiekowych, ale z rozlaczng klasyfikacjg. Oto przykltadowy regulamin obozowej ligi
zadaniowej, ktéry moze by¢ modyfikowany w zaleznoéci od sytuacji.

1. Zadania ligowe pojawiaja sie kazdego dnia dwukrotnie - o $wicie i o zmierzchu.

2. Uczniowie SP rozwiazuja zadania o numerach dajacych z dzielenia przez 3 resztg 1, uczniowie GIM -
reszte 112, a uczniowie szk6t LO - 0, 11 2.

3. Zadania mozna skfada¢ o dowolnej porze dnia i nocy do koperty na drzwiach pokoju XX.

4. Kazde zadanie oceniane jest zero-jedynkowo, a wynik ten jest mnozony przez wspotczynnik tempa roz-
wigzania (bedacy réznicg liczby 5 i liczby dni od ogloszenia zadania) oraz wspélczynnik trudnoéci zada-

nia (bedacy odwrotnoscia liczby osob, ktére aktualnie rozwiazaly to zadanie).
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5. Przyjmowane sa tylko prace indywidualne, ale zach¢camy do kooperacji podczas rozwigzywania
zadan.
6. W sprawach nieuregulowanych niniejszym regulaminem glos decydujacy ma jury obozowej ligi zada-

niowe;j.

Zaden oboz nie moze sie obejé¢ bez wycieczki krajoznawczej (do wyj$¢ w gory przyda sie student
z uprawnieniami przewodnika turystycznego). Dobrze gdyby to byla wycieczka zwigzana z matematyka lub
technika (np. do skansenu ginagcych zawoddw, muzeum papiernictwa, huty szkla lub stanowiska kwitnacej
roéliny zwanej liczydlem gérskim itp.). Niezbedne jest wcze$niejsze rozpoznanie terenu, jego historii i cie-
kawostek (na miejscu lub za posrednictwem internetu). Uczniowie takze powinni by¢ do wycieczki przy-
gotowani, a to wcze$niejsza pogadanka, prezentacja multimedialng, spotkaniem z ciekawym czlowiekiem
z okolicy itp. Dzigki temu bedg bardziej zainteresowani celem wycieczki, bardziej zaangazowani emocjonal-
nie, $wiadomie bgda uczestniczy¢ w zwiedzaniu réznych obiektéw i znacznie wigcej zostanie im w glowach.
Efektywnos¢ wiedzy zdobywanej na wycieczkach podnosza zwiady krajoznawcze, przeprowadzane zawsze
w grupach (tak jest bezpieczniej, a uczniowie w grupie czujg sie pewniej w kontaktach z obcymi ludzmi)
i podsumowywane podczas zaje¢ wieczornych. Zazwyczaj miejscowi chetnie uczniom pomagaja i odpowia-
daja na ich pytania, cho¢ czasem sg zawstydzeni, ze tak niewiele o swoim miescie wiedza i odsylaja mlodziez
do informacji turystycznej.

Tak moze wyglada¢ przykltadowe zadanie na zwiad majace forme uzupetnianki.

Palac w Miliczu wzniesiono w stylu ............... (klasycystycznym). Wzorowano go na palacu w ................
(Poczdamie).

Obecnie jest on siedzibg ........c.cc..... (Zespolu Szkot Lesnych). Sala balowa pod kopulg ma ksztalt ........
(elipsy), ktorej dluzsza o jest skierowana w kierunku ................. (wschod-zachod). Park patacowy jako
pierwszy na Slasku zatozono w stylu ............... (angielskim). Dab na polanie przed palacem ma obwdd ...........
(694 cm) i liczy okolo ............ (290-390) lat. Pobliski ko$cidl pw. ......cccoeuevureucenee ($w. Andrzeja Boboli) zbu-
dowano w konstrukgji ... (szachulcowej).

To jeden z sze$ciu na Slgsku koSciolOW ................... (faski). Byly one dowodem taski............... (cesarza Austrii)
dla $lgskich .....cccocuveneeee (ewangelikow).

Inne zadanie na wieczér podsumowujacy wycieczke krajoznawcza moze polega¢ na zapoznaniu si¢ po-
szczegolnych grup z jaka$ miejscowy legenda. Nastepnie grupy kolejno przedstawiaja swoje legendy w for-
mie pantomimy lub komiksu, a potem na tej podstawie kolejna grupa probuje te legende opowiedzie¢. Na
koniec grupa prezentujaca podaje oryginalna wersje.

Oto przyklad takiej legendy.

W miejscu, gdzie dzi$ stoi milicki palac, rost niegdy$ gesty bor, a w nim olbrzymi dab, z ktérym zwig-
zane byly tajemne moce. Dlatego nazwano go Diabelskim Debem. Pewnej nocy przez bér przechodzilo
trzech mezczyzn. Byli mocno podpici i zmierzali do domu. Zrobilo sie pdzno, ale dwoch wolato nadlozy¢
drogi, aby oming¢ ostawiony dab. Trzeci nie bat sie niczego, byt znanym kpiarzem i przesmiewca. W réw-
nym stopniu lekcewazyl i boga, i diabla. Ten poszedl droga na skréty. Kiedy przechodzit w poblizu debu,
klngc i pomstujac, nagle w koronie co$ zaczgto si¢ dziwnie poruszaé, niesamowity wicher zaczat da¢ do-
okola prastarego drzewa i porywal wszystko, co znalazlo si¢ w jego zasiegu. Takze i kpiarz zostal porwany

iwzniesiony przez wichure wysoko w powietrze. Jego dwaj koledzy ustyszeli tylko z dala wrzask i nieziemski
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$miech, ktéry dochodzit z wnetrza debu. Przestraszeni popedzili do domu. Nastepnego dnia okoliczni
mieszkancy odkryli, ze tajemniczy wicher zrzucil wesotka trzy mile od starego debu, na przykoscielnym
cmentarzu. Nieszcze$nik, upadajac na ziemig, zlamat sobie noge i trzy zebra. Od tego czasu stal sie pobozny,

zaczat chodzi¢ do kosciota i nigdy juz nie bluznit.

Wieczorne ksiuty z matematyka to interdyscyplinarne zajecia laczace matematyke z innymi dzie-
dzinami wiedzy (np. matematyczny wieczér muzyczny albo plastyczny, literacki, filmowy, podrdzniczy,
mitologiczny, lingwistyczny, historyczny, przyrodniczy) lub warsztaty (matematycznego origami, wyszy-
wanek lub modelarskie, bryty mozna budowac¢ z siatek, z rurek do napojow, wycioréw do fajek lub two-
rzy¢ z mydlin). Takie wieczory pozwalaja w luznej atmosferze zakonczy¢ dzien obozowej pracy, integruja
grupe, a jednoczesnie rozwijaja kreatywnos$¢ i wyobraznie oraz ucza wielu matematycznych ciekawostek.
Na ogot majg forme rywalizacji miedzy mniejszymi grupami uczniéw. Ponizej prezentujemy wybrane
materialy z wieczoru sprytnych rachunkéw. Zadania rozwigzywane sa w grupach. Potrzebne sa: papier,

olowki, kalkulatory.

Zad. 1. Jakie cyfry powinny oznaczaé symbole: O, A, I" i [, aby prawdziwa byta réwnoé¢:
O0O0O0O-AAA+TT-[ = 12342

Zad. 2. Uzupelnij wyrazenie 1111111, uzywajac tylko znakéw dzialan i nawiasow, tak aby jego wartoéé
byta:
a) rowna 35;

b) jak najwieksza.
Zad. 3. a) Jaka jest ostatnia cyfra liczby 9*%2 b) Czy liczba a=3*-11° jest podzielna przez 10?

Zad. 4. Liczby 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36 wpisz w pola kwadratu o wymiarach 3x3, tak aby suma liczb we

wszystkich wierszach, kolumnach i przekatnych byla taka sama.

1.2-3+2-4-6+4-8-12+7-14-21
1.3-5+2-6-10+4-12-20+7-21-35

Zad. 5. Upros¢ utamek:

Zad. 6. Co rozpoczyna, a co konczy alfabetyczny spis liczebnikdéw od 1 do 100 w jezyku polskim, a co w je-

zyku angielskim?

Zad. 7. Zapisz liczbe 6, uzywajac znakow dziatan oraz kolejno trzech zer, trzech jedynek itd. az do trzech
dziewiatek. Czas 7 minut. Wygrywa druzyna, ktdra pierwsza skonczy.

Zad. 8. Dobrze byloby poprzedzi¢ to zadanie indukcyjnym ,dowodem” faktu, ze kazda liczba naturalna
jest interesujaca oraz anegdota o Ramanujanie (patrz: Michal Szurek ,,Opowiesci matematyczne”, WSiP
1987) tlumaczacg, skad sie wziely w matematyce liczby takséwkowe. Nastepnie losujemy liczby dla po-
szczegolnych grup (np. grajac w marynarza). Grupy majg za zadanie przygotowac i przeprowadzi¢ wywod
uzasadniajacy, ze ich liczba jest najbardziej interesujaca. Wypowiedzi przedstawicieli poszczegolnych
grup ocenia jury.
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Zad. 9. Za pomocg trzech czworek, znakéw dzialan i innych trickéw zapisz jak najwiecej kolejnych liczb

naturalnych. Czas 10 minut. Wygrywa druzyna, ktora zapisala w tym czasie najdtuzszy ciag liczb.

Zad. 10. Ustaw w porzadku rosngcym nastepujace liczby: 191, 19981, 1°%, 19%, 1998, 1995, 19198!, 199!%.
Czas 10 minut. Wygrywa najszybsza druzyna.

Odpowiedz: 18 < 1998 < 199° < 19%8 < 19!198! < 199!® < 1998! < 19!**

Przykladowe uzasadnienie: 199% < 19%, bo: 199* < 200° < 2258 < (15%) = 15" < 19'¢ < 19%.

Zad. 11. Jaki jest nastepny wiersz w ponizszej tablicy liczb? Czy w tym ciagu liczb moze wystapic¢ 4? Czy ciag
jest okresowy? Czy wiersze mogg by¢ dowolnie dlugie? Czy cigg jest monotoniczny? Wygrywa najszybsza
druzyna. Nastepnie nalezy wymysli¢ podobne zadanie, jak najbardziej zaskakujace. Pomysly ocenia jury.
Do sprawdzania mozna uzy¢ komputera.

1

11

21

111221

312211

Zad. 12. Wymys$l nazwe i definicje liczby, ktorej nazwe wylosowales. Podaj przyktady i wlasnosci. Pomysty

ocenia jury.

e liczba z jajami - tylko pierwsza i ostatnia cyfra s3 niezerowe,

o liczba im. Gustawa Morcinka — suma cyfr jest parzysta wielokrotnoécia siédemki, np. 95710767,

¢ liczba policyjna - pewne jej kolejne trzy cyfry to 997,

o liczba z czkawka — w jej rozwinieciu dziesietnym pewna grupa cyfr powtarza si¢ nieskoficzenie wiele razy,

e liczba typu y, . ., - siédma potega tej liczby ma w swoim zapisie pie¢ pigtek,

e liczba specjalna — ma tyle samo dzielnikéw naturalnych co cyfr, np. 37, 121, 184093; nie myli¢ z liczba
specjalnej troski, ktéra ma tylko jeden dzielnik naturalny; jest to oczywiscie szczegdlny przypadek liczby

specjalne;j.

Logiczna gra terenowa ,,Polowanie na skarb” Jest to tradycyjna forma wieczornej rozrywki na naszych
obozach matematycznych. W najblizszej okolicy miejsca zamieszkania ukryty jest skarb (zazwyczaj tort lub
worek krowek) oraz rézne wiodace do niego wskazéwki. Poszukiwacze dzielg si¢ na grupy i po zapoznaniu
z regutami gry otrzymuja pierwsza informacje. Wszystkie grupy moga mie¢ do pokonania t¢ samg trase, ale
kolejno$¢ wskazéwek moze by¢ inna. Mozna tez przygotowac rozlaczne trasy dla réznych grup, spotykajace
sie u celu. Wskazowki sa umieszczone na malych karteczkach, w miejscach, gdzie raczej trudno je znalez¢
przez przypadek. W trakcie gry, jesli trasy sa wspolne dla kilku grup, znalezione karteczki z informacjami
musza zosta¢ zwrdcone na swoje miejsca, a jeSli trasy sa rozlaczne — musza zostac zebrane, a po zlozeniu
wszystkich w calo$¢ pojawi sie dodatkowa informacja.

Tre$¢ poszczegdlnych wskazoéwek wiodacych do skarbu jest $cisle zwigzana z charakterystycznymi miejscami,
przedmiotami, sytuacjami i skojarzeniami obozowymi. Odtwarzanie w tym miejscu przebiegu calego polowania
nie ma wiekszego sensu, gdyz podane informacje bylyby niezrozumiate. Poszczegélne wskazéwki maja charakter

zagadek logicznych, krzyzéwek matematycznych z hastem, rebusow, szarad itp. Oto kilka przyktadéw.
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Szukasz wody, we mnie woda
taka moja juz uroda
Przyjdz do zrédta, do ruczaju

a dostaniesz, ryju, czaju
ruypny emoSngsqooures m AuzoL1pyao yrufezd

Skarb jest tam, gdzie konczy
kazdy mozgu pracz

a gdy juz dowiesz sie, kto zacz,
wywro6¢ to na lewa strong

i Twoje zadanie spelnione
2120qo eU e1dd(ez Yohobzpemord
mojuapnys nfoxyod m nyfesIom azndum

Nie po polsku ani rusku
idz, gdzie roénie odgtos plusku
a1zpo18o m [INNTd] emIls

Skojarzenie Johna Smitha na widok
Groznego Iwana
O klucz do skarbu popro$

pewnego brodatego pana
TpAzZONEU Z 03supa( (YyD) poydowes

Gdzie szum wodospadu si¢ toczy, patrz sobie
gleboko w oczy

Pozostan tam chwile bez mata, spéjrz tak,

jak Alicja spojrzata

eIsny euotls eujoimpo

Poszly konie po betonie, a karasie po .....
BYpOISO sere)

Szukaj uwaznie, jedlis nie knypek

kedy do pracy wychodzil skrzypek

yoep eu apslom

1dz do L@@ (V-1)'v'(2,718281... := y)
podaruj jej t@vY i masto

a ona Ci poda nastgpne hasto

ozo Tu 92 ‘1d Y425 ( “ejoy Twr




Czes¢ 111 Jak uczy¢, aby rozwija¢ zainteresowania $ciste ucznia

i

/(;,’\

A kiedy przed wami zmyka,

Zataniczcie mu walczyka.
1on10d

1. Bywa Newtona.
2. Z wykrzyknikiem.

3. Ptyna do plusa.

4. Kola by¢ nie moze.

5. W nim licznik.
epuImM

Czwarta z trzecig — rylcem pisane, bez podpuchy.
Pierwsza wstecz i czwarta — gdy ktos nie jest suchy.
Drugg z pierwszg — baca méwi, gdy robi stuk-puk.

Calo$¢ mocno grzeje, a kurz to jest jej wrog.
Arnduwoy

Zamiast zakonczenia

Nie sposéb w krotkim opracowaniu opisaé wszystkich pomystéw na zajecia i podac zbyt wielu przy-
ktadéw obozowych aktywnosci. Mamy nadzieje, ze kilka, ktdre tu przytoczyliSmy, stanie sie inspiracja dla
wielu nauczycieli. Materialy z naszych obozéw naukowych (referaty, warsztaty, zadania ligowe i ksiuty) sa
wydawane w zeszytach Kota Naukowego Matematykéw Specjalnosci Nauczycielskiej na UWr.

Oboéz naukowy jest powaznym przedsiewzieciem dydaktycznym i logistycznym i aby byl udany, wymaga
dlugich i starannych przygotowan. Nie warto jednak planéw uklada¢ zbyt sztywno, gdyz moga je zniweczy¢
cho¢by trudne do przewidzenia warunki pogodowe. Przy planowaniu zaje¢ zaktadajmy wiec sporg doze
elastycznosci, badZmy gotowi na kompromisy i niespodzianki. Pamietajmy, ze zawsze mozemy tez liczy¢ na

niczym nieograniczong inwencj¢ naszych uczniéw.




7. Uczen zdolny pod katedra

Jacek Dymel, Krakow

Szczegblng role w ksztatceniu uczniow o wybitnych uzdolnieniach
matematycznych odgrywa ich kontakt ze Srodowiskiem akademic-
kim. Pracownicy naukowi wielu uczelni zajmujg si¢ wyszukiwa-
niem i szlifowaniem odkrytych talentéw. Potencjat intelektualny
i dydaktyczny polskich badaczy jest wykorzystywany w pracy
z uczniami szkot wszystkich szczebli, a prowadzone przez nich
wyktady, ¢wiczenia i warsztaty sq doskonatym dopetnieniem co-
dziennej pracy nauczyciela. W artykule przedstawiamy wybrane
inicjatywy polskich wyzszych uczelni w zakresie popularyzacji ma-
tematyki wsrod dzieci i mlodziezy oraz pracy z uczniami uzdolnio-

nymi matematycznie.

Na styku szkoly z akademia

Kontakt uczniéw z naukowcami w salach wyktadowych i laboratoriach uniwersytetow jest wazny (i to
dla obu stron) juz od najmtodszych lat. Uczniom daje okazje do chloniecia niezwyktej uniwersyteckiej at-
mosfery intelektualnej swobody, twérczej pracy i badawczej kooperacji, wprowadza ich w $wiat w szkole
niespotykany, specyficzny i tajemniczy, ale niezwykle pociagajacy. Badaczom z kolei pozwala utrzymac staty
kontakt ze $srodowiskiem szkolnym i na biezaco $ledzi¢ zachodzace w nim zmiany, co utatwia prowadzenie
zaje¢ dydaktycznych ze $wiezo upieczonymi studentami, a takze dostosowanie programéw studiéw do po-
trzeb i mozliwosci rynku edukacyjnego.

Dziatalno$¢ srodowiska akademickiego na rzecz uczniéw przebiega dwutorowo. Z jednej strony jest
to popularyzacja wiedzy adresowana do szerokich rzesz mlodziezy, a z drugiej — dzialania podejmowane
w celu wylawiania i rozwijania talentéw uczniéw o wybitnych uzdolnieniach kierunkowych. Popularyzacja
odgrywa w realizacji tego celu niezwykle wazna role, gdyz niejednokrotnie pozwala zainteresowaé matema-
tyka uczniéw negatywnie do niej nastawionych, ktorzy bez tego mogliby nie rozpoznaé wlasciwie swoich
uzdolnien. Szczegdlnie wazna jest popularyzacja osiagnie¢ wspotczesnych nauk podstawowych i pokazanie
ich aplikacyjnego charakteru, a takze gleboko kultywowana wiez historyczna i przypominanie dokonan

polskich badaczy, ktorymi na polu matematyki mozemy sie szczyci¢ na skale swiatowa.
Formy wspolpracy

Dzialalno$¢ popularyzatorska na réznych uczelniach przyjmuje rézne formy. Do najczesciej spotyka-
nych naleza:
e uniwersytety dziecigce — adresowane do uczniéw szkét podstawowych,
o festiwale nauki i pikniki naukowe - adresowane do uczniéw w kazdym wieku, ich nauczycieli i rodzicow,

e wystawy, muzea i interaktywne parki wiedzy,
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e cykliczne wyklady popularnonaukowe,
e portale i czasopisma popularnonaukowe.
W zakresie rozwijania talentéw uczniéw wybitnie uzdolnionych dzialalno$¢ srodowisk akademickich
przejawia si¢ miedzy innymi w:
o prowadzeniu kotek olimpijskich,
¢ mozliwosci konsultowania wlasnych prac badawczych przez uczniéw,
e indywidualnej opiece nad uczniami uzdolnionymi,

e mozliwosci uczestniczenia w wybranych zajeciach akademickich na prawach wolnego stuchacza.
Uniwersytety dzieciece

U podstaw uniwersytetow dziecigcych lezy przekonanie o potrzebie nieustannego rozwijania twérczego
i intelektualnego potencjalu dzieci poprzez zapoznawanie ich z tematyka naukowsa niedostepna w naucza-
niu szkolnym. Dzieci od najmlodszych lat zadaja pytania, pokazujac, co je najbardziej ciekawi. Te naturalna
ciekawo$¢ mozna i nalezy wykorzysta¢, a szkota nie zawsze potrafi temu zadaniu sprosta¢, realizujac wyty-
czone programy i nakazujac opanowanie regul i algorytmoéw. Chcialoby si¢ tymczasem, aby kto§ powaznie
potraktowal pytania rodzace sie w glowach dzieci, udzielajac na nie jasnych, ale i fachowych odpowiedzi.
Poprzez taki zywy kontakt z nauka dzieci odkrywaja wlasne pasje oraz potrzebe zrozumienia $wiata, w kto-
rym zyja, i skutecznego podejmowania dzialan, co w przysziosci pozwoli im wykorzysta¢ drzemigce w nich
sity dla dobra ludzi.

Uniwersytety dziecigce w swoich formach organizacyjnych sa zblizone do prawdziwych uczelni. Ich
stuchacze (w wieku 6-13 lat) noszg miano studentdw, legitymuja si¢ indeksami i uczgszczaja na wyklady
i pokazy dotyczace wielu dziedzin nauki prowadzone przez pracownikéw prestizowych wyzszych uczelni.
Podczas zaje¢ wspolnie poszukuja odpowiedzi na nurtujace dzieci pytania. Efektem takiego podejscia jest
motywowanie najmiodszych do poglebiania zainteresowan nauka i swiadomego korzystania z jej zdobyczy
w zyciu codziennym.

Idea uniwersytetéw dziecigcych narodzita si¢ w akademickiej Tybindze w Niemczech, gdzie w czerwcu
2002 roku profesor Gregor Merkel wyglosit wyklad dla dzieci pt. ,Dlaczego wulkany ziejg ogniem” W ten
sposob zapoczatkowal istnienie Uniwersytetu Dzieci w Tybindze. Szybko idee t¢ podjely uniwersytety
w Szwajcarii, Austrii i Lichtensteinie, a potem w Wielkiej Brytanii, USA, na Wyspach Kanaryjskich i w Sto-
wenii. Obecnie w samych Niemczech uniwersytety dzieciece dzialaja w ponad 70 osrodkach akademickich,
jednak w przeciwienistwie do Polski, sa to na 0gdt przedsiewziecia bezplatne, utrzymujace sie z grantéw na
popularyzacje wiedzy.

Najprezniej dzi$ dziatajacy w Europie Uniwersytet Dzieciecy znajduje si¢ w Wiedniu (www.kinderu-
ni.at) i z jego inicjatywy powstata organizacja EUCUNET (European Union Children University Network)
zrzeszajaca uniwersytety dzieciece z calego $wiata oraz jej portal internetowy www.eucu.net. Tam mozna
znalez¢ informacje dotyczace tego typu przedsiewziec.

Najstarsza taka placowka w Polsce jest Uniwersytet Dzieci (www.uniwersytetdzieci.pl) prowadzony
przez Fundacje Paideia, dzialajacy obecnie w czterech o$rodkach akademickich: Krakowie, Warszawie,
Olsztynie i Wroclawiu. Powszechnie dostepny jest jego portal edukacyjny, a w nim kluby naukowe, czyli
kilkaset miniserwiséw tematycznych, w ktérych kazdy moze rozwijaé swoje zainteresowania oraz dzie-

li¢ si¢ swoja pasja i wiedzg z innymi uzytkownikami. Wyktady i warsztaty odbywaja si¢ w weekendy
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w siedzibach prawdziwych uniwersytetéow i osrodkéw naukowych oraz w miejscach zwykle dla dzieci
niedostepnych, takich jak obserwatoria astronomiczne, laboratoria diagnostyczne, stacje badawcze, ban-
ki czy drukarnie.

Dzialalno$ci Uniwersytetu Dzieci w poszczegolnych miastach patronuja:

¢ w Krakowie — Uniwersytet Jagielloniski, Akademia Gdrniczo-Hutnicza, Uniwersytet Rolniczy i Uniwersy-
tet Ekonomiczny,

o w Warszawie — Politechnika Warszawska, Uniwersytet Warszawski i Akademia Pedagogiki Specjalnej,

e we Wroctawiu — Uniwersytetu Wroclawski i Politechnika Wroctawska,

e w Olsztynie — Uniwersytet Warminsko-Mazurski.

Ponadto w EUCUNET zrzeszone s3:

o L.4dzki Uniwersytet Dzieciecy (www.lud.p.lodz.pl),

¢ Dziecieca Politechnika Opolska (www.dpo.po.opole.pl),

e Malopolski Uniwersytet dla Dzieci (www.uniwersytetdladzieci.edu.pl),

e Uniwersytet Dziecigcy ,,Unikids” (www.unikids.pl) dzialajacy w nastgpujacych miastach: Bielsko-Biata,
Kielce, Kedzierzyn-Kozle, Gorzéw, Lublin, Zielona Géra, Gliwice, Legnica, Namystow, Brzeg, Trojmia-
sto, Katowice, Jaworzno, Bytom, Czestochowa, Lubin, Polkowice, Sosnowiec, Rybnik, Walbrzych, Glogow,
Kartuzy i Kalisz;

a poza strukturami EUCUNET funkcjonuja w Polsce:

¢ Ekonomiczny Uniwersytet Dzieciecy (www.uniwersytet-dzieciecy.pl) w Warszawie (pod patronatem
SGH), Katowicach, Bialymstoku, Poznaniu i Kielcach,

e Uniwersytet Dziecigcy w Bydgoszczy (www.ud.utp.edu.pl),

e Polska Akademia Dzieci (www.akademiadzieci.wordpress.com) w Krakowie, Trdjmiescie, Poznaniu i Byd-
goszczy,

e Uniwersytet ,,Slqskie Dzieci” w Katowicach (www.dzieci.us.edu.pl),

o Bialostocki Uniwersytet Dzieciecy (www.pb.edu.pl/bialostocki-uniwersytet-dzieciecy.html),

o Koszalinski Uniwersytet Dzieciecy (www.tu.koszalin.pl/?kategoria=Koszali%C5%84ski_Uniwersytet_Dzie-
ci%C4%99cy).

Festiwale nauki

W 1988 roku w Edynburgu po raz pierwszy odbyt sie Science Festival (www.sciencefestival.co.uk), ktory
zapoczatkowal mode na festiwale nauki w nowoczesnej formie na catym $wiecie. W Polsce pierwszym festi-
walem byt Festiwal Nauki w Warszawie, ktéry w roku 2011 obchodzit swoje 15-lecie.

Celem festiwali jest prezentacja osiggnie¢ wspolczesnej nauki w formie przystepnej i atrakcyjnej dla
laikéw, rozwijanie ciekawo$ci $wiata i radoéci z jego poznawania. Hasto festiwalu warszawskiego: Brak in-
westycji w nauke, to inwestycja w ignorancje, oddaje znaczenie takich dzialan nie tylko w skali jednostek, ale
calych spoleczenstw. Od poziomu wyksztalcenia oraz stopnia rozwoju badan naukowych zalezg bowiem
losy miodego pokolenia (czy odnajdzie si¢ w zmieniajacym i rozwijajagcym sie z zawrotna szybkoscig $wie-
cie?) i kraju.

W Polsce festiwale nauki odbywaja sie raz w roku i trwaja kilka dni, podczas ktérych uczestnicy moga
bra¢ udzial w wyktadach, warsztatach, pokazach, eksperymentach laboratoryjnych, panelach dyskusyjnych,
konkursach i wystawach. Najczesciej sa organizowane przez srodowiska migdzyuczelniane z danego regionu.




Przedstawiaja szerokie spektrum wiedzy, nie koncentruja si¢ na jednej dziedzinie, ale pokazuja zwiazki

miedzy réznymi naukami. Zestawienie festiwali nauki, ich stron internetowych oraz terminéw prezentuje

ponizsza tabela.

nazwa strona www termin

Poznanski Festiwal Nauki i Sztuki www.festiwal.amu.edu.pl/ marzec/kwiecien
Festiwal Nauki, Techniki i Sztuki w Lodzi www.festiwal.lodz.pl kwiecien
Torunski Festiwal Nauki www.festiwal.torun.pl kwiecien
Baltycki Festiwal Nauki www.festiwal.gda.pl maj
Opolski Festiwal Nauki www.festiwal.po.opole.pl maj
Beskidzki Festiwal Nauki i Sztuki www.festiwal.ath.bielsko.pl maj
Bydgoski Festiwal Nauki www.festiwal.ukw.edu.pl maj
Podlaski Festiwal Nauki i Sztuki www.festiwal.pb.edu.pl maj
Festiwal Nauki w Krakowie www.festiwalnauki.ur.krakow.pl | maj
Festiwal Nauki w Zielonej Gorze www.fn.uz.zgora.pl czerwiec
Festiwal Nauki w Warszawie www.festiwalnauki.edu.pl wrzesien

Dolnoélaski Festiwal Nauki

www.festiwal.wroc.pl

wrzesienn — Wroclaw
pazdziernik - Legnica,
Jelenia Géra, Walbrzych,

Zabkowice Slaskie,
Bystrzyca Klodzka
Lubelski Festiwal Nauki www.festiwal.lublin.pl wrzesien
Kielecki Festiwal Nauki www.kfn.ujk.edu.pl wrzesien
Nyski Festiwal Nauki www.pwsz.nysa.pl/nfn_2011 wrzesien
Olsztynskie Dni Nauki i Sztuki www.odn.uwm.edu.pl wrzesien
Zachodniopomorski Festiwal Nauki www.stn.bg.szczecin.pl wrzesien
Festiwal Nauki i Sztuki w Siedlcach www.festiwal.ap.siedlce.pl pazdziernik

A oto jeszcze kilka imprez, ktdre formalnie festiwalami nauki nie sg, ale majg podobny charakter i s3

godne polecenia.

Podlaskie Dni Matematyki — Bialystok www.katmat.pb.bialystok.pl/dni2011/ | nieregularnie
Swieto Liczby Pi - Kielce www.matematyka.ujk.edu.pl marzec
DZi.eﬁ Wydzialu Mate,ma.tyki ! Informat}fki www.dw.matinf.uj.edu.pl/ marzec
Uniwersytetu Jagiellonskiego w Krakowie

Piknik Naukowy PR i CNK - Warszawa www.pikniknaukowy.pl/ maj
Interaktywny Piknik Wiedzy — Rzeszéw www.dzienodkrywcow.pl/ czerwiec

Interaktywne centra nauki

Osobng kategorig dzialan wyznaczaja centra nauki, czyli interaktywne muzea, w ktérych prawa przyro-

dy, twierdzenia matematyczne, osiagni¢cia nauki i zdobycze techniki moze pozna¢ przez osobiste doswiad-

czenie. Oprocz wystaw stalych i czasowych odbywajg si¢ tam réwniez lekcje i warsztaty muzealne, wyklady

oraz spotkania z naukowcami dla uczniéw i nauczycieli.
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Odwiedzanie takich miejsc w czasie szkolnych wycieczek pomaga zainteresowa¢ uczniéw naukami
$cistymi, moze by¢ takze inspiracja do samodzielnej pracy badawczej. Podobna role pelnia tez muzea
techniki lub planetaria znajdujgce si¢ w wielu miastach (piszemy o nich w nastepnym rozdziale Po-
radnika).

Najnowszym, najwi¢kszym i najbardziej znanym obiektem tego typu w Polsce jest Centrum Nauki
»Kopernik” w Warszawie (www.kopernik.org.pl). Ponizej przedstawiamy list¢ takich obiektéw z innych
miast.

e Centrum Nauki ,Hewelianum” w Gdansku (www.hewelianum.pl),

e Centrum Nauki ,,Eksperyment” w Gdyni (www.experyment.gdynia.pl),

¢ Ogréd Do$wiadczen im. Stanistawa Lema w Krakowie (www.ogroddoswiadczen.pl),

o Swiat zmystéw, Muzeum Uniwersytetu Jagielloniskiego w Krakowie (www.maius.uj.edu.pl/zmysly),
® Wokot kota. Muzeum Inzynierii Miejskiej w Krakowie (www.mimk.com.pl),

e Centrum Nauki ,,Experymentarium” w Lodzi (www.experymentarium.pl),

e Eureka. Cuda techniki i nauki w Szczecinie (www.eureka.univ.szczecin.pl),

e Centrum Nauki ,,ExploraPark” w Watbrzychu (www.explorapark.pl),

e Centrum Naukowe ,,Ogrody Do$wiadczen” we Wroclawiu (www.humanitarium.pl).

Kolejne powstang wkrétce w Katowicach i Toruniu. I jeszcze kilka obiektéw potozonych w poblizu gra-

nic z Polska (z niektérych rejondéw jest tam blizej niz do Warszawy):

e Centrum Nauki ,,IQ Park” w Libercu, Czechy (www.igpark.cz),

e Centrum Nauki ,,Spectrum”. Muzeum Techniki w Berlinie, Niemcy (www.sdtb.de/Spectrum),

e Kraina przygéd matematycznych. Muzeum Techniki w Dreznie, Niemcy (www.math.tu-dresden.de/alg/
erlebnisland/pl),

o Salon Matematyczno-Fizyczny. Galeria Zwinger w Dreznie, Niemcy (www.skd.museum/en/museums-in-
stitutions/zwinger-with-semperbau/mathematisch-physikalischer-salon),

¢ Centrum Nauki ,Phinomenta” w Peenemiinde, Niemcy (www.phaenomenta-peenemuende.de).
Wyklady popularnonaukowe

W wielu osrodkach akademickich odbywaja si¢ cyklicznie wyklady popularyzujace matematyke. Oto

(zapewne niepelna) lista godnych polecenia zajec.

e Matematyczne Czwartki (www.im.uj.edu.pl/du/matematyczne-czwartki) to wyktady dla uczniéw klas
licealnych; odbywaja sie w Instytucie Matematyki UJ w Krakowie (ul. Lojasiewicza 6) w pierwszy lub drugi
czwartek miesigca 0 12.15.

¢ Wyklady dla uczniéw zainteresowanych matematyka (www?2.im.uj.edu.pl/ptm/popularyzacja) to spo-
tkania adresowane do uczniéw wszystkich typéw szkol; odbywaja si¢ raz w miesigcu w czwartki o 17.30
na Uniwersytecie Pedagogicznym w Krakowie (ul. Podchorazych 2).

¢ Spotkania z Matematyka (www.wmii.uwm.edu.pl/index.php?content=szkoly) to zajecia dla ucznidéw
szkot ponadgimnazjalnych; odbywaja sie¢ we wtorki o 16.30 w Olsztynie na Uniwersytecie Warminsko-
Mazurskim (ul. Zolnierska 14).

¢ Po indeks z Pitagorasem (www.web.wmi.amu.edu.pl) to wyklady dla gimnazjalistow i uczniéw szkot po-
nadgimnazjalnych; odbywaja si¢ raz w miesigcu we wtorki o 12.00 na Wydziale Matematyki i Informatyki

Uniwersytetu Adama Mickiewicza w Poznaniu.
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¢ Wyklady Popularne z Matematyki (www.csz.pw.edu.pl/index.php/pl/dla-uczniow) sa adresowane do li-
cealistow, nauczycieli, studentéw kierunkéw $cistych i wszystkich innych zainteresowanych; odbywaja sie
raz w miesiagcu w czwartki o 16.00 na Politechnice Warszawskiej (pl. Politechniki 1).

e Mini Akademia Matematyki (www.akademia.mini.pw.edu.pl) - zajecia sg adresowane do uczniéw szkot
ponadgimnazjalnych, nauczycieli i pasjonatéw matematyki; odbywaja sie raz w miesigcu na Politechnice
Warszawskiej (pl. Politechniki 1).

® Wroclawskie Spotkania Matematyczne (www.fmw.uni.wroc.pl, zaktadka: Dla uczniéw > Spotkania Ma-
tematyczne) to wyklady dla licealistow, studentéw i nauczycieli; odbywaja sie od 20 lat(!) raz w miesigcu
w soboty 0 10.15 w Instytucie Matematycznym Uniwersytetu Wroclawskiego (pl. Grunwaldzki 2/4).

¢ Wyklady z matematyki (www.spinor.edu.pl/wyklady) to wyklady w Pracowni Matematyki Patacu Mlo-
dziezy w Katowicach (ul. Mikolowska 26).

Portale informacyjne

Nieocenionym zrédlem informacji o ofercie §rodowiska naukowego dla uczniéw sg strony internetowe
portalu www.math.edu.pl, Wroclawskiego Portalu Matematycznego (www.matematyka.wroc.pl) oraz Pra-
cowni Matematyki Palacu Mtodziezy w Katowicach (www.spinor.edu.pl). Wiele istotnych informacji mozna
znalez¢ na najwiekszych polskich forach poswigconych matematyce: www.matematyka.pl oraz www.mate-
matyka.org.

Organizacje matematyczne

Znaczacy role w pracy na rzecz uczniéw uzdolnionych odgrywaja organizacje skupiajace zawodowych

matematykdw oraz nauczycieli matematyki.

¢ Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej (www.sem.edu.pl) - jest organizatorem Olimpiady
Matematycznej oraz Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow, wydaje ksigzki i plakaty pomocne w pra-
¢y z uczniem zdolnym, prowadzi wyklady popularnonaukowe dla mlodziezy i organizuje konferencje
metodyczne.

o Stowarzyszenie Nauczycieli Matematyki (www.snm.edu.pl) - wydaje czasopisma, organizuje konferen-
cje metodyczne.

¢ Polskie Towarzystwo Matematyczne (www.ptm.org.pl) — wspiera wydawanie czasopism popularnonau-
kowych, organizuje konkurs ,, Matematyka bez granic”.

¢ Krajowy Fundusz na rzecz Dzieci (www.fundusz.org) — organizuje warsztaty, obozy naukowe, zapewnia
wszechstronng opieke nad uczniami uzdolnionymi, jest organizatorem polskich eliminacji do Konkursu
Prac Mlodych Naukowcéw Unii Europejskiej.

¢ Fundacja Matematykow Wroctawskich (www.fmw.uni.wroc.pl) - organizuje wiele regionalnych konkur-
séw matematycznych na Dolnym Slasku, a takze migdzy innymi Olimpiade Lingwistyki Matematycznej
i ogdlnopolski konkurs matematycznego origami ,, Zuraw”; wspiera wydawanie czasopism popularnonau-
kowych, prowadzi kola matematyczne, organizuje konferencje metodyczne, obozy matematyczne i wykta-

dy popularnonaukowe.
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e Towarzystwo Upowszechniania Wiedzy i Nauk Matematycznych (www.kangur-mat.pl) - organizuje
konkurs Kangur Matematyczny oraz Lige Zadaniows, wydaje ksigzki pomocnicze do matematyki i zbiory
zadan.

o Slaskie Stowarzyszenie ,,Delta” (www.ssodelta.edu.pl) — organizuje miedzynarodowy konkurs Pikomat,

wyktady popularnonaukowe oraz wiele regionalnych konkurséw matematycznych.
Kotka olimpijskie

Dla uczniéw wybitnie uzdolnionych matematycznie uczelnie proponuja zajecia kol matematycznych.
Ponizej znajduje sie lista takich zajec.

nazwa organizator strona www poziom

Kétko Pracownia Matematyki )

zainteresowann | Palacu Mlodziezy w Katowicach ‘spinor.edu.pl SB, GIM, 10

Kétko dla Instytut Matematyki o

olimpijezykéw | Uniwersytetu Jagielloniskiego im.uj-edu.pl 5B GIM, LO

Miedzyszkolne

Kotko PTM, Oddzial w Nowym Saczu Kt\;vnvlv.ptmso.mnet.pl/o-PTM. LO

Matematyczne

lé;;ﬁljyszkolne Wydzial Matematyki i Informatyki | www.astagor.net/mkm LO
Uniwersytetu Adama Mickiewicza | www.kolko.edu.pl

Matematyczne

Regionalne Koto | Wydzial Matematyki i Informatyki

Matematyczne | Uniwersytetu Mikotaja Kopernika -mat.umk.pl/web/rkm | GIM, LO
Centrum Studiéw Zaawansowanych

Kétko Politechniki Warszawskiej www.csz.pw.edu.pl/index. GIM. LO

matematyczne | Stowarzyszenie na rzecz Edukacji php/pl/dla-uczniow ’
Matematycznej

Kétko Instytut Matematyczny PAN

matematvezne Stowarzyszenie na rzecz Edukacji www.sem.edu.pl/materialy | GIM, LO

Y Matematycznej

Miedzyszkolne E];fyturt Matten\j\:;t:yclz ny ki

Kotka we .syte u Wroclawskiego www.fmw.uni.wroc.pl SP, GIM, LO
Fundacja Matematykow

Matematyczne .
Wroctawskich




8. Matematyczne wycieczki

Malgorzata Mikolajczyk, Wroctaw

Zajecia z matematyki w terenie kojarzg sie najczesciej z mierzeniem
wysokosci drzewa na szkolnym boisku. Rzadko zdajemy sobie spra-
we, ile ciekawych miejsc mozna odwiedzi¢ w ramach zaje¢ mate-
matycznych i ile naprawde matematyki i jej zastosowan znajduje
sig w plenerze. Wystarczy sig za nimi tylko troche rozejrzec. W tym
rozdziale piszemy o tym, jak i dokgd zaplanowal matematyczng

wycieczke.

Idea podrozy, nawet takiej prowadzonej przystowiowym ,,palcem po mapie’, jest nierozerwalnie zwig-
zana z najwczesniejszymi zastosowaniami geometrii euklidesowej (podobienstwo i przedstawianie terenu
w skali) oraz sferycznej (konstrukeja globusa i jego plaskich odwzorowan). Wedréwki z mapg, studiowa-
nie map czy tworzenie planéw okolicy to najbardziej praktyczne stosowanie geometrii w zyciu i okazja do
rozwijania geometrycznej wyobrazni (w szczegélnosci udzial w réznego rodzaju imprezach na orientacje).
Wycieczki do miejsc zwigzanych z kartografia — bibliotek z bogatymi atlasami, muzeéw globuséw czy wy-
dawnictw kartograficznych - moga by¢ wspaniatymi lekcjami pogladowej geometrii. Zapraszany wigc na

wedréwke szlakiem matematycznych osobliwosci.

Matematyka

W Polsce nie ma dotychczas stalego muzeum poswieconego wylacznie matematyce, jak np. Mathema-
ticum w Giessen (www.mathematikum.de), Arithmeum w Bonn (www.arithmeum.uni-bonn.de), Muzeum
Matematyki Kataloniskiej MMaCa (www.mmaca.cat) w Barcelonie czy The Museum of Mathematics MoMa
w Nowym Jorku (www.momath.org) — kazde z nich warte jest odwiedzenia chociaz raz w zyciu. Najbardziej
monotematycznym muzeum po$wieconym matematyce (chociaz jednym z mniejszych) jest walbrzyskie
centrum nauki ExploraPark (http://explorapark.pl). Jednak w rozmaitych placéwkach muzealnych i nauko-
wych otwierane sg coraz czesciej stale lub czasowe wystawy matematyczne (modeli wielo$ciandw, maszyn
liczacych itp.). Warto $ledzi¢ takie wydarzenia w swojej okolicy i zabra¢ tam uczniéw, aby mogli przekona¢

sie, ze matematyka moze by¢ ekscytujaca dla szerokiej publicznosci.
Gry i lamiglowki

Celem wycieczki moga by¢ tez miejsca i wydarzenia zwigzane z tzw. matematykg rekreacyjng, a badanie
ogladanych tam obiektéw moze prowadzi¢ do matematyki bardzo powaznej. Do tej kategorii mozna zali-
czy¢ muzea gier i lamigléwek (np. Muzeum Zabawek i Zabawy w Kielcach www.muzeumzabawek.eu), targi
gier i tamigtéwek (np. odbywajace sie cyklicznie w Lodzi, Krakowie czy Poznaniu), festiwale gier logicz-

nych, strategicznych lub planszowych oraz labirynty. Do najbardziej znanych na $wiecie muzedw tej branzy
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naleza: amerykanskie Narodowe Muzeum Lamigléwek w Port Clinton (www.puzzlebuffs.com/ museum),
Muzeum Lamigtéwek Logicznych w Burlington (www.logicpuzzlemuseum.org) oraz Szwajcarskie Muzeum

Gier w La-Tour-de-Peilz (www.museedujeu.com).

W Polsce w wielu miastach odbywaja sie cykliczne festiwale gier planszowych, strategicznych i logicz-
nych, np.
o Brzeski Festiwal Gier Planszowych w Brzegu (www.bfgp.pl),
e Gram-o-fun w Plocku (www.gramofun.pl),
e Gratislavia we Wroclawiu (www.gratislavia.pl),
o Kociol w Warszawie (www.kociol.waw.pl),
e 1,6dzki Port Gier w Lodzi (www.smerf.fero.pl/LPG),
¢ Noc Planszéwek w Bydgoszczy (www.pegaz-gry.pl/content/16-spotkania-z-grami-planszowymi),
e Pionek w Gliwicach (www.pionek.org),
e Poznan Game Arena w Poznaniu (www.gamearena.pl),
o Rzu¢ kostkg w Warszawie (www.rzuckostka.blogspot.com),

e Warsaw Open w Warszawie (www.warsawopen.pl).

Natomiast informacje o cotygodniowych spotkaniach klubow gier planszowych w catej Polsce mozna

znalez¢ na stronie www.gamesfanatic.pl/gdzie-grac.

Sposréd rozmaitych rodzajéw labiryntéw najciekawszymi rodzajami polecanymi jako cel matematycz-
nej wycieczki sa medytacyjne labirynty podlogowe (spotykane w kosciotach lub na placach zabaw) wzoro-
wane na labiryncie z katedry w Chartres pod Paryzem (www.pl.wikipedia.org/wiki/ Labirynt), labirynty
ogrodowe wzorowane na labiryncie z Hampton Court pod Londynem (opisanym w prozie Jamesa Joycea)
i labirynty lustrzane, z ktérych najwiekszy w Europie znajduje si¢ w IQParku w Libercu (www.centrum-
babylon.cz, zakladki: Zabawa, labirynt) - jest wyjatkowo trudny do pokonania, gdyz ma trzy rodzaje $cian:
ze szkla zwyklego, weneckiego oraz lustrzanego. Najbardziej znane stale zielone labirynty w Polsce znajduja
sie w parkach:
® Brochowskim we Wroclawiu,
¢ im. Armii Krajowej w Myéliborzu,

o ,Swiat marzen” w Inwatdzie (www.parkminiatur.com/zielony_labirynt),

e oraz w Niemczech, kolo Zgorzelca w Kleinwelce (www.irrgarten-kleinwelka.de).

Sezonowo co rok sa zaktadane labirynty kukurydziane, w ktorych dodatkowa atrakcje stanowi seria
zagadek logicznych do rozwigzania podczas wedréwki. Znajdujg si¢ one w:
o Palacu w Kurozwekach k. Staszowa (www.kurozweki.nazwa.pl, zaktadka: Atrakcje),
¢ Muzeum Narodowym Rolnictwa i Przemystu Rolno-Spozywczego w Szreniawie k. Poznania

(www.muzeum-szreniawa.pl).

Rzecz jasna przed odbyciem tego typu wycieczki warto przestudiowac teori¢ dotyczaca konstruowania
réznych rodzajéw labiryntéw. Wiadomodci i ksigzki na ten temat fatwo mozna znalez¢ w Internecie. Labi-

ryntom byt tez po$wiecony numer 2/2009 (22) ,Magazynu Mito$nikéw Matematyki”.
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Nauka i technika

W Polsce powstaje coraz wiecej ogrodéw doswiadczen i interaktywnych muzedw nauki (piszemy o nich
w poprzednim rozdziale). Kazde z tych miejsc moze by¢ celem wspanialej matematycznej wycieczki, pod
warunkiem, ze uczestnicy beda do niej dobrze przygotowani. Warto wigc wczesniej zada¢ im do domu
przygotowanie referatéw lub multimedialnych prezentacji dotyczacych zagadnien matematycznych, z jaki-
mi spotkajg si¢ w terenie, oraz poswiecic¢ lekcje na ich omdéwienie.

Centra nauki zapraszaja do zabawy, ale takze inspiruja, sklaniajg do refleksji, dostarczaja naukowego
gruntu dla rozwijania wyobrazni i silnych bodZcéw do zdobywania wiedzy. Podobna role petni¢ moga parki
miniatur stynnych budowli §wiata czy regionu, ktére bardzo ch¢tnie umozliwiajg wizyty takze w swoich
pracowniach modelarskich i ogladanie ,,na zywo’, jak powstaja modele w skali. Dzieki temu zajecia ma-
tematyczne mozna polaczy¢ z historig, krajoznawstwem i technika, a po powrocie pokusic sie o realizacje
wlasnego projektu. Wérdd takich miejsc warto polecic:

o Kaszubski Park Miniatur w Mirachowie (www.kaszubskiparkminiatur.pl - budowle $wiata i Kaszub),

e Park Miniatur ,,Swiat marzer” w Inwaldzie (www.parkminiatur.com — budowle $wiata, Matopolski i Pod-
karpacia),

e Park Miniatur Swigtys w Myczkowcach (www.myczkowce.org.pl — pogranicze Polski, Stowacji i Ukrainy),

e Park Miniatur Warmii i Mazur w Gierlozy (www.miniatury.com.pl),

e Park Miniatur Zabytkéw Dolnego Slaska w Kowarach (www.park-miniatur.com/pl),

¢ Park Miniatur Zabytkéw Podlasia w Hajndéwce (www.parkminiatur-hajnowka.pl),

e Park Miniatur Zamkow Jurajskich w Ogrodzienicu (www.park-ogrodzieniec.pl),

e Skansen Miniatur w Pobiedziskach (www.ok-pobiedziska.pl/cms/230/skansen_miniatur - Wielkopolska),

e Polska i Swiat w Miniaturze w Lodzi (www.parkminiatur.pl),

e Park Miniatur ,,0d Komorowskich do Habsburgdw” w Zywcu,

o Park Miniatur Latarni Morskich w Niechorzu.

Celem matematycznych wycieczek moga tez by¢ muzea techniki (w tym przemystu, gérnictwa, hutnic-
twa, energetyki, gazownictwa, rzemiosta, rolnictwa, rybotdéwstwa, pszczelarstwa, browarnictwa, gorzelnic-
twa, komunikacji, motoryzacji, lotnictwa, kolejnictwa, pozarnictwa, papiernictwa, drukarstwa, ceramiki,
widkiennictwa, farmacji, gingcych zawoddw itp.), ktére znajdujg si¢ w wigkszosci wiekszych miast. Katalog
takich placowek mozna znalez¢ na stronie www.katalog.onet.pl/11201,0,1,muzea-techniki,k.html. Zapozna-
jac si¢ wezeéniej z ekspozycja i kontaktujac z obsluga muzeum, w kazdym mozna znalez¢ wiele zagadnien
dotyczacych zastosowan matematyki w danej dziedzinie techniki. Szczegdlnie warte polecenia sa:

e Muzeum Geodezji i Kartografii w Opatowie (www.muzeumgeodezji.opatow.pl),
e Muzeum Inzynierii Miejskiej w Krakowie (www.mimk.com.pl),

e Muzeum Poczty i Telekomunikacji we Wroctawiu (www.muzeum.wroclaw.pl),

e Muzeum Techniki w Warszawie (www.muzeum-techniki.waw.pl),

e zabytki i muzea na §lgskim Szlaku Zabytkéw Techniki (www.zabytkitechniki.pl).
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Astronomia

Wiéréd muzedw techniki na szczegdlng uwage z matematycznego punktu widzenia zastuguja muzea
zegaréw. W Polsce najwazniejsze takie placowki to:
e Muzeum im. Przypkowskich w Jedrzejowie (www.muzeum.jedrzejow.pl),
e Muzeum Rzemiost Artystycznych i Precyzyjnych w Warszawie,
e Muzeum Zegaréw Wiezowych w Gdansku (http://www.mhmg.gda.pl/index.php?oddzial=5),
¢ Muzeum Historyczne Miasta Krakowa (www.mhk.pl/zbiory/zegary).

Wycieczke tropami zastosowan matematyki w astronomii mozna zacza¢ w najblizszej okolicy zamiesz-
kania od dowolnego okazu zegara stonecznego (katalog takich zegaréw w Polsce jest na stronie www.gno-
monika.pl) albo mechanicznego zegara wiezowego. Niezwykle ciekawa w matematycznym kontekscie jest
analiza budowy i zasad dzialania zegara astronomicznego, niestety w Polsce jedyny okaz takiego zegara
znajduje si¢ w bazylice mariackiej w Gdansku. Najblizsze dziatajace zegary astronomiczne znajduja sie na
czeskich ratuszach (w Olomuncu i Pradze) lub niemieckich ratuszach (w Heilbronn i w Ulm), katedrach

(w Rostocku i w Lubece) oraz zamkach (w Dreznie).

Prostym modelem zegara stonecznego, znajdujacym przede wszystkim zastosowanie jako instrument
astronomiczny jest linia poludnikowa. Niestety, znowu jedyny taki okaz (i to nie w pelni sprawny) znajdzie-
my w Polsce na Wiezy Matematycznej w Muzeum Uniwersytetu Wroclawskiego (www.matematyka.wroc.
pl/ doniesienia/wroclawska-meridiana), a najblizsza dzialajaca linia poludnikowa znajduje si¢ w na Wiezy
Keplera budynku Klementinum w Pradze. Na muzea uniwersyteckie warto zwrdci¢ uwage takze ze wzgledu
na ich bogate instrumentaria naukowe: matematyczne (np. cyrkle proporcjonalne, pomoce dydaktyczne
do geometrii, maszyny liczace) i astronomiczne (np. sfery armilarne, kwadranty, astrolabia). Najciekawsze
zbiory tego typu znajduja si¢ w muzeach:

e Uniwersytetu Jagiellonskiego (www.maius.uj.edu.pl),
e Uniwersytetu Wroclawskiego (www.muzeum.uni.wroc.pl),
e Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu (www.muzeum.umk.pl),

o Uniwersytetu Warszawskiego (www.muzeum.uw.edu.pl).

Sfera armilarna i astrolabium to pierwsze modele znacznie bardziej skomplikowanych urzadzen zwa-
nych planetariami. Wspolczesne planetaria sa eksponowane w osobnych placéwkach edukacyjnych okre-
$lanych tg samg nazwa. Wlagénie planetaria i profesjonalne obserwatoria astronomiczne (wszak amatorskie
teleskopy sa w posiadaniu wielu szkél a nawet uczniéw) moga stanowi¢ interesujacy cel matematycznej
wycieczki. Najwieksze w Polsce jest Planetarium Slaskie i Obserwatorium Astronomiczne im. Kopernika
w Chorzowie (www.planetarium.edu.pl). Warto zwrdci¢ uwage, ze posiada ono planetarium mechaniczne
(nie cyfrowe) i dlatego ma szczegdlng warto$¢ poznawcza, jezeli chodzi o zagadnienia mechaniki nieba.
Mniejsze planetaria mechaniczne lub zespoly planetariéw i obserwatoriéw astronomicznych znajduja si¢
w nastepujacych miejscach:

a) placowki szkolne
e Gimnazjum im. Heweliusza w Potarzycy k. Jarocina (www.planetarium-potarzyca.prv.pl),

¢ I LO w Piotrkowie Trybunalskim (www.planetarium.om.pl),
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o Zespot Szkot Technicznych w Grudzigdzu (www.grudziadz.planetarium.pl),

b) placéwki uczelniane

¢ Akademia Morska w Gdyni, (http://www.frwsm.com.pl/planetarium.php),

o Instytut Fizyki Akademii Swigtokrzyskiej w Kielcach (www.ujk.edu.pl/ifiz/za/planetarium.html),

o Instytut Nawigacji i Hydrografii Akademii Marynarki Wojennej w Gdyni (www.nawigacja.gdynia.pl),
o Instytut Nawigacji Wyzszej Szkoty Morskiej w Szczecinie (www.planetarium.szczecin.pl),

¢) placowki muzealne

e Muzeum Kopernika we Fromborku (www.frombork.art.pl/Pol08.htm),

® Muzeum Techniki w Warszawie (www.muzeum-techniki.waw.pl/educd/index.php?page=planetarium),
d) placéwki samodzielne

e Mlodziezowe Obserwatorium Astronomiczne w Niepotomicach (www.moa.edu.pl),

o Planetarium i Obserwatorium Astronomiczne w Lodzi (www.planetarium.toya.net.pl),

¢ Planetarium i Obserwatorium Astronomiczne w Olsztynie (www.planetarium.olsztyn.pl),

e Planetarium im. Dziewulskiego w Toruniu (www.planetarium.torun.pl).

Ponadto s3 jeszcze stacjonarne planetaria cyfrowe:
e Instytut Astronomiczny Uniwersytetu Wroctawskiego we Wroctawiu (www.planetarium.astro.uni. wroc.pl),
o Instytut Fizyki Akademii im. Dlugosza w Czgstochowie (www.kino-sferyczne.pl),
e Planetarium ,,Niebo Kopernika” w CN ,,Kopernik” w Warszawie (www.niebokopernika.pl),
e Planetarium w Extreme Park w Ustroniu (www.rownica.pl/atrakcje),
e Planetarium w Miedzyzdrojach (www.planetarium-miedzyzdroje.pl),
oraz cyfrowe planetaria mobilne oferujace seanse objazdowe w szkotach:
e Anikino - Krakéw (www.anikino.pl/index.php?s=oferta&id=19),
o Aries - Urzgdow k. Krasnika (www.joziowazagroda.pl/planetarium.html),
e Astroarena - Kalisz (www.astroarena.pl),
e Astrolab - Poznan (www.planetariummobilne.edu.pl),
o Astropark — Warszawa, Urszulin (www.astropark.pl),
e Bajkonur - Swidnica (www.przenosneplanetarium.pl/nasze-planetarium.html),
e Cassiopeia — Olsztyn (www.mobilneplanetarium.pl),
e Planeta Anuka - Warszawa (www.anuka.pl),

¢ Ursa Major - L.6dz (www.niebowklasie.pl).

Aktualng mape planetariéw w Polsce wraz z ich charakterystyka mozna znalez¢ na stronie www.stalker.
republika.pl/polskie_planetaria.html.

Architektura i sztuka

Wizyta w dowolnym planetarium to nie tylko okazja do omoéwienia zastosowan matematyki
w astronomii i optyce, ale pretekst do badania zasad budowy koput geodezyjnych i ich wykorzystania
w architekturze. Sg to wielo$ciany, ktére w bardzo dobry sposob przyblizaja powierzchnie kuli. Stoso-
wane s3 jako atrakcyjne wizualnie, wytrzymate i samono$ne (tzn. niewymagajace wewnetrznych pod-
por) pokrycia dachowe. Pierwsza kopute geodezyjng wybudowano w 1923 roku wedlug projektu nie-
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mieckiego inzyniera Walthera Bauersfelda z przeznaczeniem na planetarium w Jenie, ale wspdtczeénie
stosuje si¢ je takze jako pokrycia dachowe wewnetrznych dziedzincéw (British Museum w Londynie),
pasazy handlowych (Zlote Tarasy w Warszawie), kin 3D (Park Nauki i Przemystu La Vilette w Paryzu),
oranzerii (Ogréd Botaniczny Troja w Pradze), hal sportowych, namiotéw cyrkowych, przenosnych

aren itp.
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Fot. 1. Kino Muzeum Nauki i Przemystu  Fot. 2. Wiezowiec Swiss Tower Fot. 3. Zadaszenie holu British Muzeum
La Vilette w Paryzu w Londynie w Londynie

Wycieczka $§ladami ciekawych form geometrycznych w architekturze moze tez koncentrowac sie na in-
nego typu obiektach: ostrostupach i graniastostupach, walcach i stozkach, powierzchniach prostokreslnych
(ksztalt paraboloidy hiperbolicznej ma np. dach dworca Warszawa-Ochota na trasie Szybkiej Kolei Miejskiej
w Warszawie), krzywych stozkowych i kwadrykach (tworczos¢ Gaudiego), a nawet na modelach wielo$cia-
néw 4D (ksztalt hipersze$cianu ma np. La Grande Arche na La Defense w Paryzu). Mozna tez wedrowa¢
tropem wykorzystania w architekturze réznych rodzajéw symetrii lub celowego lamania symetrii, zlote-

go podzialu, zludzen optycznych itp. Uczniowie zainteresowani ta tematyka z pewnoscia znajda w blizszej

i dalszej okolicy wiele przyktadéw takich matematycznych konotacji.

Kluczem planowania wycieczek z pogranicza matematyki i architektury moze by¢ takze szczegélny typ
budowli, np.: mosty (badanie krzywych lancuchowych), ogrody barokowe (badanie réznych typow symetrii),
gotyckie katedry (badanie konstrukeji geometrycznych rozet i maswerskéw — wiele ciekawych informacji na
ten temat zawiera ksigzka Wojciecha Guzickiego ,,Geometria maswerkow gotyckich’, Omega 2011).
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Fot. 7, 8, 9. Rozety katedr gotyckich w Chartres, Reims, Strasburgu

Mozna takze tropi¢ pojedyncze ornamenty, zwlaszcza te tradycyjne dla architektury i sztuki danego
regionu. Przykladem mogg by¢ wycieczki po Slasku i Luzycach szlakiem gwiazd morawskich. Matematycz-
nie jest to wielo$cian gwiazdzisty zbudowany z 18 ostrostupéw czworokatnych i 8 tréjkatnych doklejonych
do $cian bazowej bryly, ktora jest archimedesowy sze$cio-osmio$cian rombowy maly. W tradycyjnej wersji
gwiazda morawska ma zatem 26 ramion, istnieja jednak jej odmiany zbudowane na innych wielo$cianach
archimedesowych, ktére majg 20, 32, 50, 64, a nawet... 110 ramion.

Pierwsza taka gwiazda zostala zbudowana okoto 1830 roku w niemieckim miasteczku Niesky, nieda-
leko obecnej granicy z Polska, we wschodniej Saksonii, w dolno$laskim powiecie gérnotuzyckim. Miasto
to zostalo zalozone w 1742 roku przez braci morawskich uciekajacych z Czech przed przesladowaniami
husytéw. Gwiazde zbudowal podczas lekeji geometrii nauczyciel matematyki szkoly prowadzonej w Niesky
przez braci morawskich. Byla to szkota z internatem, do ktérej uczgszczato wiele dzieci z rodzin misyjnych.
Gwiazda miata by¢ symbolem ich tesknoty i roztgki z rodzing. W 1880 roku jeden z absolwentdw szkoly za-
tozyl w Herrnhut wytwdrnie gwiazd na sprzedaz i wykonywane sa tam do dzi§ (www.moravian-stars.com).
Wkroétce gwiazda morawska stala si¢ bardzo popularnym adwentowym i bozonarodzeniowym elementem
zdobniczym nie tylko wéréd braci morawskich, ale w wielu wspolnotach ewangelickich, gdzie symbolizuje
gwiazde betlejemska. Tradycyjnie rodziny zbieraly si¢, by razem wykonaé gwiazde i wywiesi¢ ja w pierwsza

niedziele Adwentu, a zdja¢ w uroczysto$¢ Trzech Kroli.

Fot. 10. Pomnik $w. Jana Nepomucena Fot. 11. Ko$ciot ewangelicko-augsburski Fot. 12. Ko$ciét ewangelicko-augsburski
na Ostrowie Tumskim we Wroctawiu ~ pod wezwaniem Opatrznosci Bozej w Klodzku
we Wroctawiu
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Oczywiscie wiele konotacji matematycznych mozna takze znalez¢ z innymi rodzajami sztuki. Moga one
dotyczy¢ twoérczoéci konkretnego artysty (np. Pabla Picassa, Antonio Gaudiego, Mauritsa Eschera, Friedri-
cha Hundertwassera) lub nawet konkretnego dzieta sztuki. Wtedy w ramach matematycznych wycieczek
mozna z powodzeniem zaglada¢ do muzedw sztuki. Ze wzgledu na bogactwo mozliwych watkéw zostawia-

my ten temat samodzielnym eksploracjom nauczycieli i uczniow.
Matematyka w miescie

Wycieczka matematyczng moze staé si¢ nawet krotki spacer dookota szkoty. Wystarczy spojrze¢ pod
nogi i bada¢ ksztalty i uktady plytek chodnikowych. Ile mozliwosci daje ulozenie chodnika ze zwyklych
prostokatow (fot. 13-15)? Jak zaprojektowa¢ inny ksztalt plytki, aby parkietowata plaszczyzne (fot. 16-18)?
Jakie mozliwosci daje faczenie plytek w roznych ksztaltach? Jak zobaczy¢ pod nogami dowdd twierdzenia
Pitagorasa? A jak ulec ztudzeniu optycznemu?

Fot. 13, 14, 15

Fot. 16,17, 18

Fot. 19, 20, 21
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Obiektem ciekawych matematycznych badan moga tez by¢ chociazby klapy studzienek kanalizacyjnych.
Mozna analizowac ich typy symetrii, zlicza¢ symetrie tapetowe, obserwowac¢ parkietaze foremne i potforem-

ne, wzory meandryczne lub rézne rodzaje geometrycznych figur.
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Fot. 22,23, 24

Takze miejskie rynki i inne place moga zainteresowa¢ matematyka. Mozna wéréd nich poszukiwaé
obiektow o ekstremalnych rozmiarach lub dziwnych ksztalttach. Taka wyprawe warto poprzedzi¢ kwerenda
internetowg i dobrze zaplanowa¢, a po powrocie przygotowa¢ opracowania statystyczne i ciekawe zadania.
Przy okazji badania tego tematu mozna dowiedzie¢ sie, ze:

e Warszawski plac Defilad pod wzgledem wielkosci znajduje si¢ na trzecim miejscu na $wiecie (po pe-
kinskim Tiananmen i placu Macroplaza w Monterrey w Meksyku) i pierwszym w Europie (ma okolo
700 m x 300 m). W Polsce na kolejnych miejscach znajduja si¢ rynki w Krakowie i we Wroctawiu.

o W kategorii placow o ciekawych ksztaltach zwycieza del Prato w Padwie (czwarty w Europie pod wzgle-
dem wielko$ci), ktory jest regularng elipsa. Place zalozone na planie elipsy mozna tez znalez¢ w innych
miastach, np. w Rzymie (pl. Sw. Piotra) lub we Wroctawiu (rondo Regana). Ciekawym zadaniem jest wy-
znaczenie parametrow i ognisk tych elips. Takie rozwigzania urbanistyczne byly popularne w XVII wieku
i mialy historyczne uzasadnienie, z uwagi na dwczesne odkrycia naukowe. Wczesniej za ksztatt doskonaly

uwazano za Platonem koto (wszak od czaséw Ptolemeusza wszystkie ciala niebieskie poruszaly si¢ po

okregach). Odkrycie eliptycznych orbit przez Keplera zmienilo takze kanony estetyki.

Fot. 25. Prato della Valle - Padwa Fot. 26. P Sw. Piotra - Rzym Fot. 27. Rondo Regana - Wroctaw

¢ Osobng interesujaca kategorie placow stanowia tréjkatne rynki. Szczegdlnie znane sa te w Paryzu, Berlinie
czy Wilnie, ale i w Polsce takich nietypowych rynkéw nie brakuje. Najbardziej znany jest ten w Lowiczu,
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ktory uczniowie z kota matematycznego z miejscowego Pijarskiego LO ochrzcili Matematycznym Ryn-
kiem i co miesigc w stojacej tu gablocie wywieszajg zadania... o swoim rynku. Niemniej znany ze swego
ksztaltu jest rynek krakowskiego Podgorza. Dwusieczna jego potudniowego kata, gdzie stoi kosciot sw. Jo-
zefa (wzér krakowskich szopek) stanowi 0§ tego kosciota skierowang na wieze kosciota Mariackiego, linia
do niej prostopadta faczy ozdobne helmy podgérskiego ratusza i reprezentacyjnej kamienicy w narozniku
ul. Kalwaryjskiej, a w przecigciu dwusiecznych katéw wybudowano studni¢. W Polsce stynne trdjkatne
rynki znajduja si¢ takze w Brodnicy, Bialymstoku i Jaworznie.

i = :.._
Fot. 28, 29, 30. Rynki: Lowicz, Krakéw-Podgoérze, Wilno

Matematyka w gorach, na lace, w lesie i nad morzem

Celem matematycznych wycieczek moga by¢ nie tylko wytwory cztowieka, ale i dziela natury, ktére
potwierdzaja matematyczne podstawy praw fizycznych. Spektakularnym przyktadem moga tu by¢ stupy
bazaltowej lawy zastygniete w formie graniastostupéw o charakterystycznych piecio- i szesciokatnych pod-
stawach (to samo zjawisko mozna zaobserwowac¢ na pekajacym blocie z dna wyschnietej katuzy - opisal je
Hugo Steinhaus w Kalejdoskopie matematycznym). Najstynniejszym przyktadem przestrzennego parkietazu
bazaltowymi stupami jest Grobla Giganta w Irlandii, ale podobne miejsca znajdziemy znacznie blizej: Zto-
ty Wierch koto Czeskiej Kamienicy, Pafiska Skata kolo Liberca (Czechy), Janowa Dolina pod Horyniem
(Ukraina) i Wilcza Géra koo Zotoryi, Kamienna Géra w Lubaniu czy Organy Wielistawskie koto Swierza-
wy (Dolny Slask).

FREY, T'Jh.
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Fot. 31. Grobla Giganta Fot. 32. Paniska Skata
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Matematyczne obserwacje i badania moga takze przeprowadza¢ uczniowie zainteresowani biologia (na
wycieczce lub w szkolnym ogrédku), poszukujac symetrii osiowych i obrotowych w $wiecie roélin i zwie-
rzat, wykreslajac pieciokaty foremne pojawiajace si¢ w kielichach kwiatéw, czy badajac zjawisko filotaksji
na todygach roélin, szyszkach drzew lub w kwiatostanach koszyczkowych. Ciekawe jest tez, czy muszle mie-
czakow rzeczywidcie skrecaja sie zgodnie z ksztaltem spirali réwnokatnej i jaki ma to zwiazek z podobien-
stwem figur? Czy spacer brzegiem morza po stycznej do grzbietu jezora ostatniej fali rzeczywiscie gwaran-
tuje przejscie ,,sucha stopg’? Czy obserwacja plywéw morskich da w efekcie ksztalt sinusoidy? Jakie beda

jej parametry? W tych i wielu innych miejscach i sytuacjach stworzonych bez ingerencji czlowieka dostrzec

mozemy znane ksztalty geometrycznych figur i wykreséw funkeji.

Fot. 34, 35, 36

Fot. 37, 38, 39

Sladami wielkich matematykow

Dobrym pomystem na zainteresowanie matematyka zadeklarowanych humanistéw moga by¢ wycieczki
biograficzne §ladami znanych matematykéw. Mozna odwiedza¢ miejsca ich narodzin, zamieszkania, po-
chéwku, szukaé¢ pomnikdw i tablic pamigtkowych oraz docieka¢ zwigzkéw danej osoby z miejscem jej upa-
mietnienia. Cho¢ §ladéw najwigkszych matematykéw latwiej czasem szukaé poza granicami naszego kraju
(np. Galileusza w Padwie, Kartezjusza w Paryzu, Leibniza w Lipsku, Keplera w Pradze, Gaussa w Getyndze),
to i w Polsce nie brakuje takich miejsc.

Biograficzna wycieczka moze by¢ kanwa interdyscyplinarnego projektu edukacyjnego w gimnazjum. Za-
cza¢ mozna od wielkich uczonych Mikotaja Kopernika i Marii Sklodowskiej-Curie, ktorzy studiowali mate-
matyke (a miejsca z nimi zwigzane s3 w wielu miastach w Polsce), by poprzez postacie mniej znane (Witelona
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we Wroclawiu, Heweliusza w Gdarisku, Keplera w Zarach) oraz dokonania uczonych okresu miedzywojenne-

go (Rejewski, Banach), zakonczy¢ na matematykach XX-wiecznych (Steinhaus, Sierpinski, Zaremba).

¥

Fot. 43, 44, 45. Stefan Banach w Krakowie, Marian Rejewski w Bydgoszczy, Johannes Kepler w Zaganiu

Zamiast zakonczenia

Sprébujmy podsumowa¢, jak przygotowa¢ matematyczna wycieczke, by zakonczyta si¢ sukcesem,
a uczniowie wrocili nie tylko z niezapomnianymi wrazeniami, ale tez wiele si¢ nauczyli. Wiele z tych zadan
spoczywa na barkach nauczyciela, ale warto jak najszerzej w przygotowania zaangazowa¢ uczniéw, rodzi-

cow, absolwentow.

Etap 1. Przygotowania

* Wybor miejsca i tematu, czyli tego, czemu chcemy podporzadkowa¢ charakter naszej wycieczki.

o Przejrzenie zasobow internetowych, kwerenda muzealna i biblioteczna, wybor miejsc kluczowych, nasy-
cenie programu drobiazgami znajdujacymi sie ,,po drodze” takimi jak zegary, budynki, detale architekto-
niczne, pomniki.

¢ Kontakt z lokalnymi nauczycielami matematyki, ktorzy moga poleci¢ ciekawe miejsca i osoby. Zaplanowa-

nie wizyty w miejscowej szkole, uczelni itp.
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e Ustalenie programu, w tym punktéw obowigzkowych, opcjonalnych i z takich, z ktérych trzeba zrezygno-
wad, by nie przekroczy¢ zalozonego czasu wycieczki. Kontakt z przewodnikami i obstuga muzedw, poin-
formowanie o nietypowym celu i uczestnikach wycieczki, prosba o uwzglednienie tej specyfiki podczas
zwiedzania.

e Ustalenie kosztorysu, zorientowanie si¢ w mozliwoéci uzyskania znizek, wystosowanie wnioskéw do firm
i instytucji, poszukanie sponsorow i partneréw. Potwierdzenie rezerwacji (noclegi, wstepy, przewozy).

e Przygotowanie uczestnikéw, omoéwienie celu wycieczki, rozdzielenie zadan, wirtualna prezentacja zwie-
dzanych miejsc. Opracowanie referatéw do wygloszenia na trasie wycieczki (nawet jesli s3 mniej wprawne

niz profesjonalnych przewodnikéw, czgsto sa znacznie bardziej atrakcyjne dla kolegéw).

Etap 2. Realizacja

o Jesli wycieczka byla dobrze przemyslana, nie pozostaje nic innego, jak tylko pilnowanie realizacji planu.
Gdyby jednak wystapily niespodziewane okolicznosci (niedoszacowanie czasu, pojawienie si¢ znienacka
nowych punktéw programu) nalezy elastycznie podejmowac decyzje, majac stale na uwadze nadrzedny
cel wycieczki.

® Wspoélodczuwanie odpowiedzialnosci przez uczestnikow za realizacje planu. Skutkuje to zwiekszong dys-
cypling i zaangazowaniem.

¢ Podzickowania dla uczestnikéw, obstugi (kierowca, pilot) i oséb, ktére wlaczyly si¢ w organizacje wy-
cieczki (pisemne podziekowania od mlodziezy dla miejscowych wspélorganizatoréw, drobne upominki,
gadzety z logo szkoly itp.).

Etap 3. Podsumowanie

e Wycieczka nie odniesie swojego celu, jedli nie zostanie odpowiednio podsumowana po powrocie. Po
zakonczeniu prowadzonych badan i uzupelnieniu wynikéw np. poszukiwaniami brakujacych danych
w internecie, mozna przygotowa¢ pokaz zdje¢, wystawe, przedstawi¢ wyniki prac na lekeji lub spotkaniu
z rodzicami i dyrekcjg szkoly, urzadzi¢ wieczér wspomnien uzupelniony o prezentacje miejsc, ktérych
nie udalo si¢ odwiedzi¢ i wyjasni¢ zagadki i watpliwosci, ktore pojawily sie podczas wyjazdu a pozostaly
nierozstrzygniete.

e Materialy mozna opublikowa¢ na szkolnej stronie internetowe;.

Literatura

¢ J. Graham-Cumming, The Geek Atlas, O’Reilly, 2009.
o Rubryka Matematyczne Wycieczki w ,Magazynie Mito$nikéw Matematyki”.
e Publikacje na Wroctawskim Portalu Matematycznym (zaktadki: Polecamy > Matematyka wokdt nas).

Wszystkie wykorzystane w tym rozdziale zdjecia pochodza z Wroctawskiego Portalu Matematyczne-
go (www.matematyka.wroc.pl) i zostaly wykonane przez uczestnikdéw projektu ,,Poznajemy matematyczng

Europ¢”. Publikujemy je za zgoda redakcji Portalu.
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Jak uczy¢, aby wychowac laureata olimpiady
(czyli matematyka dla wybranych)

1. Korespondencyjny klub olimpijczyka - Krzysztof Omiljanowski
2. Kotko olimpijskie — Jacek Dymel

3. Seminaria uczniowskie — Michat Sliwiriski

4. Warsztaty olimpijskie — Jacek Dymel

5. Uczniowskie prace badawcze z matematyki — Jacek Dymel

6. Biblioteczka olimpijczyka — Jacek Dymel




1. Korespondencyjny klub olimpijczyka

Krzysztof Omiljanowski, Wroctaw

Korespondencyjny Klub Olimpijczyka dziatal w Instytucie Matema-
tycznym Uniwersytetu Wroctawskiego w latach 2000-2002. Jego ce-
lem bylo stworzenie mozliwosci rozwijania matematycznych talentéw
uczniom szkét srednich z matych osrodkow, potozonych daleko od
centrow akademickich lub pochodzgcych z ubogich rodzin, ktorych
nie sta¢ byto na dojezdzanie na zajecia do wigkszych miast. W arty-
kule prezentujemy idee klubu oraz przykladowe karty samodzielnej

pracy wysylane do uczniéw.

KOKO

W dobie powszechnego dostepu do internetu nawet w matych miejscowosciach oraz rozwoju technik
ksztalcenia na odleglo$¢ (tzw. e-learningu) problem dostepu do wiedzy i kontaktu uczniéw z nauczyciela-
mi akademickimi, ktérzy otoczg ich profesjonalng opieka dydaktyczng, jest tatwy do rozwigzania. W tym
rozdziale opisujemy nasze do$wiadczenia z okresu, gdy korzystanie z multimediéw na taka skale nie bylo
jeszcze mozliwe. Nie umniejsza to jednak wartoéci opracowywanych wtedy dla uczniéw materiatow dydak-
tycznych.

Dziatalnos¢ Klubu Olimpijczyka byla finansowana z dotacji Fundacji Batorego. Oprocz czesci kore-
spondencyjnej bazowata na sobotnich zjazdach uczniéw i ich nauczycieli dwa razy w semestrze (ze zwrotem
kosztéw podrdzy) odbywajacych si¢ w Instytucie Matematycznym UWr, a na zakonczenie cyklu spotkan
uczniowie brali udzial w kilkudniowym obozie naukowym.

Kazdy zjazd zaczynal si¢ dwoma wykladami popularnonaukowymi prowadzonymi przez pracownikéw
uniwersytetu. Po wykladach (po przerwie obiadowej w stoléwce studenckiej) prowadzone byly warsztaty
zadaniowe dla uczniéw, a réwnolegle z nimi - seminarium dla nauczycieli. Warsztaty zadaniowe byty zwia-
zane z tematyka wykladu i prowadzone przez doktorantéw. Oto przykladowe tematy zajec:
¢ Grzegorz Karch (Uniwersytet Wroclawski) - Metody réznicowe i rézniczkowe w biologii
o Krzysztof Omiljanowski (Uniwersytet Wroclawski) — Funkcje schodkowe i kawalkami liniowe
o Krzysztof Omiljanowski (Uniwersytet Wroctawski) — Trygonometria plaska i sferyczna
o Zdzistaw Pogoda (Uniwersytet Jagiellonski) - W krolestwie wielocianow

Na zakonczenie zjazdu uczniowie otrzymywali zestawy zadan, ktére rozwigzywali po powrocie do domu
i odsytali na uniwersytet (jeden zestaw na miesigc). W ustalonych terminach mogli konsultowac sie z pro-
wadzacym klub e-mailowo (co nie bylo jeszcze wtedy powszechne) lub telefonicznie. Nadsylane rozwigzania
zadan sprawdzali studenci specjalnoéci nauczycielskiej.

Dorobkiem materialnym, jaki pozostal po zajeciach Klubu, sg starannie opracowane materiaty dydak-

tyczne. Cze$¢ z nich prezentujemy ponizej i zachecamy do wykorzystania w swojej pracy.
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Na biezni

Zad. 1. Bieznia to dwa odcinki proste (o dtugosci d) oraz dwa pdtokregi (o promieniu r). Jej (wewnetrzny)

obwdd ma doktadnie 400 merdw. Znajdz d i r dla stadionéw z rysunkéow.

OO OO0 00 (..

) n okretow

Zad. 2. Sama bieznia sklada si¢ z 8 toréw o szerokoéci t (zazwyczaj t = 1,25 m). Wyznacz pole (samej)

biezni na powyzszych stadionach.
Dalej zakladamy, ze odcinek prosty biezni ma 100 m (d = 100) i ze met¢ wyznaczono na korncu ,,prostej”.

Zad. 3. Przy starcie do biegu na 400 m zawodnik z pierwszego toru jest na linii mety. Zawodnik z drugiego
toru ,wyprzedza” go troche (o w, metréw), zawodnik z trzeciego toru ,wyprzedza” z kolei tego z toru nr 2
(o w3), ten z toru czwartego jest o w, metry przed tym z toru nr 3 itd. Oblicz wielkosci Wy, W,y .o W *Aja-
kie sg te wielko$ci przy d = 902

Zad. 4. Podobnie wyznacz miejsca startu do biegu na 200 m. Czy lezg one symetrycznie (wzgledem $rod-
ka stadionu) do tych poprzednich? *A jak to jest na stadionie o d = 90?

Zad. 5. *Wyznacz odstepy v,, v,, ..., v, do startu na 800 m, zakladajac, ze zawodnicy biegng po torach
tylko pierwszy wiraz (i dalej po najkroétszej trasie). Przyjmij d = 100. **Oszacuj wielko$¢ 2v,-w,.

Zad. 6. Ogladajac w TV start do biegu na 400 m, wydaje sig, ze zawodnicy z toréw 7 i 8 sa duzo blizej niz
ciztoréw 1i2. A przeciez w,= w,. Jak wytlumaczy¢ to ztudzenie?

Podpowiedz. Por6wnaj pewne katy, np. ,ustaw kamere” w $rodku okregdéw wyznaczajacych pierwszy wiraz.

Zad. 7. Zawodnik ostatnio stale osiagat czas 43,50 s w biegu na 400 m. Jednak nie biega optymalnie - bie-
gnie doktadnie $rodkiem toru (dystans 400 m jest mierzony wzdtuz wewnetrznej linii toru). Czy gdyby
biegl idealnie wzdtuz wewnetrznej linii toru, to pobitby rekord §wiata Michaela Johnsona réwny 43,18 s?
Czy jest to zalezne od toru, po ktérym by biegl?

Zad. 8. W sztafecie 4 x 400 m paleczke nalezy przekazywaé w strefach zmian tj. pomiedzy 390-410,
790-810 i 1190-1210 metréw od startu. Nasi zawodnicy osiagaja nastepujace czasy (na 400 m):

A A -435s B.B.-43,6s C.C.-438s D.D.-439s

Ustal strategie biegu, tzn. kolejnos¢ zawodnikéw oraz miejsca zmian (zakladajac, ze zmiany moga by¢
dokonane momentalnie i Ze zawodnicy od razu biegna ze swa maksymalna, stala szybkoscia). Jaki wtedy
osiagneliby taczny czas?

Podpowiedz. Pomy$l najpierw o sztafecie 2 x400 m i 3 x400 m.
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Zad. 9. Wyznacz na biezni punkt A, najdalej potozony od punktu A (w linii prostej).
Podpowiedz. Najbardziej odleglym od punktu A nie jest ani punkt B, ani
D. Podobnie wyznacz punkty B, i C,. *Dlaczego s3 to najdalsze punkty?
Oblicz odlegtos¢ AA, oraz BB,. B
**Oznaczmy przez A, punkt na biezni najdalej potozony od punktu A,.
Co si¢ dzieje z ciggiem {A }? A co, gdy poczatkowy punkt A jest w innym

miejscu?

Zad. 10. **Zapewne dla wszystkich stadionéw d < 100. To zastanawiajg-

ce dlaczego tak si¢ je buduje. Moze dlatego, by zmiesci¢ na murawie pole [
do rzutéw oszczepem, ktdre jest w ksztalcie wycinka kola o kacie 29° i ma % 36,5 m
rozbieg dlugosci 36,5 m (patrz rysunek). Poniewaz rekordowe rzuty osia- W Rys. 3

gaja juz niemal 100 m, trzeba przyja¢ pewien zapas — powiedzmy 110 m.
Sprawdz, czy na stadionie o d = 100 zmie$ci si¢ pole do rzutéw oszczepem

(wraz z rozbiegiem) polozone symetrycznie wzgledem osi symetrii stadionu.

Zad. 11. *Rekord $wiata na 100 m wynosi obecnie 9,79 s. Sadzi sie zatem v
powszechnie, Zze maksymalna szybkos¢, jaka osiagnat cztowiek, to nieco
mniej niz 37 km/h. Jednak zapomina si¢ o tym, ze zawodnicy nie biegna

ruchem jednostajnym. Muszg si¢ najpierw rozpedzi¢. Zatoézmy, ze przez

pierwsze 30 m zawodnicy rozpedzaja sie, a potem biegng ze stala predkoscia. 0 979 t
Oblicz t¢ maksymalng predkos¢ przy dodatkowym zalozeniu, Ze zmiana 2

predkosci rekordzisty jest taka, jak na pierwszym rysunku.

Uwzglednij dodatkowo, ze tzw. czas reakeji wynosi 0,15 s, to znaczy, ze za- v
wodnik rusza z blokéw startowych dopiero po tym czasie.
***Oblicz maksymalna predkos¢, zakladajac, ze poczatkowo (przez 30 m) pred-
ko$¢ wzrasta jak funkcja kwadratowa, przechodzac gtadko w predko$¢ stala. )
0 9,79 t

b)

. . Rys. 4
Wycieczka na Giewont i

W zadaniach 1-6 wykorzystamy funkcje g

4

N W

-3 -2 -1 1011 2

Rys. 5

B 0 dla xe(-o0, 0)
glx) = 2 (Jxl+x) = {x dla xe(0, +)
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Zad. 0. (zmudne) Podaj przepis funkcji o podanym wykresie (wykorzystaj kratki).

4

> 0 dlaxe(-o0, -2)
‘3‘ dlaxe(...,...)
Giewont(x) =\
LAY
-3 02 -1 1 2
Rys. 6

Zad. 1. Uzupelnij w miejscach oznaczonych kropkami. Podpisz réwniez punkty wykresu funkgji f,.

T5 / T5 1
4 i 1
3 3 3
2 2 2
1 b
32 10 12 3 2 1 ]0 2 3 2 10 1 2
a) b) )
£ ifjix) - JACY - —g(._.....) = f@=..=
_J.--gdyxe... Jejeslix< ..dlax...
.. gdyx=0 e jeslixz “\..dlax...
. at+2
d) Rys. 7

f(x) = bg(x-a) =
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Zad. 2. Naszkicuj wykresy funkcji (ewentualnie zapisz najpierw ich wzory z ,,klamrami”).

15 Ts 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1 X
-3 12 -1 (011 -3 12 -1 10 41 12 312 1[0 11 42
2 b) 9
f,(x) = 2g(x-1)+3g(x-2) S () = 2g(x-1)-3g(x-2) £,(0) = 3g(x-1)+2g(x-2)
4\5 4\5 S
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
-3 082 -1 |10 i1 -3 12 -1 10 41 12 302 1 (0 11 42
d) e) f)
fi(x) = 4g(x-1)-4g(x-2) So(x) = 2g(x+1)-g(x-2) Sio®) = 3g(x+1)+2g(x-2)
4\5 4
4
3
2
1
3082 -1 10 i1 ’
g h) Rys. 8

S () = 2g(x-1)+3g(x+1)

£, = g(x-a,)-bg(x-a,)
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Zad. 3. Podpisz wykresy (za pomoca funkgji ).

45 4\5 \5

4 4 4

3 3 3

T~ 2 2

1 1 1
32 -1 10 11 12 32 -1 10 1 2 302 -1 10 11 12

a) b) )

\5 4

4 ba

3 b b,

1 / / Y
3 -2 -1 10 1 2 a, a, a, a, a,

d) e) f) Rys. 9
Zad. 4. Naszkicuj wykresy funkcji.

5 [E [E

4 4 4

3 3 3

2 2 2

1 1 1 X
3062 -1 10 11 02 302 -1 (0 11 02 -3 -2 -1 (0 i1 2

a) b) ) Rys. 10

S50 = g(x)-g(x-1)+g(x-2)

S0 = 2g(c+1)-3g(x)+2g(x-2)

fi50) = 3g(x+2)-7g(x+1)+
4g(x)+5g(x-1)-6g(x-1,5)
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Zad. 5. Napisz (uzywajac funkcji g) wzor funkeji o wykresie jak na rysunku w zadaniu 0.

x)=...

iewont

Zad. 6. (nieciekawe) Funkcja g ma nastepujace dwie wlasnosci:

dla dowolnej funkgji fi statych aib dla dowolnej funkcji fistalychaib
dla kazdego x < ... zachodzi réwnos¢ oraz dla kazdego x<a zachodzi réwnos¢
f(x) = flx)+b-g(x-a) fx)-b-g(x-a) = ...

Czy potrafisz je uzasadnic?

Teraz troche trudniejsze zadania. Sprobuj rozwigza¢ cho¢ kilka z nich. Eksperymentuj, wstawiajac rézne

liczby w miejsce parametrow.

Zad. 7. *(nie o funkcji g) Opisz stowami, jak wygladaja wykresy ponizszych funkcji. Podaj zbiory wartosci
itp.

a) a(x) = |x-1]+|x-3|

b) b(x) = |x-a |+|x-a,| (zakladamy ze a < a,)

¢) c(x) = |x-1]-|x-3|

d) d(x) = |x-1|+|x-3|+|x-4|

e) e(x) = |x—1]+|x=3|+|x-4|+|x-7|

f) f (%) = |x-a |+|x-a |+.. +|x-a | (zakladamy ze 0 <a < a,< ... <a)

) g, (x) = |x-a |+|x+a |+|x-a,|+|x+a,|+.. +|x-a |+|x+a | (zakladamy ze 0 < a < a,<...<a)
W) k() = -1 -2 3] ..~

i)i(x)= |...||||x|+1|+2|+3|...+n|

Ktory z przyktadéw jest najtatwiejszy?

Zad. 8. *Niech h(x) = %(|x|—|x—l|+1). Eksperymentu;j!

a) Opisz stowami, jak wyglada wykres funkcji f(x) = c-h(b(x-a)), gdzie g, b, ¢ to parametry.

b) Opisz stowami, jak wyglada wykres funkcji f(x) = ¢ h(b (x-a )+c,h(b,(x-a,)), gdzie a, b, ¢ to parametry.
¢) Uldz i rozwiaz zadania z funkcja h analogiczne do zadan 3 i 4.

d) Napisz (uzywajac funkcji h) wzér funkcji o wykresie jak na rysunku w zadaniu 0.
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Cwiczenia ze wstazka

Zacznijmy od bardzo starej zagadki. !
Zad. 1. Opasujemy réwnik (Obw = 40000 km = 40000 000 m) wstgzkgo I m
dluzsza od jego dlugosci. Miedzy wstazka a rownikiem tworzy sie luka.

7" Obw+1lm=
. 40000001 m

Czy przez te luke:
a) mozna przeciggna¢ wlos (0,02 mm)?
b) moze przej$¢ mrowka (2 mm)?

¢) moze przej$¢ mysz (2 cm)?

Rozwigzanie jest zaskakujace: odpowiedz nie zalezy od dtugoéci réwnika. Dla Marsa czy globusa jest taka

sama.

O ©

21(R+x)-2mTR = 1m

[
8

2nx = 1m
x = i1'11:15,9cm
21

Kolejne zagadki to impresje na powyzszy temat. W kazdym przypadku warto najpierw sprébowa¢ od-
gadna¢ rzad poszukiwanej wielkosci (milimetry, centymetry, decymetry, metry, dziesigtki metréw),

a dopiero potem rozwigzywaé. Zbadamy w ten sposdb wlasne intuicje.

AN
e - Obw+ 1m =
Q. 40000001 m

Zad. 2. Wstazke o 1 m dluzszg od réwnika (Obw = 40000 km = 40000000 m)

naciggamy, wstawiajac kijek. Jaki wysoki?

Obw + 1m =
/,/’[{\{\40000001 m

Zad. 3. Ustawiamy wzdluz réwnika (Obw = 40000 km = 40000000 m) n kijkéw <

o jednakowej dtugosci x w jednakowych odstepach y tak, ze rozpigta na nich
wstazka o 1 m dluzsza od réwnika nie dotyka ziemi. Znajdz najmniejsze #,
dla ktérego mozna to zrobi¢. Dla tego n znajdz x i y. Zaktadamy, ze pomig¢dzy

kijkami wstgzka nie zwisa, czyli, ze tworzy odcinek.

Obw - Im =
39999999 m

Zad. 4. Wstazke o 1 m krétsza od réwnika (Obw = 40000 km = 40000000 m)

ktadziemy na réwnolezniku. Jak blisko rownika lezy wstazka?
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Zad. 5. PomyS$lmy, ze Ziemia jest plaska. Pomiedzy Wroctawiem . 40,001 km

a Brzegiem (d = 40 km) rozciggamy wstazke o 1 m dluzszg od odle-

glodci tych miast. Nadmiar gubimy, tworzac ,namiot”. Jaki wysoki?

Zad. 6. Teraz Ziemia jest kulg (Obw = 40 000 km). Pomig¢dzy Wro-

clawiem a Brzegiem kopiemy tunel na skréty. O ile skroci on droge

miedzy tymi miastami? Jak glteboko pod ziemia przebiega?

a) Przyjmujemy, ze odlegto$¢ miedzy Wroctawiem a Brzegiem wynosi Obw = 40000 km
d = 40 km mierzona wzdluz tunelu.

b) Przyjmujemy, ze odleglo$¢ miedzy Wroclawiem a Brzegiem wynosi
I =40 km mierzona po tuku Ziemi.

Zad. 7. Pomiedzy Nantes (47°N, 1°W) w Bretanii a Saint John’s na
Nowej Funlandii (47°N, 52°W) naciagamy wstazke. Okazuje sie, ze
nie lezy ona na 47 réwnolezniku. Dlaczego? (Powdd jest ten sam,

dla ktérego samoloty z Kopenhagi do San Francisco latajg nad

Grenlandia. Popatrz na globus.)
O ile procent wstazka jest krétsza od czeéci réwnoleznika pomiedzy ek
Nantes i Saint John’s? Czy wynik ulegnie zmianie, gdy rozpatrzymy AN

Nantes i Seattle (47°N, 122°W)?

\\\

Zad. 2. Dtugoé¢ réwnika (Obw = 40000 km = 40000000 m) jest
obliczona bez uwzglenienia wzniesien terenu. Wstazka naciagnieta

wokdt réownika bedzie zahacza¢ o wierzcholek Kilimandzaro (5895

Obw = 40000000 m

m n.p.m), zatem jest dluzsza od réwnika. O ile? Inne wzniesienia po-

mijamy.

MdM

Kontynuacja (lub raczej nastepstwem) dzialalno$ci Korespondencyjnego Klubu Olimpijczyka (KOKO)
byly spotkania kursu Matematyka dla My$lacych (MdM) prowadzone w Instytucie Matematycznym UWr
przez Jarostawa Wroblewskiego w latach 2008-2010. Tym razem zaje¢cia mialy forme warsztatéw zadanio-
wych, inny tez byt charakter proponowanych uczniom zadan. Ale nadal podstawowym celem bylo przeta-
manie rutyny zadan szkolnych i egzaminacyjnych oraz wyrobienie nawyku logicznego rozumowania i ar-
gumentowania, co miato procentowaé w przysztej edukacji po podjeciu studiéw wyzszych na kierunkach
$cistych. Materialy z tego kursu (zadania wraz z rozwigzaniami) sg ogolnie dostgpne na stronie projektu:

www.math.uni.wroc.pl/mdm.




2. Kélko olimpijskie

Jacek Dymel, Krakow

Niezwykle istotnym elementem w pracy z uczniem wybitnie uzdol-
nionym jest systematycznos¢ dziatan. W czasie lekcji trudno skupié
uwage wylgcznie na takich uczniach. Nie pozwala na to liczba 0s6b
w klasie, cel lekcji, koniecznos¢ realizowania programu nauczania
i obowigzek przygotowania uczniow do egzamindéw. Dlatego najlep-
szq formg zaje¢ z uczniami uzdolnionymi sq kotka olimpijskie. Jak
je przygotowa( i jak prowadzic? Jakie stosowac formy zaje¢ i metody
nauczania? Jakie tematy sq szczegolnie wskazane do realizacji na ta-
kich kétkach?

Pomyst na kotko olimpijskie

Kotko olimpijskie moze przybiera¢ rézne formy, na przyklad:

¢ omodwienia konkretnego zagadnienia matematycznego w postaci wykladu i wspélne rozwigzywanie zadan
zwigzanych z tym zagadnieniem,

e wspdlne rozwigzywanie zadan, ktore laczy pewna idea (np. zadania, w ktdrych istotng role odgrywa roz-
wazenie uogdlnienia przypadku szczegélnego lub uszczegélowienia zagadnienia ogdlnego),

e wspélne rozwigzywanie zadan z roznych dziedzin matematyki - ta forma jest szczegolnie przydatna
w okresie przygotowan do startu w konkursach i olimpiadach.

W tym artykule chcemy zaproponowa¢ wybrany temat kotka Punkty szczegélne tréjkgta, ale rozpisany
na trzy scenariusze zaj¢¢ o réznym stopniu trudnosci. Realizacja kazdego z nich wymaga od uczestnikow
innego zasobu wiedzy i umiejetnosci. Kolejne scenariusze pozwalaja rozwiazywaé coraz bardziej skompli-
kowane problemy, pokazujac poprzednie podejécie do badanego zagadnienia w nieco innym $wietle. Mamy
tu do czynienia z klasyczng zasada spiralno$ci nauczania, kilkakrotnego powrotu do tego samego zagadnie-
nia, ale za kazdym razem poszerzajac lub poglebiajac jego kontekst. Takie postepowanie pozwala nie tylko
zdoby¢ wiedzg, ale i skutecznie ja utrwali.

Kazdy ze scenariuszy opatrzono uwagami metodycznymi. Rozwigzania zadan wybranych z olimpiad

i obozéw naukowych Olimpiady Matematycznej mozna znalez¢ na stronie www.om.edu.pl.

Punkty szczegolne trojkata i ich wlasnosci - propozycja gimnazjalna

Do realizacji tych zajec potrzebna jest znajomos¢ twierdzenia Talesa oraz twierdzenia do niego odwrot-
nego. Nalezy je wczesniej omowié wraz z zastosowaniami. W trakcie zaje¢ uczniowie poznaja kolejne zasto-
sowania tych twierdzen - wazne, by zwraca¢ uwage na sposob uzasadniania i zapisywania rozumowania,
gdyz te umiejetnosci beda niezbedne do rozwigzania olimpijskich zadan.
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Zacznijmy od przypomnienia i uzasadnienia kilku prostych twierdzen.

Twierdzenie 1. Symetralne bokow tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie.

Dowdd. Z definicji symetralna odcinka jest zbiorem punktéw plaszczyzny réwnoodleglych od koncéw tego
odcinka. W tréjkacie ABC boki AB i BC nie s rownolegle, a wiec symetralne tych bokow tez nie sg réwno-
legte, zatem muszg si¢ przecina¢. Oznaczmy ten punkt przez O. Poniewaz O nalezy do symetralnej boku AB,
jest jednakowo odleglty od punktéw A i B, a poniewaz nalezy do symetralnej odcinka BC, jest tez jednakowo
odlegly od punktéw B i C. Z przechodnioéci relacji réwnoéci O jest jednakowo odlegly od punktéw A i C,
co oznacza, ze jest punktem symetralnej boku AC, ckd. Jednocze$nie zauwazamy, ze punkt O jest srodkiem

okregu opisanego na tréjkacie ABC i moze leze¢ na zewnatrz trojkata.

Twierdzenie 2. Dwusieczne katéw tréjkata przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Dowod. Z definicji dwusieczna kata jest zbiorem punktéw plaszczyzny réwnoodleglych od ramion tego
kata. W trdjkacie ABC zadne boki nie sg réwnolegte, a wigc dwusieczne katéw ABC i BCA tez nie sg réwno-
legte, zatem muszg si¢ przecinaé. Oznaczmy ten punkt przez I. Poniewaz I nalezy do dwusiecznej kata ABC,
jest jednakowo odlegty od ramion AB i BC, a poniewaz nalezy do dwusiecznej kata BCA, jest tez jednakowo
odlegly od ramion BC i CA. Z przechodnioéci relacji réwnosci I jest jednakowo odlegly od prostych AB
i CA, co oznacza, ze jest punktem dwusiecznej kata BAC, ckd. Jednocze$nie zauwazamy, ze punkt I jest
$rodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC i zawsze lezy wewnatrz tréjkata.

Twierdzenie 3. Wysokoéci trojkata przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

Dowdd. Z definicji wysokos$¢ trojkata jest prostg przechodzaca przez jego wierzcholek i prostopadla do
przeciwlegtego boku. W tréjkacie ABC przez wierzchotki A, B, C prowadzimy proste réwnolegle do prze-
ciwlegtych bokéw (rys. 1). Proste te przecinajg si¢ parami, wyznaczajac tréjkat XYZ.

V4 A Y

X Rys. 1

Z konstrukcji wynika, ze czworokaty ACBZ, CBAY i BACX s3 réwnoleglobokami i zachodza réwnosci
ZA =AY = BC, YC = CX = AB, XB = BZ = AC. Zauwazamy teraz, ze wysokosci tréjkata ABC sg symetralny-
mi bokéw trojkata XYZ i, korzystajac z twierdzenia 1, otrzymujemy teze. Zauwazamy, ze punkt przecigcia

wysoko$ci moze leze¢ na zewnatrz tréjkata.
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Twierdzenie 4. Srodkowe bokéw tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie.

Dowod. Z definicji $rodkowa tréjkata to odcinek taczacy wierzchotek ze §rodkiem przeciwlegtego boku.

B Rys. 2

Srodkowe AX i BY nie s réwnolegle, wiec muszg sie przecinaé. Oznaczmy ten punkt przez S. Na podstawie
twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa odcinek XY jest réwnolegly do AB, a jego diugo$¢ jest polowa
diugosci AB. Na podstawie twierdzenia Talesa mamy: ng =3y = Xy @ poniewaz XY = %AB, otrzymujemy
AS = 28X i BS = 28Y. Zatem punkt S dzieli odcinki AX i BY w stosunku 2:1, liczac od wierzchotka. Analo-
giczne mozna pokaza¢, ze srodkowe AX i CZ tez muszg sie przecinaé i to w punkcie S’, ktory dzieli odcinki
AX i CZ w stosunku 2:1, liczac od wierzchotka. Zatem na odcinku AX punkty S i §” pokrywaja sie, ckd.
Zauwazamy, ze punkt przeciecia Srodkowych lezy zawsze wewnatrz tréjkata (nazywamy go $rodkiem ciez-

kosci trdjkata).
Przytoczone twierdzenia wykorzystamy teraz do opisu wlasnosci $rodka cigzkosci trojkata.

Twierdzenie 6. Srodkowe tréjkata dziela go na sze$¢ tréjkatow o réwnych polach.

Dowdd. Niech [ABC] oznacza pole tréjkata ABC, a X, Y, Z - $rodki bokéw odpowiednio BC, AC, AB. Za-
uwazmy, ze [BXS] = [CXS], bo tréjkaty te maja rowne podstawy (BX = XC) i wspdlng wysoko$¢ opuszczona
z wierzcholka S. Analogicznie wykazujemy, ze [BZS] = [AZS] i [AYS] = [CYS]. Poniewaz [BXA] = [CXA]
(réwne podstawy CX i BX oraz wspdlna wysoko$¢ opuszczona z wierzcholka A), zachodzi takze réwnosé
[BXS]+[BZS]+[AZS] = [CXS]+[CYS]+[AYS]. Zatem [AZS] = [AYS].

Analogicznie wykazujemy, ze [CYS] = [CXS] i [BXS] = [BZS], ckd.

A

B Rys. 3
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Twierdzenie 7. Jezeli S jest srodkiem cigzkosci trojkata ABC, to % (AX+BY+CZ) > AB+BC+CA > AX+BY+CZ.
Dowdd. W rozumowaniu wykorzystamy nier6wnos¢ tréjkata: w tréjkacie suma dlugosci dowolnych dwéch
bokéw jest wieksza od dlugosci trzeciego boku. Zauwazmy, Ze na podstawie nieréwnosci trojkata w ABS
zachodzi AB < AS+BS. Analogicznie dowodzimy, ze CB < CS+BS i AC < AS+CS. Dodajac te nieréwnosci
stronami, otrzymujemy AB+BC+CA < 2(AS+BS+CS). Poniewaz zachodza zwiazki AS = %AX, BS = %BY,
CS= %CZ, otrzymujemy AB+BC+CA < %(AX+B Y+CZ), co konczy dowdd jednej czesci tezy.

Do dowodu drugiej wykorzystamy nastepujacy fakt:

Lemat. Srodkowa tréjkata jest krétsza od potowy sumy dlugosci bokéw wychodzacych z nig z jednego
wierzchotka.

Przeksztalémy tréjkat symetrycznie wzgledem punktu X, ktory jest srodkiem boku BC (rys. 4). Obraz punk-
tu A nazwijmy A’ Z wlasnoéci symetrii srodkowej wynika, ze czworokat ABA'C jest réwnoleglobokiem,
a z nieréwnoéci trojkata przekatna AA’ tego réwnolegloboku jest krotsza od sumy bokéw AB i BA, czyli
2AX < AB+AC. Analogicznie pokazujemy, Ze 2BY < BA+BC oraz 2CZ < CB+CA. Dodajac te nieréwnosci
stronami otrzymujemy teze.

A

A Rys.4

Na koniec zamieszczamy liste zadan do samodzielnej pracy. Pozwalajg one utrwali¢ wiedz¢ i zauwazy¢

dalsze zwiazki miedzy szczeg6lnymi punktami trojkata.

Zad. 1. Wykaz, ze srodek okregu opisanego na tréojkacie ostrokatnym ABC jest srodkiem okregu wpisanego
w tréjkat utworzony przez spodki wysokosci tréjkata ABC.

Zad. 2. Wykaz, ze $rodek ciezkosci, srodek okregu opisanego na trdjkacie oraz ortocentrum (punkt wspdlny

wysoko$ci) trojkata nieréwnobocznego lezg na jednej prostej, zwanej prostg Eulera.

Zad. 3. (1 OMG, 1I etap) Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym ZBAC = 45°. Wysokosci tego tréjkata
przecinajg si¢ w punkcie H. Wykaz, ze AH = BC.

Zad. 4. (V OMG, III etap) Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC. Punkty D, E, F sa symetryczne do P odpo-
wiednio wzgledem prostych BC, CA i AB. Wykaz, ze jeéli trojkat DEF jest réwnoboczny, to proste AD, BE

i CF przecinajg sie w jednym punkcie.
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Punkty szczegodlne trojkata i ich wlasnosci - propozycja licealna

Tym razem punkty szczegolne tréjkata bedziemy badali za pomoca twierdzenia Cevy. To jedno z pod-
stawowych narzedzi konkursowych i olimpijskich, pozwalajace rozwiazywaé zadania, w ktorych gléwnym
celem jest wykazanie wspotpekowosci prostych. Na potrzeby tych zaje¢ uczniowie powinni sprawnie postu-

giwac sie twierdzeniem Talesa i twierdzeniem do niego odwrotnym. Zacznijmy od kluczowego faktu.

Twierdzenie Cevy. Jesli proste AX, BY, CZ, przechodzace przez wierzcholki tréjkata ABC, przecinajg si¢
w jednym punkcie i przecinajg boki AB, BC, CA lub ich przedtuzenia odpowiednio w punktach Z, X, Y
(i zaden z punktéw X, Y, Z nie pokrywa sie z zadnym z wierzchotkéw A, B, C), to TCXi)é % =1.

Dowdd. Na rysunku 5 zostaly przedstawione mozliwe polozenia punktu S przeciecia prostych AX, BY i CZ.

Zauwazmy, ze na bokach tréjkata ABC lezy zawsze nieparzysta liczba punktow spoéréd X, Y, Z.

Y
A c
Y S
V4
C A
B Z B

a) b) Rys. 5

BX [BXA] .BX [BXS] BX [BSA] AZ [ASC]

Zauwazmy, Ze XC = [CXA] ixc= (XS]’ zatem ¥~ = [CSAT" Analogicznie pokazujemy, ze 7B = [BSC]

ig :7[CSB] Mnozgc stronami trzy ostatnie rownosci, otrzymujem AZCYCX :[ASC] [CSB] [BSA] =1
YA T [ASB] - & Y > OUrZYMWemy 7"yA XC ~ [BSC) [ASB] [CSA] ~

a wiec mamy teze.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Cevy. Jezeli punkty X, Y, Z leza na bokach AB, BC, CA tréjkata ABC
lub na ich przediuzeniach (zaden z punktéw X, Y, Z nie pokrywa si¢ z zadnym z wierzchotkéw A, B, Ci nie-
parzysta liczba spo$réd punktéw X, Y, Z lezy na bokach tréjkata) oraz zadne dwie z prostych AX, BY, CZ nie
sa rownolegle i zachodzi réownos¢ %}C,% %Z = 1, to proste AX, BY, CZ przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Dowéd. Przeprowadzimy go metodg ,nie wprost”. Niech zachodzi réwnos¢ yr-yp74 = 1 1 zalézmy
wbrew tezie, ze proste AX, BY, CZ nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Poniewaz AX, BY nie sg réwnole-
gle, muszg si¢ przecina¢. Nazwijmy ten punkt O. Zatem prosta CO przecina prosta AB w pewnym punkcie
Z'#Z. Stosujac proste twierdzenie Cevy dla prostych AX, BY, CZ’ przecinajacych sie w jednym punkcie,

dostajemy réwnosé¢ ?C%gi = 1. Zatem zachodzi réwno$é¢ % =%, a poniewaz punkty Z i Z’lezg jed-

nocze$nie na boku tréjkata lub na jego przedluzeniu, wigc pokrywaja sig, a to daje sprzeczno$é. Zatem teza

jest prawdziwa.
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Udowodnione twierdzenia postuza do wspélnego rozwigzania kilku zadan.

Zad. 1. Wewnatrz trojkata ABC, na srodkowej wychodzacej z wierzchotka C znajduje si¢ punkt P. Oznacz-
my przez X punkt przecigcia prostej AP z bokiem BC, a przez Y punkt przeciecia prostej BP z bokiem AC.
Wykaz, ze jesli czworokat ABXY mozna wpisaé w okrag, to trojkat ABC jest rGwnoramienny.

Rozwigzanie. Obliczajac potege punktu C wzgledem okregu opisanego na czworokacie ABXY, dostajemy

CX-CB=CY-CA.Niech Dbedzie srodkiem boku AB. Z twierdzenia Cevy wynika, ze %g%g =1.Zwarun-

ku % = % , otrzymujemy wigc % = gﬁ:g‘)é Wiedzac, ze % = % , mozna stwierdzi¢, ze CB-(CB-CX) =

= CA-(CA-CY), czyli CB*-CB-CX = CA>-CA-CY, a to oznacza, ze CA = CB, ckd.

Zad. 2. Wykaz, ze proste laczace wierzcholki tréjkata z punktami styczno$ci okregu wpisanego w ten trojkat

przecinajg si¢ w jednym punkcie (nazywamy go punktem Gergonne’a).

Rozwigzanie. Niech X, Y, Z beda punktami stycznosci okregu wpisanego w tréjkat ABC odpowiednio na

bokach BC, ACi AB. Z wlasnosci odcinkéw na stycznych zachodza rownoéci: AZ = AY, BZ = BX i CX = CY.

Zauwazmy ponadto, Ze AY CXBZ _AZ CY BX 1, zatem na podstawie twierdzenia odwrotnego do twier-
YP " YC'XBZATYCXBZAT > P 8

dzenia Cevy proste AX, BY, CZ przecinaja si¢ w jednym punkcie, ckd.

Zad. 3. WyKkaz, ze proste taczace wierzcholki tréjkata z punktami stycznosci okregéw dopisanych do tego
trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie (nazywamy go punktem Nagela).

Rozwigzanie. Z definicji okrag dopisany do tréjkata ABC jest styczny do jednego z bokéw i przedluzen
pozostalych bokéw tego tréjkata. Kazdy tréjkat ma trzy okregi dopisane. Niech X, Y, Z beda punktami
stycznosci okregdéw dopisanych do tréjkata ABC odpowiednio do bokéw BC, AC, AB (rys. 6). Na podstawie
wlasno$ci odcinkéw na stycznych mamy CA+AZ = CB+BZ, AB+BX = AC+CX i BC+CY = BA+AY, zatem

Az =BCHABAC _ oy ABRACSBC _ ey py BCHCA-AB _ 4y
Rys. 6
Zauwazmy, ze %%% = %%g = 1, wigc na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia

Cevy, proste AX, BY i CZ przecinaja si¢ w jednym punkcie, ckd.

Zad. 4. (Koreanska OM 1997) Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB#AC. Dwusieczna kata
A przecina bok BC w punkcie V, natomiast D jest spodkiem wysokoéci poprowadzonej z wierzchotka A.
Okrag opisany na trdjkacie AVD przecina boki AB i CA odpowiednio w punktach F i E. Udowodnij, ze pro-
ste AD, BE i CF przecinaja si¢ w jednym punkcie.
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Rozwiazanie. Poniewaz proste AD i VD sa prostopadle, AV jest srednicg okregu, czyli proste AE i VE oraz AF

i VF tez sg prostopadle. Poniewaz AV jest dwusieczna, ZEAV = LFAV. Zatem trojkaty AFV i AEV s przystajace
. R AFBD CE _ CEBD _ VE-<ctgZC AD-ctg/B .
(kbk). Mamy wiec AE = AFi VE = VF. Wobec tego p "1 EA = FB DG = VFctgZB * AD-ctgZC i na podsta-

wie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy wnioskujemy, ze proste AD, BE i CF przecinajg si¢ w jednym
punkcie, (kbk).

Zad. 5. Na bokach BC, CA i AB tréojkata ABC wybrano punkty D, E i F takie, ze odcinki AD, BE i CF
przecinaja si¢ w jednym punkcie. Proste DE i DF przecinajg prosta rownolegla do BC przechodzaca przez
A wpunktach X i Y. Wykaz, ze AX = AY.

Rozwiazanie. Z réwnoleglto$ci AX i BC wynika, ze trojkaty AXE i CDE sg podobne (kk), zatem AX = AE-%

i analogicznie AY = AF-II%E . Wobec tego % = AE-Fg AilF%I; = %g%%: =1 (z twierdzenia Cevy), ckd.

I jeszcze seria zadan przeznaczonych do samodzielnej pracy.

Zad. 6. Korzystajac z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy, udowodnij, ze:
a) $rodkowe trojkata przecinaja sie w jednym punkcie,
b) dwusieczne katoéw wewnetrznych trojkata przecinaja sie w jednym punkcie,

c) wysokodci trojkata ostrokatnego przecinaja sie w jednym punkcie.

Zad.7. (L OM, I etap) Przekatne AC i BD czworokata wypuklego ABCD przecinajg si¢ w punkcie P. Punkt
M jest $rodkiem boku AB. Prosta MP przecina bok CD w punkcie Q. Udowodnij, ze stosunek pdl trojkatow
BCP i ADP jest réwny stosunkowi dtugosci odcinkéw CQ i DQ.

Zad. 8. (XLIII OM, II etap) Przez $rodek ciezkosci trojkata ostrokatnego ABC poprowadzono pro-
ste prostopadle do bokéw BC, CA i AB przecinajace je odpowiednio w punktach B Q, R. Wykaz, ze jesli
BP-CQ-AR = PC-QA-RB, to trdjkat ABC jest rOwnoramienny.

Zad. 9. (XXXVII OM, II etap) W trdjkacie ABC wybrano punkt A’ na boku BC, punkt B’ na boku AC oraz
punkt C’ na boku AB tak, ze proste AA’, BB’ i CC’ przecinaja si¢ w jednym punkcie. Udowodnij, ze pole
trojkata A'B’'C’ jest nie wigksze od % pola tréjkata ABC.

Zad. 10. (Ob6z OM Zwardon 2007) Dany jest okrag o $rodku w O. Odcinek AB jest jego cigciwg rdzna
od $rednicy. Cieciwa AC tego okregu przechodzi przez srodek odcinka OB. Proste OC i AB przecinaja si¢
w punkcie P, za$ proste OA i BC — w punkcie Q. Udowodnij, ze PC =AQ.

Zad. 11. (Obdz OM Zwardon 2006) Na bokach BC, CA i AB tréjkata ABC zbudowano po jego zewngtrznej
stronie trojkaty BCD, CAE i ABF, przy czym £CAE = ZFAB, ZFBA = ZDBCi £ZDCB = ZECA. Udowodnij,
ze proste AD, BE i CF przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Zad. 12. (Obdéz OM Zwardon 2005) Dany jest szesciokat wypukly, w ktérym przeciwlegle boki sa réwnolegte. Udo-

wodnij, ze trzy proste taczace srodki przeciwlegtych bokdw tego szesciokata przecinajg si¢ w jednym punkcie.
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Punkty szczegolne trdjkata i ich wlasnosci - metoda srodkéw ciezkosci

Tym razem wykorzystamy w zadaniach pojecie srodka cigzkosci ukladu punktéw materialnych. Dzigki
niemu mozna nie tylko udowodnic¢, ze pewne odcinki sie przecinaja, ale tez poda¢ stosunek, w jakim punkt
ich przecigcia dzieli odcinki na tych prostych. Do realizacji tematu niezbedna jest dobra znajomo$¢ dziatan
na wektorach.

Zacznijmy od definicji. Srodkiem ciezkosci punktéw A i B w ktérych umieszczono odpowiednio dodat-
nie masy a i b jest taki punkt S odcinka AB, ze zachodzi ?g =5 Warunek ten mozna opisa¢ réwnowaznie za
pomocg wektoréw: a-SA +b-SB =0 .

Teraz mozna przez analogie zdefiniowal $rodek cigzkoéci dla dowolnego, skoniczonego ukladu punk-
téw. Srodkiem ciezkoéci uktadu punktéw X pees X, O masach dodatnich M., m_nazywamy punkt S

spelniajacy warunek m 1§§ +...+mﬂ§§1 =0.
Pokazemy kilka wlasno$ci §rodka ciezko$ci uktadu punktow.

Wlasno$¢ 1. Jezeli X jest dowolnym punktem plaszczyzny, to punkt S jest srodkiem cigzkoéci uktadu punk-

_ 1 X X
=t (m XX +..+m XX ).

Dowod. Dla dowolnych punktow plaszczyznyX i S spetniona jest réowno$¢ m SXZ +otm, SX =

tow X ..., X, 2 dodatnimi masami | wtedy i tylko wtedy, gdy XS

= (m +.+m )SX +m, XX +otm, XX Zatem punkt S jest srodkiem cigzkosci danych punktéow wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy (m1+...+m”)SX +m1XX1+...+mHXXn =0.

Wihasno$¢ 2. Zbiér punktéw X, ..., X, z dodatnimi masami m,, ..., m, ma zawsze $rodek cigzkosci i jest on
tylko jeden.
Dowod. Wynika to natychmiast z wlasnosci 1.

Wlasno$¢ 3. (twierdzenie o grupowaniu punktow). Srodek ciezko$ci punktow X pon X, Y, Y 2 dodat-
nimi masami a,, ..., a, b,, . bm pokrywa sie ze $rodkiem ciezkosci dwéch punktéw: srodka ciezkosci X
punktéw X, ..., X, z masg a = a +...+a, i $rodka ciezkoéci Y punktéw Y, .., Y zmasa b= b +..+b, .
Dowéd. Nlech Z bedzie dowolnym punktem plaszczyzny. Wowczas na podstaw1e wlasnosci 2

7ZX —ﬁ(a2&+ +a ZX )i ZY ey (b,ZY, +..+b,ZY ).

Jezeli punkt S jest srodkiem cu;zkosa punktowX iYz masami aib, to
ZS lb(aZX +bZY ) = b(a Z)g +..ta, ZX +b, ZY +.+b VA'S " ), a to znaczy, Ze punkt S jest réwniez

$rodkiem ciezkosci punktow Xy X, Y., Y zmasamia,.., a, b,..b.
n 1 m 1 w 1 m

Znajac podstawowe wlasnosci §rodka cigzkosci, mozemy przystapi¢ do wspdlnego rozwigzywania zadan.

Zad. 1. Wykaz, ze $rodkowe w trojkacie przecinajg si¢ w jednym punkcie, ktory dzieli te srodkowe w sto-
sunku 2:1, liczac od wierzcholka.

Rozwigzanie. Niech punkty A, B, C, bedg $rodkami odpowiednio bokéw BC, AC, AB tréjkata ABC (rys. 7).
Umie$¢my w kazdym wierzchotku tréjkata ABC mase réwna 1 i niech punkt S bedzie $rodkiem ciezkosci
tego ukladu. Zatem S jest takze $rodkiem ciezkosci uktadéw par punktéw: A, o masie 2 i A o masie 1, B,

o0 masie 2 i B o masie 1, C1 o masie 2 i C o masie 1. To oznacza, ze Srodkowe AIA, BIB i CIC przecinaja sie
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¢ A1 B Rys. 7

w punkcie S, gdyz z wlasnosci 2 istnieje tylko jeden $rodek cigzkosci. Dalej, poniewaz § jest $rodkiem ciez-

2

kosci uktadu punktéw A, o masie 2 i A o masie 1, spetniony jest warunek: , zatem S dzieli srodkowa

A A w stosunku 2:1, hczqc od wierzchotka. Analogicznie pokazujemy, ze Sséz1e11 $rodkowe B B i C,Cw po-
danym stosunku.

Zauwazmy, ze punkt S, ktory jest srodkiem ciezko$ci punktéw A, B, C z masami réwnymi 1, jest takze
$rodkiem ciezkosci calego trojkata (kawatka plaszczyzny z rownomiernie rozlozong masg). Te wlasnosé

tréjkata i jego wierzchotkéw udowodnil Archimedes w pracy ,,O réwnowadze figur ptaskich’.
Kolejne zadanie pokazuje, jak za pomocg metody $rodkéw cigzkosci udowodni¢ twierdzenie Cevy.

Zad. 2. Na bokach AB, BC i CA tréjkata ABC zaznaczono odpowiednio punkty D, E i F. Zadne dwie z pro-

stych DC, EA i FB nie sg rownolegte. Wykaz, ze proste DC, EA i FB przecinajg si¢ w jednym punkcie wtedy
AD BE CF

i tylko wtedy, gdy ze jp-pipa = 1-

Rozwigzanie. Rozmie$§¢my w punktach A, Bi C masy 4, b i ¢, aby spelnione byly warunki: Dllg z glé Z

Niech punkt S bedzie punktem przecigcia odcinkéw DC i EA (rys. 8). Aby rozwigzaé zadanie, nalezy poka-

za¢, ze odcinek FB przechodzi przez punkt § wtedy i tylko wtedy, gdy 74 = 4

A

B E ¢ Rys. 8

Poniewaz D jest $rodkiem ciezko$ci punktéw A i B z masami a i b, natomiast E jest §rodkiem ciezkosci
punktéw B i C z masami b i ¢, punkt S musi by¢ $rodkiem cig¢zko$ci punktéw A, B i C z masamia, b i c.
Zatem jezeli odcinek FB przechod21 przez punkt S, to F jest srodkiem ciezko$ci punktéw C i A z masami ¢
ia, czyli zachodzi warunek l ==

Jesli natomiast zachodzi warunek Fj\: ==, to punkt F jest rodkiem cigzko$ci punktéw C, A z masami ¢, 4,
a zatem punkt S lezy na odcinku FB, ckd
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Zad. 3. Na bokach AB, BC i CA trdjkata ABC zaznaczono odpowiednio punkt z D, E, F w taki sposob, ze
proste DC, EA i FB przecinaja si¢ w punkcie S. Wykaz, ze: a) gg gg 1(:?5’ )EA* I;g %‘2 =1
Rozwiazanie. Rozmlescmy w punktach A, B, C takie masy dodatnie 4, b, c, aby spelnione byly warunki:
AD _b BE _c¢ .CF _a
DB a’EC b 'FA ™
D - punktéw A, Bz masaml a, b, punkt E - punktéw B, C z masami b, ¢, za$ punkt F - punktéw C, A z ma-

4 Wéweczas punkt S jest srodkiem ciezkoéci punktéw A, B, C z masami a, b, ¢, punkt

sami ¢, a. Zatem

yCS _atb _b a _CE CF
VSD= ¢ “c*c TEBYRA
b) £4 EA ES+SA — 14 SA — 14 b+c _atbtc
ES — ES *ES <
al . . K @ a+b+c CS a+b+c dES FS DS a b c _
Analogicznie mozna wykazac, ze g =" —icp =" > asdEA+*Ep+*DC = Grpic T arbrc Tavbe <

Zad. 4. W trojkacie ABC na boku BClezy punkt M, na boku AC - punkt N, a odcinki AM i BN przecinaja si¢
w punkcie P. Majac dane stosunki BM : MC = m i AN : NC = n, oblicz stosunki AP : PM i BP: PN.

Rozwiazanie. W punktach A, B i C umie$¢my masy odpowiednio g, bic. Poniewai zachodzi BM : MC = m,
aby punkt M byt srodklem ciezko$ci punktow C i B, musi by¢ m = % =} > Wiec b= i . Analogicznie
pokazujemy, Ze a = ~. Poniewaz P jest srodkiem ciezkosci ukladu punktow A, B i Cz masamia, b, ¢, to jest
takze $rodkiem c1e;zkosc1 ukfadu punktéow A i Mz masam1 odp0w1edn10 ~i- +c (gdyz uktad punktéw B

i Cz masami ;Cq i ¢ mozna zastapi¢ punktem M z masg < +c). Wobec tego zachodm
% = ”“j ¢ (1+*) Analogicznie pokazujemy, ze gf] = (Hﬁ )

n

Zad. 5. Na bokach AB i BC trojkata ABC znajduja si¢ odpowiednio punkty K i L. Niech punkt M bedzie

punktem przec1§c1a odcinkéw AL i CK, natomiast N — punktem przeciecia KL i BM.
Wykaz, se AKBC _ KN
¥ LCAB = NL

Rozwigzanie. Niech 2 ﬁ =p i% = g (rys. 9). Umies¢my w punktach A, B, C odpowiednio masy p, 2, q.
Wykazemy, ze punkt N jest $rodkiem ciezkosci trojkata ABC.

C A Rys. 9

Punkt K jest $rodkiem cigzko$ci punktéw A i Bz masami pi 1, a punkt L- $rodkiem cig¢zko$ci punktéw Ci B

z masami q il Dlatego $rodek ciezkosci O punktéw A, B, C z masami p, 2, q lezy na odcinku KL i dzieli go

w stosunku X0 OL = % Punkt M jest $rodkiem ciezkosci punktéw A, B, C z masami p, 1, q.

Punkt O jest zatem $rodkiem ciezko$ci ukladu punktéw M z masa p + g + 11 B z masg 1, a poniewaz O lezy
AKBC 1 g+l KN

na odcinku MB, pokrywa sie z N. Stad mamy 5 ABIC = m T =NL°
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I znowu seria zadan do samodzielnej pracy.

Zad. 6. W jakim stosunku przecinaja sie:
a) dwusieczne katow tréjkata?
b) wysokosci tréjkata ostrokatnego?

Zad. 7. Trzy muchy o masie 1 kazda chodza po bokach tréjkata ABC w ten sposob, ze ich $rodek ciezkosci
znajduje sie stale w tym samym punkcie. Wykaz, ze srodek masy much pokrywa si¢ z punktem przeciecia

$rodkowych tréjkata ABC, jezeli wiadomo, ze jedna mucha przeszla po calym obwodzie tréjkata.

Zad. 8. Polprosta BD jest dwusieczng kata B w trojkacie ABC (D znajduje si¢ na boku AC). Punkt O lezy
na odcinku BD w taki sposdb, ze %% = L: Prosta OA przecina prosta BC w punkcie K. Oblicz wartos¢ %é,
o . AB p

ezeli wiadomo, ze 3~ =*£.

J BC ™ g

Zad. 9. Pole trojkata ABC jest rowne 1. Na srodkowej BK znajduje si¢ punkt M spelniajacy warunek
4MK = BK. Prosta AM przecina bok BC w punkcie L. Oblicz pole tréjkata ALC.

Zad. 10. (IIT MOM) Punkt O nalezy do wnetrza tréjkata ABC, a A, B’i C’ s3 punktami przecie¢ prostych
AO, BO1i CO z przeciwleglymi bokami tréjkata. Udowodnij, Ze sposrod wyrazen %2,, %g i%C’ przynajmniej

jedno jest nie wigksze niz 2 i przynajmniej jedno jest nie mniejsze niz 2.

Zad. 11. Dany jest wypukly czworokat ABCD oraz punkty B R, S, T bedace $rodkami bokéw AB, BC, CD
i DA. Wykaz, ze punkt przeciecia odcinkéw PS i RT jest $rodkiem:

a) tych odcinkow,

b) odcinka taczacego $rodki przekatnych czworokata ABCD.

Zad. 12. Wykaz, ze odcinki laczace wierzcholki czworoscianu ze $rodkami cigzkosci przeciwlegtych $cian

przecinajg si¢ w jednym punkcie, ktdry dzieli te odcinki w stosunku 3:1, liczac od wierzchotka.

Zad. 13. Wykaz, ze w odcinki taczace $rodki sko$nych krawedzi czworo$cianu przecinajg si¢ w jednym
punkcie.

Zad. 14. Niech punkty K, L, M, N, O, P beda $rodkami bokéw AB, BC, CD, DE, EF, FA dowolnego sze$cio-
kata. Wykaz, ze punkty przecie¢ srodkowych tréjkatéw KMO i LNP pokrywaja sie.

Zad. 15. Na bokach AB, BC, CD, DA wypuktego czworokata ABCD leza odpowiednio punkty K, L, M, N
spelniajace warunki: AK:KB = DM:MC = o1 BL:LC = AN:ND = f3. Niech P bedzie punktem przeciecia od-
cinkéw KM i LN. Wykaz, ze NP:PL = oti KP:PM = f3.

Zad. 16. (Obéz OM Zwardon 2005) Dla punktu S lezgcego wewnatrz trojkata ABC oznaczmy przez D, E, F
punkty przeciecia odpowiednio prostej AS i boku BC, prostej BS i boku CA, prostej CS i boku AB. Wyznacz
zbidr takich punktow S, ze suma pol tréjkatow SAE, SBD i SCE jest réwna polowie pola tréjkata ABC.
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Zad. 17. (XXVI OM, I etap) W czworokacie plaskim wypuklym ABCD wybrano na przeciwlegtych bokach
AB1iCD punkty PiR, anabokach ADiBC punkty Qi S w taki sposéb, ze '}L}TI; = %= a oraz é)!lg: % =b.

Udowodnij, ze jezeli O jest punktem przecigcia odcinkéw PR i QS, to zachodzi: %?f bi O?= a.

Zad. 18. (1 OM, I etap) Srodki czterech jednakowych kul leza na okregu, a srodek ciezkosci uktadu tych kul
lezy w $rodku okregu. Wykaz, ze $rodki kul s3 wierzchotkami prostokata.




3. Seminaria uczniowskie
Michat Sliwiniski, Wroctaw

Odmiennym od kétek matematycznych sposobem pozalekcyjnego sty-
mulowania matematycznego rozwoju uczniéw uzdolnionych, ktory
dla wielu moze sig sta¢ niezwykle atrakcyjny, sq seminaria uczniow-
skie, czyli popoludniowe lub weekendowe spotkania, podczas ktorych
jeden lub kilku uczniéw prezentuje kolegom opracowany przez siebie
temat. Ponizej opisuje przyktady takich zajec realizowanych w kla-

sach uniwersyteckich III Liceum Ogélnoksztatcgcego we Wroctawiu.

Namiastka atmosfery akademickiej w szkole

Seminaria s3 niezwykle ciekawa forma pracy z uczniami o zainteresowaniach $cistych, ale o réznym
stopniu zaawansowania matematycznego. Stwarzaja wiele mozliwosci interakeji migdzy ich uczestnikami,
ktorzy chetnie si¢ ucza od swoich réwiesnikéw. Referentem jest zwykle uczen o wigkszych umiejetnoéciach
- jemu samemu seminarium daje z kolei mozliwos¢ uporzadkowania swojej wiedzy, rozwinigcia umiejetno-
$ci jej prezentacji oraz publicznego wystepowania, chociaz odbywa sie w przyjaznym, znanym otoczeniu.

Tematy seminariéw moga by¢ wybrane z listy przygotowanej przez nauczyciela lub wybrane przez sa-
mych uczniéw i przez nauczyciela zatwierdzone. Powinny by¢ dostosowane do zainteresowan oraz poziomu
wiedzy zaréwno referenta, jak i stuchaczy. Moga to by¢ klasyczne zagadnienia spoza programu nauczania,
ktorych znajomos¢ przydaje si¢ na przyklad w zadaniach olimpijskich (np. twierdzenie Cevy), albo tematy,
ktérymi stuchacze zainteresowali si¢ podczas wyktadéw popularnonaukowych lub o ktérych gdzie$ prze-
czytali. Moga to by¢ réwniez wyniki samodzielnej pracy prelegenta — ciekawe rozwiazanie jakiego$ zadania
lub rezultaty badan nad jakims problemem (np. otrzymane w efekcie pisania pracy konkursowej). Niektore
seminaria mogg mie¢ charakter roboczy i by¢ zwolywane ad hoc, na przyktad w celu wspélnego rozwigzania
jakiego$ zadania olimpijskiego, z ktérym ma klopot jeden z uczniéw — wtedy on referuje problem i swoje
przemyslenia, albo by poméc koledze, ktéry si¢ natknatl na trudny do przezwycig¢zenia problem w swojej

pracy i potrzebuje §wiezego spojrzenia i dyskusji z kolegami.
Jak zorganizowac prace seminarium uczniowskiego

Na og6l temat seminarium powinien by¢ ustalony z prelegentem kilka tygodni przed spotkaniem.
W tym czasie nauczyciel monitoruje przygotowania referenta i stosownie do jego poziomu zaawansowania
matematycznego i samodzielno$ci mniej lub bardziej pomaga w przygotowaniach, stuzac swoja wiedza lub
podsuwajac odpowiednig lekture. Wyklad ucznia moze si¢ opiera¢ na konkretnym artykule lub moze by¢
opracowany samodzielnie. Prelegent powinien przygotowac konspekt wystapienia i oméwic z nauczycielem
zawarto$¢ i przebieg odczytu, kolejno$¢ poruszanych zagadnien i czas potrzebny na ich przedstawienie.
Powinien tez wynotowac potrzebne definicje, przygotowa¢ przyklady ilustrujace nowe pojecia i zadania po-

kazujace zastosowanie prezentowanych twierdzen.
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Samo spotkanie moze by¢ prowadzone w dowolnej formie. Referent powinien mie¢ swobode wypowie-
dzi, ale nauczyciel musi by¢ gotéw do pomocy i w razie potrzeby go poprawi¢ lub pokierowa¢ tak, by stu-
chacze odnie$li maksimum korzy$ci. Na posiedzenia seminarium mozna tez zaprasza¢ innych nauczycieli
w charakterze stuchaczy lub konsultantéw. Warto zadba¢, by atmosfera byla luzna, niestresujaca dla zadnej
ze stron, ale sprzyjajaca skupieniu. Mito jest, gdy uczestnicy przygotuja napoje lub drobny poczestunek.

Przebieg seminarium moze by¢ podobny do wykladu lub pokazu (multimedialnego) albo zblizony do
lekcji ¢wiczeniowej, podczas ktdrej uczniowie odpowiadaja na pytania, rozwigzuja zadania lub pracuja
w mniejszych grupach. Wazne jest, zeby wszyscy stuchacze mogli zadawa¢ pytania, wyraza¢ watpliwoéci,
prosi¢ o powtdrzenie niejasnego dla nich fragmentu rozumowania lub o wiecej przykladéw wyjasniajacych
definicj¢ i swobodnie prowadzi¢ dyskusje. Rola nauczyciela jest drugoplanowa, ale bardzo wazna. Powi-
nien umiejetnie sterowac przebiegiem spotkania, aby dostosowa¢ tempo do mozliwosci i potrzeb stuchaczy,
zwracaé uwage na istotne szczegdly lub pomija¢ mniej istotne szczegély techniczne, weryfikowaé stopien
zrozumienia tematu wsrod stuchaczy, a w razie potrzeby studzi¢ ich ozywienie i emocje.

Jednemu tematowi mozna w razie potrzeby poswieci¢ wiecej spotkan, ale to moze zniecheci¢ uczniow
niezainteresowanych danym zagadnieniem czy takich, ktorzy opuscili spotkania wczesniejsze lub si¢ na
nich zgubili.

Seminaria, jak miatem okazje si¢ przekonac, ciesza sie bardzo duzym zainteresowaniem uczniéw. Nie ma
tez kopotu ze znalezieniem chetnych prelegentow, uczniowie bardzo czesto sami proponujg tematy spotkan.
Charakter takich zaje¢ jest inny niz kotka matematycznego, sprawia wrazenie wyzszego poziomu wtajemnicze-
nia, nasladujacego powazne spotkania naukowe w gronie zainteresowanych zapalenicow. Nawet jesli w semina-
rium bierze udzial niewielka grupa, to korzysci moga by¢ tym wigksze, jako ze sila rzeczy wszyscy sa zmuszeni
do aktywnego udziatu. Przy okazji tego typu zaje¢ pozalekcyjnych uczniowie chetnie si¢ integruja i poznaja.
Atmosfera sprzyja naukowej dyskusji, przy czym tracg znaczenie roznice w wiedzy matematycznej, poniewaz
wiekszo$¢ seminariow dotyczy zagadnien raczej obcych ogétowi, a opanowanych tylko przez referenta.

Po jakims$ czasie wylania si¢ kilkuosobowa grupa szczegdlnie zapalonych bywalcéw seminarium, kto-
rzy czuja si¢ jego gospodarzami, i to oni poczuwajg si¢ do organizowania wszystkiego, zaréwno miejsca
i sprzetu (ustawienie fawek, rzutnik, poczestunek), jak i audytorium (zaproszenie kolegéw zainteresowa-
nych poszczegdlnymi zajeciami). W III LO seminaria uczniowskie maja wieloletnig tradycje. Goécity (jako
prelegentow lub stuchaczy) wielu pdzniejszych studentéw i doktorantéw matematyki, nierzadko naprawde
wybitnych. Zdarzalo sie, ze absolwenci chetnie wracali na szkolne seminaria, aby opowiedzie¢ mlodszym

kolegom o czyms, co ich wlasnie zafascynowato lub nad czym sami teraz pracuja.
Tematyka seminariow

Na zajeciach naszego szkolnego seminarium poruszane bylo wiele tematéw. Ponizej podaje przyklady
kilku zagadnien, gdyz dobrze ilustruja szeroki wachlarz zainteresowan uczestnikéw i réznice w stopniu ma-
tematycznego zaawansowania:

e kongruencje liczbowe

e paradoksy probabilistyczne

o wzdr Picka

e arytmetyka wyboréw parlamentarnych (temat zaproponowany i opracowany samodzielnie przez uczniéw)
¢ wielomiany Czebyszewa (praca wlasna ucznia)




Jak pracowa¢ z uczniem zdolnym? Poradnik nauczyciela matematyki

Wiele z nich mozna bytoby oméwi¢ na poziomie gimnazjalnym.

Na jednym z posiedzen swojg oryginalng prace pt. ,,Przychodzi Euler do Nagela” prezentowal uczen
III LO we Wroclawiu (obecnie doktorant w Instytucie Matematycznym UWr), Michal Marcinkowski. Pra-
ca ta zdobyla péiniej zloty medal w Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki organizowanym przez
miesiecznik ,,Delta” (2005) oraz II nagrode i nagrode dodatkowa w Konkursie Prac Miodych Naukowcéw
Unii Europejskiej (2006). Aby odda¢ tematyke, stopien trudno$ci pracy i poziom elementarnosci stosowa-
nych metod, przytocze tu - za zgoda autora — fragment tej pracy. Calo$¢ mozna znalezé w ,,Delcie” 2006,
nr 4 (383).

Przychodzi Euler do Nagela

Rozwazmy nastepujacg konstrukcje. Dla danego trdjkata ABC prowadzimy dwusieczne jego katow ze-
wnetrznych (ciemnozielone odcinki na rys. 1). Tworzg one tréjkat A B,C , ktérego kazdy wierzchotek jest $rod-
kiem pewnego okregu dopisanego do tréjkata ABC. Nowo powstale tréjkaty ABC, BCA i CAB, nazywamy
tréjkatami dopisanymi. Nietrudno zauwazy¢, ze tréjkaty dopisane sa parami podobne. Nastepnie wybieramy
wzgledem tréjkata ABC, pewien punkt P. Niech punkt P bedzie obrazem punktu P w podobienstwie prze-
ksztalcajacym trojkat ABC w trdjkat CAB,. Analogicznie wyznaczamy punkt P” w trzecim tréjkacie dopisa-
nym. Teraz przez punkty C i P prowadzimy szary odcinek. Odpowiadajacy mu jasnozielony odcinek wyzna-
czony jest przez punkt C i punkt przecigcia szarego odcinka z prosta AB lub jest rownolegly do AB, gdy szary
odcinek jest rownolegly do AB. Analogicznie konstruujemy dwa pozostale szare odcinki w dwéch pozostatych

trojkatach dopisanych oraz odpowiadajgce im odcinki jasnozielone.

Twierdzenie 1. Jasnozielone proste przecinaja si¢ w jednym punkcie.
Dowdd. Ograniczymy sie do przypadku, gdy wszystkie trzy szare odcinki przecinaja si¢ z odpowiednimi
bokami (lub ich przedluzeniami) wyjéciowego tréjkata. Zauwazmy, ze przerywany odcinek przechodza-

cy przez punkty B i P jest odpowiedni do szarego przechodzjcego przez B, i P’ (bo w omawianym wyzej
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podobienstwie punkt B przechodzi na B, a P na P’). Réwniez przerywany odcinek przechodzacy przez A i P
jest odpowiedni do szarego przechodzacego przez A i P”. W takim razie jasnozielone odcinki dzielg boki AB,
BC1i CA (lub ich przedluzenia) tak samo jak dwa przerywane i jeden szary odcinek dzielg boki tréjkata ABC
(lub ich przedtuzenia). Poniewaz te trzy odcinki w tréjkacie ABC, przecinaja si¢ w jednym punkcie, na mocy
twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy, jasnozielone tez przecinaja si¢ w jednym punkcie, ckd.

Widzimy, ze jezeli wzgledem pewnego tréjkata dopisanego (np. ABC) obierzemy punkt P, to P jed-
noznacznie wyznacza punkty P’ i P” odpowiadajace mu w pozostalych tréjkatach dopisanych. Ta trdjka
punktéw wyznacza z kolei punkt przeciecia jasnozielonych prostych. Mozna wigc powiedzie¢, ze powyzsza
konstrukcja jest przeksztatceniem punktu P w punkt wspolny tych prostych. Okazuje sie, Ze tak zdefiniowa-
ne przeksztalcenie ma wiele ciekawych wlasciwosci, ktérych opis byl glownym celem pracy konkursowe;.

Nietrudno na przyklad zauwazy¢, ze obrazem $rodka cigzkosci tréjkata ABC. jest $rodek cigzkosci
tréjkata ABC. Istnieje jednak wigcej szczegolnych punktow trojkgta ABC, ktorych obrazy sg szczegolnymi
punktami tréjkata ABC. Przedstawia to ponizsza tabela.

Punkt w tréjkacie ABC, Obraz w tréjkacie ABC
$rodek okregu opisanego (O) $rodek okregu wpisanego (I)
$rodek ciezkosci (G) $rodek ciezkosci (G')

punkt Eulera (E) punkt Spiekera (S)
ortocentrum (H) punkt Nagela (N)

Przypomnijmy, ze punkt Eulera to $rodek okregu 9 punktéw danego trdjkata. Dwa kolejne pojecia wy-
magaja dodatkowych wyjasnien. Punkt Nagela to punkt przeciecia odcinkdw laczacych wierzcholki tréjkata
z punktami stycznosci okregéw dopisanych do przeciwleglych bokéw tego trojkata, a punkt Spiekera to
$rodek okregu wpisanego w trojkat powstaly przez potaczenie srodkéw bokow tréjkata wyjsciowego.

Wazng cechg badanego przeksztalcenia jest tez jego afinicznoé¢ (dokladniej: przeksztalcenie jest powi-
nowactwem osiowym wyznaczonym przez wektor aé i prostag AB). Dodatkowo dowolnie wybrana prosta,
jej obraz i prosta AB spotykaja si¢ w jednym punkcie lub sg réwnolegle (wektor CTC> i 0§ AB s tutaj wyroz-

nione, poniewaz przeksztalcamy wzgledem trojkata ABCc).




4. Warsztaty olimpijskie

Jacek Dymel, Krakow

Istotnym elementem przygotowar uczniéw do startu w olimpiadzie
jest organizacja warsztatow matematycznych jako swoistego trenin-
gu kondycyjnego i szlifowania formy bezposrednio przed zawodami.
Podobne zajecia w formie wyjazdowej sq organizowane w wielu szko-
tach tradycyjnie ksztalcgcych olimpijczykéw z matematyki, na przy-
ktad w liceach XIV w Warszawie i we Wroctawiu. Taki charakter ma
tez ob6z OM w Zwardoniu odbywajqgcy sie przed zawodami miedzy-
narodowymi. W artykule opisuje warsztaty, w jakich przez kilka lat
uczestniczyli uczniowie II LO z Krakowa.

Czym sa warsztaty olimpijskie?

Jest to specyficzna forma pracy z uczniami uzdolnionymi. Warsztaty mogg si¢ odbywa¢ stacjonarnie
w szkole lub w wersji wyjazdowej, co jest bardziej korzystne ze wzgledu na pewne odizolowanie uczniéw od
innych spraw i mozliwo$¢ skupienia si¢ tylko na matematyce. Takie zajecia maja na celu intensywne przygo-
towanie do udzialu w Olimpiadzie Matematycznej.

Prawdziwe uczenie si¢ nie moze polega¢ tylko na pobieraniu informacji. Poprzez wystuchanie wykltadu
mozna przyswoic jaki$ fragment wiedzy, niekoniecznie umiejac si¢ nig postugiwaé w sytuacji problemowe;.
W ten sposdb nie udaje si¢ na ogdt éwiczy¢ twdrczego i logicznego myslenia. Warsztat faczy w sobie ele-
menty treningu umyslowego i zdobywania nowej wiedzy. Uczniowie poprzez aktywny udzial w zajeciach
warsztatowych maja okazje wymieniaé sie wlasnymi doswiadczeniami, jak réwniez korzysta¢ z wiedzy
i kompetencji 0s6b je prowadzacych. Przede wszystkim uczg si¢ praktycznych umiejetnosci potrzebnych do
rozwigzywania zadan, ktérych opanowanie sprawdzajg potem w formie konkursu.

Jak zorganizowac warsztaty?

Jak dlugo powinien trwa¢ taki ,,oboz kondycyjny”? Mozna zorganizowaé warsztaty 2-3-dniowe
(np. weekendowe) i wtedy moga si¢ odbywaé w szkole. Optymalne wydaja si¢ warsztaty 5-dniowe
w formie wyjazdowej. Mozna zorganizowa¢ nawet warsztaty 10-14-dniowe, jednak intensywno$é
przyswajania wiedzy bedzie malala wraz z uplywem czasu. Im krotsze warsztaty, tym zajecia moga by¢
bardziej intensywne. W przypadku warsztatéw diugich trzeba zajecia dozowa¢d ostroznie i pamietac
o dniach odpoczynku.

Jezeli warsztaty odbywaja sie w szkole, dobrze jest zapewni¢ komfort pracy z dala od zgietku szkolnego
korytarza. Dobrym terminem sg ferie czy weekendy, gdy w szkole nie odbywaja sie inne zajecia. W przy-
padku warsztatéw wyjazdowych, warto zadba¢ o miejsce z wygodnym noclegiem (pokoje 2-3-osobowe)
i co najmniej dwoma dobrze o$wietlonymi salami wykladowymi, z warunkami do pisania konkurséw

(wygodne stoliki i krzesta, a nie tawy, sofy i fotele). Sale wykladowe powinny by¢ wyposazone w tablice




(najlepiej duze). Jesli osrodek ich nie posiada, mozna wypozyczy¢ je z miejscowej szkoty lub nawet przy-
wiez¢ ze soba (dostepne sg teraz lekkie tablice przenoéne lub flipcharty, ktore maja tez te zalete, ze zawsze
dajg mozliwos¢ powrotu do wczeéniej zapisanych kart).

Jak czesto organizowaé warsztaty? To zalezy od mozliwosci czasowych nauczyciela. W ciggu roku
sensownie jest zorganizowac od jednego do trzech warsztatow. Pierwsze na poczatku roku, kiedy rozpo-
czyna si¢ I etap olimpiady. Na takie warsztaty powinni pojecha¢ gtéwnie uczniowie I klas, ktérych wiedza
matematyczna wyniesiona z gimnazjum nie zawsze umozliwia uporanie si¢ z zadaniami olimpijskimi
i nierzadko maja klopot nawet ze zrozumieniem ich tresci. Dzigki warsztatom maja szanse w krotkim
czasie opanowaé podstawowe pojecia i metody zwigzane z matematyka olimpijskg. Dla uczniéw klas star-
szych takie warsztaty s okazja do od$wiezenia wiedzy po wakacjach, a trwajacy I etap olimpiady dobrze
motywuje ich do pracy. Drugie warsztaty warto zorganizowaé przed zawodami II etapu, gdy wiadomo
juz, ktérzy uczniowie zostali do nich zakwalifikowani. Uczniowie ci sg szczegdlnie zmotywowani do pra-
cy, poniewaz to wlaénie ten etap decyduje o olimpijskim sukcesie, czyli o awansie do finalu OM. Przed
zawodami III etapu warto zrobi¢ krotkie, stacjonarne 2-3-dniowe warsztaty w formie 5-godzinnych
konkurséw. Ta forma pracy nie jest nastawiona gtéwnie na zdobywanie wiedzy, lecz na przygotowanie
»kondycyjne”. Zajeci sprawami szkolnymi i domowymi uczniowie rzadko majg okazje przez pie¢ godzin
zastanawiac si¢ nad rozwigzywaniem zadan. Po finatach OM zwykle motywacja uczniéw do pracy maleje,
tym bardziej ze pod koniec roku szkolnego nie odbywaja si¢ juz zadne konkursy. Jednak ten luzniej-
szy czas mozna wykorzysta¢ na warsztaty wyjazdowe, aby podtrzymac zainteresowanie rozwiazywaniem
zadan przed zblizajacymi si¢ wakacjami.

Na zajeciach wygodnie jest podzieli¢ uczestnikéw warsztatow na grupe poczatkujaca oraz tych, kto-
rzy poznali juz podstawy matematyki olimpijskiej a by¢ moze uda si¢ stworzy¢ takze nieduzg supergru-
pe ucznidw, ktérzy mieli juz znaczace osiagniecia olimpijskie i moga pracowaé na najwyzszym poziomie.
W jednej szkole na og6t trudno taka grupe zebra¢, dlatego najlepiej zorganizowaé warsztaty miedzyszkolne
lub do supergrupy zaprosi¢ kilku uczniéw z zaprzyjaznionych szkot. W warsztatach, ktdre wspétorganizo-
walem, brali takze udzial uczniowie z V LO w Bielsku-Bialej, I LO w Kroénie i I LO w Piotrkowie Trybunal-
skim. Duzg zaleta warsztatéw mig¢dzyszkolnych jest mozliwos¢ rozlozenia obowigzkéw organizacyjnych na
kilka os6b z réznych szkoét lub wzigcie na siebie obowiagzku organizacji calosci raz na kilka lat. Uczniowie
z kolei zyskujg mozliwo$¢ poznania kolegdéw i nauczycieli z innych o$rodkéw, podpatrywania ich stylu pracy
i prowadzenia z nimi rozméw o matematyce.

Bardzo istotne jest zapewnienie odpowiedniej opieki merytorycznej. Warto zaprosi¢ na warsztaty pra-
cownikéw naukowych lub nauczycieli z zaprzyjaznionych szkél. Powinny by¢ to jednak osoby doswiad-
czone w pracy z uzdolniona mlodzieza, z dobrym wyczuciem dydaktycznym. Zaplanowanie zaje¢ na zbyt
trudne tematy, bez wyczucia co jest dla ucznidéw zrozumiale, moze prowadzi¢ do ich zniechecenia. Bardzo
dobrym rozwigzaniem jest zaproszenie absolwentéw wlasnej szkoty, ktorzy byli olimpijczykami lub studiujg
matematyke. Z obserwacji przebiegu warsztatow w wielu szkotach wynika, ze absolwenci bardzo chetnie
podejmuja si¢ pomocy mtodszym kolegom ze wzgledu na sentyment, jaki maja do szkoty. Czgsto sami byli
uczestnikami takich warsztatow i wiedzg, jakie wyniesli z nich korzysci.

Na warsztatach zwyczajem jest, aby cze$¢ zajec dla kolegdéw przygotowywali sami uczniowie (podobnie jak
na opisanych we wczeéniejszym rozdziale seminariach uczniowskich). Kazdy uczestnik warsztatow otrzymuje
propozycje tematu do przygotowania. Uczniom dopiero rozpoczynajacym przygode z matematyka olimpijska
mozna da¢ konkretny artykut lub fragment rozdziatu ksigzki, aby po zapoznaniu si¢ z jego treécig, przekazali
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kolegom wtasnymi stowami wiedze tam zawartg. Bardziej zaawansowanym mozna zaproponowaé konkretne
zagadnienie i podsung¢ pomocne materialy. Kazdy omawiany temat warto zilustrowa¢ kilkoma zwigzanymi
z nim zadaniami olimpijskimi. Wyktad powinien trwa¢ od 45 do 90 minut. Zbyt krotki nie daje mozliwosci
glebszego zapoznania sie z tematem, a zbyt dlugi staje si¢ nuzacy dla stuchaczy.

Zalecamy, aby referujacy zapisali wczesniej caly tekst swojego wystapienia na przyklad w texu. Dzieki
temu poznajg edytor tekstu, ktorym postuguja sie¢ matematycy na catym $wiecie, poza tym da im to gwa-
rancje lepszego zaplanowania i przygotowania zajeé, a takze umozliwi stuchaczom dostep do notatek, zadan
i ich rozwigzan, gdyby czego$ podczas wykladu nie zrozumieli. Teksty wszystkich referatéw mozna zebra¢
w jedng broszure i zamie$ci¢ na stronie internetowej lub nawet wydaé w formie papierowej. Bedzie to do-
skonata pomoc dydaktyczna na przyszlos¢.

Codziennie podczas warsztatow powinien sie odby¢ indywidualny konkurs zadaniowy. Skoro ucznio-
wie beda uczestniczy¢ w zawodach olimpiady, przyzwyczajenie ich do samodzielnej, kilkugodzinnej pracy
pozwoli im lepiej si¢ do nich przygotowaé. Zadania konkursowe powinny nawigzywaé do tematyki zajec,
jakie odbyly sie juz na warsztatach. Wowczas uczen moze przekonac sie, ze wiedza i umiejetnosci nabyte
na wykladach przynosza wymierne efekty, a to zacheca do dalszej pracy w kolejnych dniach. Na zawodach
OM kazdego dnia uczestnicy rozwigzuja trzy zadania z réznych dziatéw matematyki, dlatego na konkursach
warsztatowych warto zachowa¢ podobna liczbe i strukture zadan. Po kazdym konkursie zadania musza by¢
na goraco omoéwione. Uczniowie, ktérzy danego zadania nie rozwigzali, dowiedza sig, jak mozna to bylo
zrobi¢, a inni beda mogli poprawi¢ usterki w swoich rozwigzaniach lub zaproponowa¢ pomysty lepsze, krot-
sze, bardziej eleganckie lub wymagajace calkiem innych metod. Konkretne zadania mogg tez by¢ oméwione
w szerszym kontekscie. Zadania konkursowe przygotowuja na ogol absolwenci i to oni prowadzg potem

omowienie konkursu.

Typowy dzien na naszych warsztatach wyglada tak:
® 8.00-9.00 - $niadanie
© 9.00-12.30 - zajecia
® 13.00-14.00 - obiad
® 14.00-15.00 - zajecia
e 15.30-18.30 - indywidualny konkurs zadaniowy
* 18.30-19.00 - kolacja
¢ 19.30-20.30 - oméwienie zadan konkursowych z danego dnia

Jeden dzien warsztatéw warto pos$wieci¢ na zorganizowanie meczu matematycznego. To lubiana przez
uczniéw forma rywalizacji, ale tez nauki. Zasady meczu zostaly juz opisane w tym poradniku. Mozna tez
wzorowac¢ sie na zasadach meczu z obozu naukowego Olimpiady Matematycznej w Zwardoniu, ktére ze
wzgledu na wyczynowy poziom uczestnikow réznig si¢ troche od zasad klasycznych. Na stronie www.
om.edu.pl znajdujg si¢ broszury z tych obozéw, w ktérych mozna znalez¢ regulamin meczu oraz zestawy
zadan. Uczniowie podzieleni na dwie grupy otrzymujg zestaw tych samych zadan i maja okolo szesciu
godzin na ich rozwigzanie i nauczenie wszystkich rozwigzan kazdego z czlonkéw grupy. Potem nastepuje
rozgrywka, w czasie ktdrej uczniowie z réznych grup na zmiane rozwigzuja zadania (przeciwnik wskazuje
numer zadania i osobe, ktéra ma je zrobi¢). Kazde wystapienie uczniéw przy tablicy jest oceniane przez

kadre warsztatow.
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Tematyka warsztatow

Tematyka wykladéw na warsztatach musi by¢ dostosowana do umiejetnoséci uczniéw. Dla ucznidéw
z grupy poczatkujacej (gléwnie z klas pierwszych) niezbedne jest wprowadzenie podstawowych pojec i me-
tod matematyki olimpijskiej. Do takich naleza:
¢ zasada indukcji matematycznej,
e zasada maksimum,
e zasada szufladkowa Dirichleta,
e metoda niezmiennikow,
¢ kongruengje,
¢ podstawowe pojecia kombinatoryki,
¢ rownania funkcyjne,
¢ réwnania diofantyczne,
¢ metody dowodzenia nieréwnoéci,
e przystawanie i podobienistwo trojkatow,
e czworokaty wpisane i opisane,
e izometrie plaszczyzny,
¢ jednokladnos¢.

Dla grupy zaawansowanej wprowadzamy wyklady, ktére wymagaja juz wiekszej wiedzy i umiejetnosci.
Oto przykladowe tematy zajec:
e inwersja na plaszczyZznie,
e nieréwno$¢ miedzy $rednimi,
e nieréwno$¢ Cauchyego-Schwarza,
e wielomiany i twierdzenie Bezouta,
o chinskie twierdzenie o resztach,
e pétniezmienniki,
e wielomiany symetryczne i wzory Viete’a,
o twierdzenie Pascala i wlasnosci elipsy,
o wlasnoéci przeksztalcen afinicznych,
o wlasnodci przeksztalcen rzutowych,
e male twierdzenie Fermata i twierdzenie Eulera,
e liczby zespolone w geometrii,
o $rodek mas w zadaniach geometrycznych,
e ciagi rekurencyjne,
o wlasnoséci geometryczne krzywych stozkowych,

o wlasnoéci iloczynu skalarnego i wektorowego.
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Na kolejnych warsztatach cze$¢ tematéw moze sie powtarzaé. Czesto okazuje sie, ze dopiero po kilku
powrotach do danego tematu uczniowie zaczynaja w pelni rozumie¢ zastosowania pokazywanej metody czy
twierdzenia.

Zamiast zakonczenia

Zachecajac nauczycieli do organizowania wyjazdowych warsztatow olimpijskich, warto jeszcze raz pod-
kresli¢ ich zalety. Tymi samymi argumentami nauczyciel moze si¢ postuzy¢, by potem zachecaé swoich
uczniéw do udziatu w warsztatach.
¢ Uczniowie mogg sie skupi¢ na matematyce, nie rozpraszaja ich inne zajecia.

o W krétkim czasie znaczaco podnosi sie poziom umiejetnosci uczniéw, nawet z grupy poczatkujace;j.
¢ Uczniowie majg okazj¢ do rozméw w gronie oséb zainteresowanych tym samym tematem, uczg si¢ wiele

od siebie nawzajem i nawigzujg bliskie przyjacielskie wigzi.




5. Uczniowskie prace badawcze z matematyki
Jacek Dymel, Krakow

W tym rozdziale chcemy omowic inny rodzaj pracy z uczniem zdol-
nym niz przygotowywanie go do olimpiad i konkurséw. Do pewnego
stopnia artykut ten ma uniwersalny charakter, a rady w nim zawarte
mozna zastosowac takze do innych niz matematyka dziedzin wiedzy
szkolnej. Mowa jest o uczniowskich pracach badawczych. Przedstawi-
my ich cel, opiszemy sposéb kierowania uczniem w czasie pracy, po-
damy przyktady tematow i Zrédla, skqgd mozna je czerpad, a na koniec

przedstawimy przyktad pracy badawczej ucznia.

Praca badawcza jako alternatywna propozycja dla uczniow zdolnych

Moéwigc o pracy z uczniem zdolnym, na ogét mamy na mysli dzialania pod katem olimpiady lub innych
konkurséw, a wiec zwigzane ze zdobywaniem wiedzy potrzebnej do uczenia si¢ rozwigzywania okreslonych
typow zadan. Uczymy wtedy rowniez, jak uczen powinien zapisa¢ swoje rozwigzanie, aby zawieralo wszyst-
kie istotne elementy i bylo pelng prezentacja toku rozumowania. Przy okazji uczymy tez, jak planowa¢ prace
w czasie pisania konkursu. I cho¢ konkursy sg niezbedne w procesie pracy z uczniem uzdolnionym matema-
tycznie, nie ksztalca wszystkich umiejetnosci niezbednych w pracy matematyka — w przypadku rozwiazy-
wania zadan konkursowych mamy bowiem do czynienia w pewnej mierze z my$leniem odtwdrczym. Uczen
na wstepie otrzymuje informacje, Ze problem na pewno jest rozwiagzywalny i to metodami dostepnymi dla
niego. To jest istotne ulatwienie, ale i ograniczenie aktywno$ci ucznia. Czesto prowadzi do wyksztalcenia
podejscia polegajacego na zgromadzeniu odpowiednio duzego zestawu algorytmow i efektywnego postugi-
wania sie nimi w rozwigzywaniu zadan. Uczen probuje wylawia¢ charakterystyczne metody czy twierdzenia,
po zastosowaniu ktorych wiele zadan da sie rozwigza¢ niemal automatycznie. Z drugiej strony zaséb wiedzy
do zgromadzenia jest ogromny, co zniechgca do udzialu w olimpiadzie wielu potencjalnie uzdolnionych
uczniow. Takim osobom warto zaproponowa¢ inny sposdb rozwijania swoich matematycznych uzdolnien,
mianowicie pisanie prac badawczych.

Dobrg prace badawczg moze napisaé wlasciwie kazdy uczen, ktéry wykazuje zainteresowanie mate-
matyka, takze ten, ktory nie odnosi sukceséw olimpijskich. Podczas zawodow liczy sie przede wszystkim
pomystowo$¢, umiejetnos¢ szybkiego kojarzenia faktéw, operatywna wiedza z wielu dzialéw matematyki,
tempo pracy, a takze duze doswiadczenie. Tymczasem przy pisaniu pracy badawczej znacznie mniej liczy
sie posiadany zasob wszechstronnych wiadomosci (zawsze mozna go w razie potrzeby uzupelnic¢) oraz szyb-
kos¢ pracy, a bardziej — cierpliwos¢, dociekliwo$¢, skrupulatnos$é i upér w dazeniu do celu. Wielu uczniow,
ktorzy nie odnosza sukcesow olimpijskich, gdyz nie potrafig wpada¢ na wlasciwe pomysty w krétkim czasie
zawoddw, pisze efektowne prace badawcze.

Do napisania pracy z matematyki trzeba ucznia odpowiednio zacheci¢, gdyz dla wiekszosci jest to zu-
pelnie nowa forma, z ktéra po raz pierwszy spotykaja sie dopiero na studiach podczas pisania pracy li-
cencjackiej lub magisterskiej. Na lekcjach, egzaminach i konkursach wymaga si¢ od uczniéw wylacznie




Jak pracowac z uczniem zdolnym? Poradnik nauczyciela matematyki

umiejetnosci rozwigzywania zadan, zatem nie maja na ogdt okazji do samodzielnego badania i opisywania

interesujacych ich zagadnien, stawiania wlasnych hipotez oraz préb ich weryfikacji.
Jak organizowac i wspomagac samodzielng prace ucznia

Podczas pisania pracy badawczej przez ucznia wazne sg nastgpujace etapy:

e dobor tematu pracy,

e zebranie wiadomosci, artykuléw, ksigzek i innych materiatow,
e postawienie hipotezy, ktéra ma szanse weryfikacji,

o weryfikacja hipotezy,

e zapisanie wynikow,

e przygotowanie prezentacji wynikow.

Na kazdym z tych etapéw bardzo wazna role odgrywa opiekun pracy. Moze nim by¢ nauczyciel szkolny
lub pracownik akademicki. Wazne, by mial doswiadczenie w proponowaniu interesujacych zagadnien, ktore
beda prowadzily do ciekawych wynikéw. Mogloby sie bowiem zdarzy¢, ze chybiony problem po glebszej
analizie okaze sie nieciekawy, trywialny albo za trudny (lub wrecz niemozliwy do rozstrzygniecia) i praca
ucznia nie przyniesie rezultatow.

Dlatego niezwykle istotnym i trudnym momentem jest wybor tematu pracy. Wazne jest, aby byt on
zgodny z zainteresowaniami i predyspozycjami ucznia oraz dotyczyl zagadnien, w ktorych czuje si¢ on do-
brze. Zadanie badawcze nie moze by¢ zbyt obszerne, aby uczen nie pogubit si¢ w mnogoéci mozliwych do
analizy watkow. Z kolei zbyt waski zakres tematyczny moze spowodowaé zniechecenie, gdy nie uda sie
uzyska¢ w miare szybko istotnego postepu w badaniach.

Gdzie szuka¢ tematéw do pracy? Paradoksalnie bardzo dobrym zrédlem pomystéw s3 zadania
olimpijskie. Zmiana zalozen, uszczegotowienie lub uogélnienie tezy moze uwidocznié¢ bardzo ciekawe
problemy. Mozna tez wyj$¢ od powszechnie znanego twierdzenia i przenie$¢ je na nowa klase obiek-
tow lub w inny wymiar. Warto przegladaé czasopisma popularnonaukowe takie jak ,Delta’, ,Magazyn
Mito$nikéw Matematyki” czy pozycje przeznaczone dla nauczycieli, jak na przyklad ,,Matematyka” czy
»Nauczyciele i Matematyka” lub ,,Matematyka Spoteczenstwo Nauczanie”. Artykuly w nich zawarte moga
by¢ $wietng inspiracja, a czesto zawierajg wrecz propozycje gotowych probleméw. Oczywiscie na pomyst
tematu mozna tez wpasé, czytajac ksiazki popularnonaukowe lub przegladajac portale internetowe po-
$wiecone matematyce.

Uczen powinien rozpocza¢ swoja prace od zapoznania si¢ z materialami (publikowanymi w prasie po-
pularnej, fachowej, podrecznikach lub w internecie), w ktorych sa opisane gléwne pojecia i metody umoz-
liwiajace badanie tematu. Ich analiza spowoduje zapoznanie si¢ ze stanem wcze$niejszej wiedzy na zadany
temat i wyrobienie sobie intuicji, co ciekawego pozostalo jeszcze do zbadania. Dzieki temu uczen nie bedzie
wywazal otwartych drzwi, dowodzac fakty, ktdre sa powszechnie znane. Na tym etapie przydatna moze by¢
tez konsultacja z pracownikiem wyzszej uczelni.

Kolejnym etapem jest postawienie problemu. Musi by¢ sformulowany precyzyjnie i dawa¢ szanse roz-
wigzania. Do postawienia dobrej hipotezy przyda si¢ nabyta wcze$niej intuicja i ,,otrzaskanie” w temacie.
Moze si¢ zdarzy¢, ze uczen udowodni znany fakt, ale w inny sposob niz w Zrédtach, znajdzie dowdd prost-
szy lub bardziej elementarny - to jest bardzo warto$ciowy wynik pracy badawczej. Nawet gdy uczniowi nie

uda si¢ uzyska¢ catkowitego rozwiazania, cenne i ciekawe mogg si¢ okaza¢ wyniki czastkowe, konstrukcje
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przykladéw lub kontrprzykladéw do zakladanych tez (moze si¢ wszak zdarzy¢, ze postawiona przez ucznia
hipoteza nie bedzie prawdziwa), twierdzenia udowodnione przy wzmocnionych lub ostabionych zaloze-
niach itp.

Najdluzszym etapem jest oczywiscie prowadzenie badan nad postawiong hipoteza. Wymaga to duzej cier-
pliwosci, gdyz czesto moga sie pojawi¢ falszywe tropy albo konieczne moze sie okaza¢ zapoznanie z dodat-
kowymi metodami i pojeciami. Tutaj szczegolnie potrzebna jest pomoc nauczyciela, aby uczniem umiejetnie
pokierowal, podpowiedziat dobrze rokujace kierunki badan, zawrdcit ze $ciezki, ktéra ewidentnie wiedzie na
manowce, zachecit do poglebiania lub poszerzania badan i ocenit warto$¢ uzyskanych wynikéw.

Jesli uczen wraz z opiekunem uznajg otrzymane rezultaty za satysfakcjonujace, nadchodzi czas na za-
pisanie pracy. Powinno to by¢ zrobione w sposdb przejrzysty, zwiezly i w miare prosty. We wstepie nalezy
krétko opisa¢, o czym jest praca, co ja zainspirowalo i jakie sa jej gléwne wyniki. Nastepnie nalezy podaé
wiedze teoretyczng niezbedng do zrozumienia problemu i jego rozwiazania, a potem zaprezentowac opis
przeprowadzonych badan i wlasne wyniki. Nalezy tez podaé pelng informacj¢ o Zrédtach, z ktdérych korzy-
stal autor.

Co zrobi¢ z gotowa praca?

Gdzie uczen moze pochwali¢ si¢ swoimi badaniami? Najstarszym (w roku 2011 odbyla si¢ XXXIII edy-
cja) i najbardziej prestizowym miejscem jest Konkurs Prac Uczniowskich z Matematyki organizowany przez
miesiecznik popularnonaukowy ,Delta”. Wyslane tam prace musza zawiera¢ samodzielny wklad ucznia,
prace czysto kompilacyjne nie s3 dopuszczane do finatu.

Co roku w jednym z numeréw ,,Delty” publikowany jest skrét pracy uczniowskiej nagrodzonej ztotym
medalem w roku poprzednim. Skréty innych nagrodzonych prac pojawiajg si¢ w tym samym numerze lub
w kolejnych. Warto, aby przejrzeli je uczniowie oraz nauczyciele opiekujacy sie pracami uczniowskimi po
raz pierwszy. Artykuly te sg dostepne online pod adresem www.mimuw.edu.pl/delta, zakltadka Numery ar-
chiwalne.

Oto kilka tematéw prac nagrodzonych w konkursie ,,Delty”:
¢ Waga szalkowa i uogdlniony problem falszywej monety
e O istnieniu funkgji cigglej przyjmujacej kazda warto$¢ z gory zadang ilos¢ razy
e O rozrzedzeniach zbioru liczb naturalnych i szeregach P-harmonicznych
¢ Problem komiwojazera
* Wielowymiarowe muzeum i jego straznicy
¢ O porzadkowaniu zaleznoéci wektoréw losowych zwigzanym z pewng klasa funkcji
e O ukrytej podzielnosci wielomiandw

Dwa kolejne konkursy prac uczniowskich to Ogoélnopolski Sejmik Matematykéw organizowany przez
Pracowni¢ Matematyki i Informatyki Palacu Mlodziezy w Katowicach (www.spinor.stolorz.pl/) oraz Kon-
kurs Prac Matematycznych organizowany przez Krakowskie Mlodziezowe Towarzystwo Przyjaciét Nauk
i Sztuk (www.towarzystwo.edu.pl). Na stronach tych konkurséw mozna znalez¢ proponowana tematyke
oraz przyktadowe prace.

Przy wsparciu nauczyciela mozna si¢ pokusi¢ o publikacje pracy uczniowskiej w jakims$ czasopi$mie
lub na portalu internetowym, a czasem udaje si¢ znalez¢ wydawce, gotowego zainwestowaé w edycje w for-
mie ksigzkowej. Przykladem jest Wydawnictwo Szkolne ,,Omega” z Krakowa, ktére w 1999 roku wydato
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»Koktajl matematyczny” bedacy zbiorem prac uczniowskich, a w 2008 roku ,,Kolorowe kwadraty” Marcina
Pitery, opracowane na bazie jego dwdch prac nagrodzonych w Konkursie Prac Uczniowskich z Matematyki.
Jednym z redaktoréw ,,Koktajlu” i jego spiritus movens byl prof. dr hab. Tomasz Szemberg z Uniwersytetu
Pedagogicznego w Krakowie. W stowie wstepnym napisat tak:

»Iworzenie prac uczniowskich widziatem jako alternatywe dla Olimpiady Matematycznej, udziatem
w ktorej trudno zainteresowa¢ cala klase, a co za tym idzie, trudno rozwigzywac zadania olimpijskie na
lekcjach. Nie majac do dyspozycji ksiazki takiej jak ta, musialem ucznidéw zacheci¢ (czasem zmusié), aby
siegneli po ksigzki napisane przez matematykéw. Szybko okazalo sig, ze czytanie, a tym bardziej pisanie
matematyki jest zajeciem wymagajacym skupienia i cierpliwoéci, ale lezy to w zakresie kazdego! Wystarczy
przelama¢ pewna bariere psychologiczna. [...] Po co pisa¢ matematyke? Aby nauczy¢ sie formulowac i ana-
lizowa¢ problemy oraz przedstawia¢ w sposéb czytelny ich rozwigzania. Rozwigzanie zadania matematycz-
nego i jego zapis to dwie do$¢ odlegte sprawy. Ta umiejetnos¢ przyda sie kazdemu, nie tylko matematykowi.
A ci, ktorzy zostang matematykami, dowiedzg si¢ w ten sposdb, na czym bedzie polegala ich przyszla praca.
Szkota é§rednia wytrwale bowiem ksztaltuje falszywe przekonanie, Ze matematyka to rozwigzywanie tricko-

wych zadan typu olimpijskiego”
Zamiast zakonczenia

Jakie sg zalety pisania przez ucznidéw prac badawczych? Samodzielne pisanie pracy zmusza do okreslenia
wlasnych zainteresowan oraz do podjecia intelektualnych poszukiwan, czytania literatury, doglebnego po-
znania jakiego$ tematu i opowiedzenia go wlasnymi stowami, ksztattuje jezyk matematyczny, uczy precyzji
wypowiedzi oraz poprawnego zapisu, czyli pozwala nauczy¢ si¢ pisa¢ o matematyce. Ale przede wszystkim

daje szans¢ na poznanie warsztatu pracy matematyka i jest znakomitym przygotowaniem do takiej pracy.

Na koniec chcialbym zaprezentowa¢ prace mojej uczennicy Anny Dymek, pt. ,,Sangaku - japonskie
inspiracje”. Zdobyla ona nagrode I stopnia w krakowskim Konkursie Prac Matematycznych oraz srebrny
medal w Konkursie Prac Uczniowskich z Matematyki miesiecznika ,,Delta” w roku 2011. Na potrzeby na-
szego poradnika Anna opisala tez, jak powstawala jej praca. Mysle, ze taka relacja ,,z pierwszej linii matema-

tycznego frontu” okaze sie pomocna dla wielu uczniéw i nauczycieli.
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Praca pt. ,Sangaku — japonskie inspiracje” jest moja druga praca badawcza z matematyki.
Punktem wyjscia bylo twierdzenie Caseya, o ktérym przeczytalam w ksiazeczce Stowarzysze-
nia na rzecz Edukacji Matematycznej ,,Matematyka: poszukuje — odkrywam”, w artykule pani
Joanny Zakrzewskiej. Zaciekawiona tym twierdzeniem postanowitlam sprawdzi¢, czy miato ono
jak do tej pory zastosowanie w olimpiadach matematycznych, szukalam w internecie zadan z
nim zwiazanych. Poniewaz twierdzenie to jest pewnym uogélnieniem twierdzenia Ptoleme- usza
(okreslenie to jest nawet zawarte w tytule artykutu), wiec poszukiwania prowadzitam takze w
tym kierunku. Byla to pierwsza $ciezka, ktéra podazylam. Druga okazal sie szeroki, ale ma-
lo znany temat japonskich tabliczek wotywnych z zadaniami z geometrii euklidesowej, czyli
wladnie Sangaku. Jak sie okazalo, twierdzenie Caseya zostalo sformulowane wtasnie w oparciu
o0 jedno z tych zadan. Temat ten okazal si¢ na tyle ciekawy, iz stal si¢ druga Sciezka moich badan.

W pracy badawczej staram sie nie ogranicza¢ do jednego tematu. Szukam uogdlnien i skoja-
rzen, a nastepnie prowadze badania w tych kierunkach, czasem bezowocne, jednak pozwalajace
dotrze¢ do tak egzotycznego zagadnienia, jak Sangaku. Stad moja praca nie ma jednolitego
charakteru, stanowi raczej rodzaj eseju na temat tego, do czego ciekawego dotartam w matema-
tyce. Nagrody, ktére uzyskuja moje prace, sa dla mnie doskonala motywacja do prowadzenia
dalszych badan na inne tematy.

Anna Dymek
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Sangaku - japonskie inspiracje

Anna Dymek

Opiekun naukowy
dr Jacek Dymel

Wstep

Sangaku lub San Gaku to japonskie zagadki matematyczne z geometrii euklidesowej malo-
wane na drewnianych tabliczkach i umieszczane w sanktuariach Shinto oraz $wiatyniach bud-
dyjskich jako ofiary dla bogéw lub wyzwanie dla wiernych w okresie od XVII do XIX wieku.
Wiele z nich zostalo zniszczonych w pézniejszym czasie, zas co do niektérych do dzis nie wia-
domo, co wlasciwie trzeba w nich wykaza¢. W ponizszej pracy skupie sie gléwnie na tych, z
ktérych moga plynaé ciekawe zastosowania twierdzen dotyczacych okregdw.

e |

Rys. 1

| S

W powyzszych przypadkach nalezy wyznaczy¢ stosunek diugoéci pogrubionych odcinkéw.

Rys. 2

Te z kolei przyklady Sangaku zawieraja ciekawe konfiguracje okregdéw, na ktérych sie skupie.
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Kilka ciekawszych przyktadow

Japonskie twierdzenie o wielokacie wpisanym w okrag jest jednym z najpopularniej-
szych twierdzen powstalych na podstawie sangaku. Jego tresé¢ brzmi:

Podzielmy dowolny wielokat wypukly wpisany w okrgg na tréjkqty za pomocq przekgtnych,
ktore si¢ nie przecinajg. Wpiszmy w kazdy otrzymany trojkat okrgg. Suma promieni otrzymanych
okregow jest stala i nie zalezy od podzialu wielokgta na trojkaty.

cages]

Idea dowodu zawartego w [1] jest twierdzenie Carnota, ktére pozwoli zapisaé¢ promienie
tychze okregéw tylko w zaleznosci od odleglosci wierzchotkdéw wielokata i promienia duzego
okregu.

Japonskie twierdzenie o czworokacie wpisanym w okrag pojawilo si¢ na Asian Pacific
Mathematics Olympiad w 1996 r. i jego dowdd opiera sie wylacznie na rachunku katéw.

Czworokgt ABCD jest wpisany w okrag. Srodki okregéw M, N, P, Q wpisanych odpowiednio
w trojkety DAB, ABC, BCD, CDA tworzq prostokgt.

Od sangaku do twierdzenia Caseya

Pochodzace z 1874 roku z japonskiej prefektury Gunma sangaku przedstawia pigé okregéw
wewnatrz kwadratu, przy czym jeden z nich nie ma wspdlnych punktéw z kwadratem, zas
pozostale cztery sa styczne do niego i do dwdch réznych bokéw kwadratu kazdy. Na jej podstawie
Johnson sformutowal w 1929 roku nast¢pujace zadanie:

Wewngtrz kwadratu o boku a znajduje si¢ okrgg w; figury te nie majg wspolnych punktow.
Cztery okregi wy, wa, wz, wy 0 T6Znych promieniach sq styczne do okrequ w oraz kazdy z nich
jest styczny do dwdch bokow kwadratu. Wyznacz
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e promienie okregow wi, wa, ws, wy w zalezZnosci od boku kwadratu, poloZenia Srodka
okregu w i jego promienia,
e dlugo$c¢ boku kwadratu w zaleznosci od promieni okregow wy, we, w3, wy,
przy zalozeniu, ze lewy dolny rdg kwadratu lezy w punkcie (0,0), prawy gérny w punkcie
(a,a), natomiast $rodek okregu w w punkcie (z,y).

wl,w3)

L]
J Rys. 5

Do rozwiazania pierwszego z zadan wystarczy twierdzenie Pitagorasa:

(a—rs—2)2+ (y—ra)> = (r+r4)%
(0= ri= 2l o= - = )R
(@ —73)* + (y—r3)* = (r+r3)*,
(= o) (a = ra =) = (1 )

Rozwiazanie powyzszego ukladu réwnan kwadratowych pozwala wyznaczyé¢ wszystkie cztery
promienie, co nalezalo zrobié.

Okazuje sig, ze drugie z tych zadan rozwiaza¢ mozna przy uzyciu twierdzenia Caseya.

Twierdzenie Caseya. Jesli okregi wa, wp, we, wp ¢ styczne do okregu w w punktach A,
B, C i D (wszystkie wewnetrznie lub wszystkie zewnetrznie) oraz czworokqt ABC'D wpisany w
okrgg w jest wypukly, to spelniona jest rownos$é:

d(wA,wc) ~d(wB,wD) = d(wA,wB) . d(wc,wD) + d(wg,wc) . d(wA,wD).

—

o

W szczegdlnosci dowolna liczba okregéw stycznych do w moze byé zdegenerowana do punktu,
ktory traktujemy jako styczny do okregu w w tym wlasnie punkcie.

D o w 6 d. Dowdd tego twierdzenia zawarty w [2] opiera si¢ na wykazaniu (za
pomoca twierdzen sinuséw i kosinuséw), ze dla dowolnych X,Y € {A, B,C, D}
bedacych punktami stycznosci okregéw wa, wp, we lub wp o promieniach odpo-
wiednio 74, g, Tc, rp do okregu w o promieniu R zachodzi
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SRR =),

a nastepnie zapisaniu z twierdzenia Ptolemeusza dla czworokata ABC D réw-
nosci AC - BD = AB - CD + BC - AD, ktéra po pomnozeniu stronami przez
ﬁ\/(R —r1)(R —r9)(R —r3)(R —r4) da nam tezg twierdzenia Caseya.

d(wx, wy) =

Moge teraz powrocié¢ do rozwiazania sangaku z piecioma okregami.
Korzystajac z twierdzenia Caseya, wyznaczmy odleglosci styczne pomiedzy
okregami wy, wsy, ws, wy. Kilka z nich jest tatwo widocznych:

pozostale dwie za§ mozemy tatwo wyznaczy¢, korzystajac dwukrotnie z twier-
dzenia Pitagorasa:

0102 =2-(a—r—r3)® i 00,°=2(a—ry—14)°
d(wi,w3)? = 2(a—r1—73)" = (r3—=11)* 1 d(ws,ws)® = 2(a—ry—r4)* —(ry—14)",

czyli

d(wy,w3) = \/2 a—r1 —713)2 = (r5 —r1)?

oraz

d(wa, wy) = \/2 (a—1ryg—14)%— (rg —14)%
Poniewaz okregi wy, ws, ws, wy sa styczne zewnetrznie do okregu w, wiec z
twierdzenia Caseya

(a—r —r)(a—rs—ry)+(a—rog—r3)(a—r; —ry) =

:\/2-((177”177”3)27(7“377“1)2-\/2-(a7r27r4)27(r27r4)2,

co pozwala wyprowadzi¢ wzor

2(rir3 — rors) + \/2(7'1 —ro)(r1 — r4)(rg — 1ro)(r3 — 14)
a = )
ry —Te + T3 — Ty

czyli otrzymalismy zalezno$¢ pomiedzy bokiem kwadratu a promieniami okre-
gOW w1, wo, w3, Wy, jak nalezato.

Inna droga od twierdzenia Caseya

W dowodzie twierdzenia Caseya zostalo uzyte twierdzenie Ptolemeusza. Latwo
zauwazy¢, ze jest ono w istocie szczegblnym przypadkiem twierdzenia Caseya, gdy
wszystkie cztery okregi sg zredukowane do punktéw. Poniewaz jednak opieramy
na nim dowdd, przydatne moze by przytoczenie tresci twierdzenia Ptolemeusza
jak rowniez nazwanych jego nazwiskiem nieréwnosci.
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Twierdzenie Ptolemeusza. W dowolnym czworokgcie wypukiym ABCD réw-
no$¢ AB-CD+ BC-AD = AC - BD zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy czworokgt
ABCD jest wpisany w okrqg.

Nieré6wno$é Ptolemeusza. W dowolnym czworokgcie ABCD zachodzi nie-
rownos¢ AB-CD + BC - AD > AC - BD.

Majac dana te nierownos¢, wezmy punkt D ,do reki” i zegnijmy czworokat
ABCD wzdtuz przekatnej AC. Poniewaz zagieliSmy przekatna f, wiec z nier6w-
nosci trojkata D'B = f' < f.

C oe—_ D
»
-7

-

g Rys. 7
Z tego ptynie prosty wniosek, ze

a-c+b-d>e-f>e-f,
co przenosi nieréwnosé Ptolemeusza w trzeci wymiar.

Nieré6wnoéé Ptolemeusza w przestrzeni. W dowolnym czworoScianie su-
ma iloczyndow dlugosci dwdch dowolnych krawedzi podstawy przez dlugosci kra-
wedzi lezgeych naprzeciw nich jest wieksza niz iloczyn diugosci trzeciej krawedzi
podstawy przez dlugosé krawedzi lezgcej naprzeciwko niej.

Skoro twierdzenie mozna uogdélnié na okregi, to moze nie-
rownos¢ takze?

Twierdzenie Ptolemeusza jest szczegdlnym przypadkiem Twierdzenia Caseya,
co pozwala postawi¢ hipoteze, iz nieréwnos$¢ Ptolemeusza moze takze mie¢ swoj
odpowiednik dla okregéw. Taka ,hipotetyczna nierownosé Caseya” moglaby wy-
gladaé tak:

d(UJA,CUC) ) d(vawD) < d(CL)A7CUB) : d(w07wD) + d(UJB,U.)C) : d(UJA,WD)
lub tak:
d(wa,we) - dwp, wp) = d(wa,ws) - d(we,wp) + d(wp,we) - d(wa, wp),

Dla obu takich nieréwnosci znalaztam w trakcie moich bada¢ kontrprzyktady.
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kontrprzyktad dla nieréwnosci L < P | kontrprzyktad dla nieréwnosci L > P

O d O

Trzy okregi o promieniu 2, Dwa okregi o promieniu 1,
jeden o promieniu 3; srodki styczne nawzajem;
okregéw tworza deltoid o obu dwa okregi o promieniu 2,
przekatnych dtugosci 8, z ktorych w odlegltosci 6 od punktu stycznosci
jedna jest podzielona w i; okrag malych okregbéw; linie
o promieniu 3 ma srodek taczace srodki okregéow o tym samym
w najbardziej oddalonym promieniu s prostopadte.

wierzchotku deltoidu.

Powyzsze przyklady przecza istnieniu uniwersalnej nieréwnosci Caseya. W
trakcie pracy nie udato mi sie takze okresli¢ bardziej specyficznych warunkéw,
dla ktérych nierowno$é taka miataby zachodzi¢ zawsze w jedna strone.

Podczas badan szukatam tez sposobéw na przeniesienie twierdzenia Caseya
(lub pewnej nieréwnosci) w przestrzei, jednakze nie udato mi si¢ dojsé do zadnych
efektéw, ktore bytyby analogiczne do tych na plaszezyznie. Glowng trudnoscia
sg tu odmienne wtasnosci stycznych niewspotptaszczyznowych w stosunku do
wspotplaszezyznowych, ktére moga wymagaé uzycia bardziej skomplikowanych
narzedzi matematycznych. Niemniej temat ten wciaz pozostaje polem do dalszych
badan naukowych.
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6. Biblioteczka olimpijczyka

Jacek Dymel, Krakow

W pracy z uczniem uzdolnionym matematycznie bardzo wazny
jest dobor materiatéw dydaktycznych odpowiednich do poziomu
rozwoju ucznia. Ksigzki, czasopisma i portale tematyczne sg w tym
zakresie nieoceniong pomocq zaréwno dla ucznia, jak i nauczycie-
la. W artykule przedstawiam materialy, z ktérych sam czesto ko-
rzystam w pracy z uczniami uzdolnionymi matematycznie (z po-
dzialem na poszczegdlne etapy edukacyjne). Czesé z nich powinna
stanowic pozycje obowigzkowg w biblioteczce kazdego olimpijczyka
i jego nauczyciela.

Nauczyciel olimpijczyka powinien by¢ moderatorem podsuwajacym uczniowi lektury odpowiednie do
jego wieku, wiedzy i zainteresowan. Samodzielne czytanie przez ucznia ksigzek o tematyce olimpijskiej jest
bardzo wazne dla jego rozwoju.

Lektury obowigzkowe

Ksigzki dla olimpijczykéw mozna podzieli¢ na trzy kategorie:

® pozycje prezentujace konkretne metody rozwiazywania zadan,
e zbiory zadan ulozonych tematycznie,
e zbiory zawierajace zestawy zadan z réznych konkurséw i olimpiad polskich i zagranicznych.

W wigkszo$ci zbioréw zadania o podwyzszonym stopniu trudnoéci podawane sg z pelnymi rozwigza-
niami.

Uczen rozpoczynajacy przygode z olimpiada w pierwszej kolejnosci powinien si¢ zapozna¢ z jezykiem
zadan olimpijskich i podstawowymi metodami ich rozwigzywania. Dla ucznia ambitnego, ale nieprzygo-
towanego, hermetycznos$¢ zadan olimpijskich bywa duzym zaskoczeniem, mogacym powodowac znieche-
cenie. Pojecia wystepujace w zadaniach olimpijskich nie wykraczaja poza zagadnienia z programoéw szkol-
nych, specyficzny i odmienny od szkolnego jest jednak jezyk, w jakim sa formulowane tresci zadan, inne sg
tez metody i techniki ich rozwigzywania, ktdre na 0gét nie sa omawiane w szkole.

Dlatego pierwszym krokiem jest zapoznanie si¢ z materiatami, w ktorych s opisane konkretne meto-
dy rozwigzywania zadan olimpijskich. Drugim krokiem moze by¢ systematyczna praca z zadaniami ulo-
zonymi tematycznie (np. zadania z teorii liczb, kombinatoryki, planimetrii), ale bez przyporzadkowanej
im metody postepowania. Konicows fazg jest korzystanie ze zbioréw zadan z réznych konkurséw i olim-
piad. Gdy uczenn ma wyrobiony pewien aparat matematyczny i potrafi w rozwigzaniu zadania dostrzec
znane motywy, rozwigzanie juz nie wydaje mu si¢ sztuczne, a pomysty w nim zawarte - niezrozumiate

i,wyjete z kapelusza’.
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Powyzej przedstawitem dosy¢ typowa droge pracy olimpijczyka z literaturg fachows. Trzeba jednak pa-
mietaé, ze sg uczniowie o szczegdlnie wybitnych uzdolnieniach, ktérzy moga podaza¢ odmienng $ciezka.
Bardzo duzo zalezy tu od wyczucia nauczyciela pracujacego z uczniem.

A jak pracowac¢ z konkretna ksigzka? Warto, by uczen przeczytal metode opisang przez autora i spro-
bowat rozwigzywaé przypisane do niej zadania. Poczatkowo moze tylko czytaé i dokladnie analizowaé
rozwigzania, a po glebszym zrozumieniu metody i nabraniu do$wiadczenia moze probowaé samodziel-
nie rozwigzywaé zadania skojarzone z poznang metoda. Oczywiscie jesli uczen wpadnie na pomyst
rozwigzania zadania samodzielnie, to sposob ten zapadnie mu na dluzej w pamieé. Nie nalezy jednak
zmuszaé ucznia do w pelni samodzielnego rozwigzania zadania, jezeli zbyt dtugo mu si¢ to nie udaje.
Rodzi to frustracje i zniechecenie. Lepiej aby uczen przeczytal i przeanalizowal w tym czasie rozwiazanie
autorskie. Bardzo czgsto rozwigzania zadan olimpijskich sg oparte na specyficznych pomystach i wymy-
$lanie ich za kazdym razem moze by¢ trudne. Dlatego warto czytac rozwigzania, aby zapamigtywac takie
olimpijskie tricki.

W ponizszym zestawieniu materialy zostaly podzielone wedlug poziomu edukacyjnego uczniéw, do
ktorych sg adresowane. Podzial ten jest umowny i zalezy od faktycznej wiedzy i umiejetnoéci ucznia. Mate-
rialy wymienione w cz¢éci dla szkét ponadgimnazjalnych sg trudniejsze, a zawarta w nich wiedza nie przyda
sie bezposrednio do zadan z OMG.

Materialy dla szkol podstawowych

Na poziomie szkol podstawowych nie ma olimpiad ani konkurséw o podobnym stopniu trudnosci,
wymagajacych prowadzenia dedukcyjnych rozumowan. Mozna jednak poleci¢ kilka pozycji, ktore rozwijaja
takie umiejetno$ci i moga wprowadzi¢ ucznia szkoly podstawowej w §wiat olimpiad.

e Z. Bobinski, P. Nodzynski, M. Uscki, Koto matematyczne w szkole podstawowej, Aksjomat, Torun, 2008.

e H. Pawlowski, Na olimpijskim szlaku, Tutor, Torun, 2006.

o H. Pawlowski, W. Tomalczyk, Z. Glowacki, Odlotowa matematyka, Tutor, Torun, 2010.

o H. Pawlowski, Olimpiady i konkursy matematyczne dla uczniow szkot podstawowych i gimnazjéw, Tutor,
Torun, 2006.

¢ ]. Bednarczuk, J. Bednarczuk, Matematyczne gwiazdki: zbior zada# dla uczniow zainteresowanych matema-
tykg klas 4-6 szkoly podstawowej, Nowa Era, Warszawa, 2007.

o 7. Bobinski, P. Jarek, A. Swiqtek, M. Uscki, Miniatury matematyczne 3. O liczbach i rownaniach, Aksjomat,
Torun, 1998.

e Z. Bobinski, P. Nodzynski, M. Uscki, Miniatury matematyczne 9. Uczmy sie mysle¢ nieszablonowo, Aksjo-
mat, Torun, 2003.

o P. Jarek, L. Kourliandtchik, M. Uscki, Miniatury matematyczne 5, Aksjomat, Torun, 2001.

e 7. Bobinski, P. Jarek, P. Jedrzejewicz, M. Mentzen, P. Nodzynski, A. Sendlewski, A. Swigtek, M. Uscki,
Miniatury matematyczne 33. Zadania logiczne, Aksjomat, Torun, 2011.

e 7. Bobinski, P. Nodzynski, A. Swiatek, Miniatury matematyczne 24. Matematyka wokét zegara, Aksjomat,
Torun, 2008

¢ Z. Bobinski, P. Nodzynski, A. Swia}tek, Miniatury matematyczne 27. Predkos¢, droga, czas, Aksjomat,
Torun, 2009
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Materialy dla gimnazjalistow

Cennym zrédtem wiedzy i inspiracjg do pracy z uczniami zdolnymi sg treéci zawarte w sprawozdaniach

z olimpiad matematycznych gimnazjalistow.

o ] Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow, Omega, Krakow 2008 - sprawozdanie z zawodow, tresci i roz-
wigzania zadan oraz dwa dodatki tematyczne: Konkurencje (autorzy: J. Dymel i M. NiedZzwiedz) oraz
Zasada szufladkowa Dirichleta (autorka: J. Jaszuniska);

o II Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw, Omega, Krakéw 2009 - sprawozdanie z zawodow, tresci
i rozwigzania zadan oraz dwa dodatki tematyczne: Nierownos¢ Schwarza (autor: T. Szymcezyk), Twierdze-
nie Carnota (autor: W. Guzicki).

o III Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow, Omega, Krakéw 2011 - sprawozdanie z zawodow, tre-
$ci i rozwigzania zadan oraz dwa dodatki tematyczne: Pole (autorzy: W. Pompe, U. Swianiewicz), War-
tos¢ bezwzgledna (autorzy: P. Kwiatkowski, T. Szymczyk) — olimpiada realizowana w ramach projektu
MEN/ORE ,,Opracowanie i wdrozenie kompleksowego systemu pracy z uczniem zdolnym”.

¢ IV Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw, Omega, Krakéw, 2012 - sprawozdanie z zawodow, tresci
i rozwigzania zadan oraz dodatek tematyczny Dtugosci odcinkéw w tréjkgcie (autorzy: Wojciech Guzicki,
Waldemar Pompe) - olimpiada realizowana w ramach projektu MEN/ORE ,Opracowanie i wdrozenie
kompleksowego systemu pracy z uczniem zdolnym”.

Ponadto wydawana jest gazetka Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow ,,Kwadrat’, w ktérej zamiesz-
czane s3 m.in. materialty pomocne w przygotowaniu do zawoddw, a takze ciekawostki dotyczace Olimpiady.

Gazetka dostepna jestna stronie www.omg.edu.pl

Ksiazki prezentujace konkretne metody rozwiazywania zadan
Bardzo dobra seria wydawnicza sa Miniatury matematyczne publikowane przez Wydawnictwo Aksjo-

mat z Torunia, zwigzane z Mig¢dzynarodowym Konkursem Kangur Matematyczny. W kazdej ksiazce tej

serii znajduje si¢ kilka artykutéw omawiajacych interesujace zagadnienie olimpijskie lub metodg olimpijska

z przyktadami zastosowan w zadaniach. Kazda ksigzka jest praca zbiorowa.

© MM 4: Grafy. Parzystos¢ i nieparzystos¢. Przeksztalcenia geometryczne w zadaniach konstrukcyjnych. Wielo-
Sciany foremne i ich kuzyni. Liczby pierwsze o szczegolnym rozmieszczeniu cyfr, Torun 2000.

® MM 5: Wartos¢ bezwzgledna. Wartosé bezwzgledna poza stronicami podrecznika matematyki. Pewne proble-
my teorioliczbowe a wykorzystanie reszt. Niekonwencjonalne konstrukcje i wielokgty kratowe, Torun 2001.

e MM 16: Dowody matematyczne. Dzialania na potggach, Torun 2005.

® MM 22: Twierdzenie o wypelnianiu prostokgtéw. Problem czterech barw. Srednie liczbowe i nieréwnosci,
Torun 2007.

o MM 25: Kgty w kole. O podziale odcinka na rowne czesci. Dtuuugie liczby, Torun 2008.

® MM 28: Fraktale w Cinderelli. Ile jest liczb? Stéw kilka o wielokgtach foremnych, Toruni 2009.

o MM 31: Wielokgty z symetriami. Zliczanie rekurencyjne. Wokét twierdzenia Pitagorasa, Torun 2010.

® MM 34: Utamki taricuchowe. O sposobie sortowania. Sangaku, czyli co$ z Japonii, Torun 2011.

Ponadto warto poleci¢ nastepujace ksigzki:
e D. Musztari, Przygotowanie do olimpiad matematycznych, Adam, Warszawa, 2005 — pozycja wykracza
poza poziom trudno$ci OMG, ale cze¢s$¢ ksigzki jest zrozumiata dla gimnazjalistow.
o L. Kourliandtchik, Impresje matematyczne. Tom 1, Aksjomat, Torun 2005.
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¢ B. Bogdanska, A. Neugebauer, Matematyka olimpijska. Geometria, Szczecin 2010.

o S.I. Zetel, Geometria tréjkgta, PZWS, Warszawa 1964 — pozycja niedostepna w ksiegarniach.

e J. Zydler, Geometria, Proszynski i S-ka, Warszawa 1997 — pozycja niedostepna w ksiegarniach.

¢ A. Ehrenfeucht, Ciekawy czworoscian, PZWS, Warszawa 1966 — pozycja niedostepna w ksiegarniach.

Zbiory zadan ulozonych tematycznie

o H. Pawlowski, Na olimpijskim szlaku. Zadania dla kétek matematycznych w szkotach podstawowych i gim-
nazjach, Tutor, Torun 2006.

o H. Pawlowski, Olimpiady i konkursy matematyczne dla uczniow szkét podstawowych i gimnazjéw, Tutor,
Torun 2006.

o M. Niedzwiedz, Zbiér zadati z kétka matematycznego, Omega, Krakow 2010.

e P. Cholewik, M. Debska, L. Drwigga, B. Garda$, T. Szymczyk, M. Wegrzyn, Przed konkursem matematycz-
nym. Czes¢ I, Omega, Krakow 2010.

o P. Jedrzejewicz, Bukiety matematyczne dla gimnazjum. Zadania przygotowujgce do konkurséw, GWO,
Gdansk 2009.

¢ Z. Bobinski, P. Nodzynski, M. Uscki, Koto matematyczne w gimnazjum, Aksjomat, Torun 2010.

o W. Bednarek, Konkurs matematyczny w gimnazjum. Przygotuj sig sam!, Nowik, Opole 2009.

Zbiory zadan z konkurséw i olimpiad

o H. Pawlowski, W. Tomalczyk, Zadania z matematyki dla olimpijczykéw - gimnazjalistéw i licealistow, Tu-
tor, Torun 2010.

¢ Z. Bobinski, P. Nodzynski, M. Uscki, Liga zadaniowa. Zbiér zada# dla uczniéw zainteresowanych matema-
tykg, Aksjomat, Torun 2004.

¢ Z. Bobinski, P. Nodzynski, M. Uscki, Liga Zadaniowa XX lat. Zadania wybrane, Aksjomat, Torun 2007.

o J. Kalinowski Zbidr zada# z czeskich i stowackich Olimpiad Matematycznych 1951-2004. Dla uczniéw klas
I'i II szkét ponadgimnazjalnych, Adam, Warszawa 2005.

Materialy dla licealistow

Olimpiada Matematyczna jest w Polsce organizowana od 1949 roku. Od poczatku jej istnienia wydawa-
ne byly Sprawozdania z poszczegdlnych edycji, jednak nie byly dostepne w sprzedazy, a jedynie rozdawane
uczestnikom OM oraz wysylane do szkét. Mozna je znalez¢é w szkolnych bibliotekach. Co kilka lat byty na-
tomiast wydawane zbiory z zadaniami z pieciu kolejnych edycji olimpiady. Niestety obecnie s3 niedostgpne
w sprzedazy. Z zadaniami z olimpiad matematycznych mozna si¢ zapozna¢ na portalach internetowych:
www.om.edu.pl i www.archom.ptm.org.pl.

o S. Straszewicz, Zadania z olimpiad matematycznych, tom 1, WSiP, Warszawa 1960.

o S. Straszewicz, Zadania z olimpiad matematycznych, tom 2, WSiP, Warszawa 1961.

o S. Straszewicz, Zadania z olimpiad matematycznych, tom 3, WSiP, Warszawa 1966.

o S. Straszewicz, Zadania z olimpiad matematycznych, tom 4, WSiP, Warszawa 1972.

¢ ]. Browkin, Zadania z olimpiad matematycznych, tom 5, WSiP, Warszawa 1980.

e J. Browkin, Zbiér zadari z olimpiad matematycznych, tom 6, WSiP, Warszawa 1983.

e J. Browkin, J. Rempatla, S. Straszewicz, 25 lat Olimpiady Matematycznej, WSiP, Warszawa 1975.
e M. Brynski, Olimpiady Matematyczne, tom 7, WSiP, Warszawa 1995.

o M. Kuczma, Zadania z olimpiad matematycznych, tom 8,Warszawa 2000.




Jak pracowac z uczniem zdolnym? Poradnik nauczyciela matematyki

Ksigzki prezentujace konkretne metody rozwiazywania zadan

o H. Pawlowski, Kétko matematyczne dla olimpijczykéw, Turpress, Torun 1994 - jedna z najlepszych pozycji
na polskim rynku, niedostepna w ksiegarniach.

e D. Musztari, Przygotowanie do olimpiad matematycznych, Adam, Warszawa 2005.

¢ B. Bogdanska, Adam Neugebauer, Matematyka olimpijska. Geometria, Szczecin 2010.

¢ A. Neugebauer, Matematyka olimpijska. Algebra i teoria liczb, Szczecin 2010.

¢ B. Bogdanska, A. Neugebauer, Matematyka olimpijska. Kombinatoryka, Szczecin, 2010.

o S.I. Zetel, Geometria tréjkgta, PZWS, Warszawa 1964 — pozycja niedostepna w ksiggarniach.

o W. Sierpinski, O rozwigzywaniu réwnan w liczbach catkowitych, PWN, Warszawa 2009.

e A. Makowski, T. Iwaniec, Zasada szufladkowa Dirichleta. Geometria okregow i sfer, WSiP, Warszawa 1980
- pozycja niedostgpna w ksiggarniach.

o M. Pitera, Kolorowe kwadraty, Omega, Krakéw 2008.

e J. Dymel, J. Jaszuniska, A. Os¢kowski, H. Pawlowski, W. Pompe, T. Szymczyk, J. Zakrzewska, Matematyka.
Poszukuje - odkrywam, Omega, Krakéw 2010.

o L. Kourliandtchik, Wedréwki po krainie nieréwnosci, Aksjomat, Torun 2000.

e L. Kourliandtchik, Powrdt do krainy nierownosci, Aksjomat, Torun 2001.

e L. Kourliandtchik, Impresje matematyczne. Tom 1, Aksjomat, Torun 2007.

e L. Kourliandtchik, Zlote rybki w oceanie matematyki, Tutor, Torun 2005.

e L. Kourliandtchik, Impresje liczbowe, Tutor, Torun 2001.

e L. Kourliandtchik, Etiudy matematyczne, Tutor, Torun 2000.

¢ L. Kourliandtchik, Najkrétsze sieci, Aksjomat, Torun 2007.

¢ L. Dubikajtis, Wiadomosci z geometrii rzutowej, PZWS, Warszawa 1972 — pozycja niedostepna w ksie-
garniach.

o E. Otto, Krzywe stozkowe, WSiP, Warszawa 1976 - pozycja niedostepna w ksiegarniach.

¢ N.J. Wilenkin, Kombinatoryka, PWN, Warszawa 1972 - pozycja niedostepna w ksiegarniach.

¢ J. Flachsmeyer, Kombinatoryka, PWN, Warszawa 1974 — pozycja niedostepna w ksiegarniach.

o A. Ehrenfeucht, Ciekawy czworoscian, PZWS, Warszawa 1966 — pozycja niedostepna w ksiegarniach.

o H. Pawlowski, Zbior zada# dla liceum ogélnoksztatcgcego, liceum profilowanego i technikum. Klasy 1, 2, 3,
Operon, Gdynia 2001 - bogaty zbidr zadan olimpijskich - pozycja niedostepna w ksiggarniach.

W latach 60., 70. i 80. XX wieku byla wydawana znakomita seria Biblioteczka Matematyczna. Ksiazki te
sa dostgpne w bibliotekach. Oto pozycje serii szczegélnie przydatne w ksztalceniu olimpijczykow:
o M. Luczynski, Z. Opial, O konstrukcjach tréjkgtéw, PZWS, Warszawa 1964.
o E. Piegat, Wektory i geometria, PZWS, Warszawa 1964.
e J. Bednarczuk, Urok przeksztalceti afinicznych, WSiP, Warszawa 1978.
o W. Sierpinski, 250 zada# z elementarnej teorii liczb, WSiP, Warszawa 1987.
o W. Sierpinski, Wstep do teorii liczb, WSiP, Warszawa 1987.
e M. Kuczma, O szeregach liczbowych, WSiP, Warszawa 1987.

Polecam réwniez wymienione w czeéci dla gimnazjalistow Miniatury matematyczne (nr 4 i 5), wydane
przez Aksjomat z Torunia, a ponadto z tej samej serii:
® MM 8: Elementarne sposoby w kombinatoryce, Torun 2002.
o MM 11: Wielokgty foremne i pétforemne. O liczbach niewymiernych. O cyklicznych ukladach réwnat,
Torun 2003.
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® MM 14: Funkcja kwadratowa - wybrane zagadnienia. Krotka prezentacja dtugiej historii liczby n. Matema-
tyka jako jedna catos¢, Torun 2004.

® MM 17: Liczby sprzgzone. Zabawy z cieniem. Srodek cigzkosci, Toruni 2005.

® MM 20: O wspétrzednych biegunowych. Niewykonalne konstrukcje, Torun 2006.

® MM 23: Czes¢ catkowita liczby. O pewnych réwnaniach kwadratowych. Moment bezwladnosci, Torun 2007.

® MM 26: Sofizmaty matematyczne. O podziale odcinka na réwne czesci. Jak znalez¢ punkty w nieskoriczono-
$ci, Torun 2008.

® MM 29: Fraktale w Cinderelli. Przystawanie tréjkgtéw. Iluzje matematyczne... i nie tylko, Torun 2009.

® MM 35: Ciggi arytmetyczne i geometryczne. Styczne do krzywych stozkowych. Analogie miedzy trojkgtem
i czworoscianem, Torun 2011.

I jeszcze porcja podrecznikéow akademickich, w ktérych znajdujg sie przystepnie napisane rozdzialy

z metodami charakterystycznymi dla zadan olimpijskich.

e Z. Palka, A. Rucinski, Wyklady z kombinatoryki, WNT, Warszawa 2009.

o V. Bryant, Aspekty kombinatoryki, WN'T, Warszawa 1997.

¢ R. Wilson, Wprowadzenie do teorii grafow, PWN, Warszawa 2008.

¢ K. Ross, Ch. Wright, Matematyka dyskretna, PWN, Warszawa 2011.

¢ R. Graham, D. Knuth, O. Patashnik, Matematyka konkretna, PWN, Warszawa 2011.

e J. Bana$, S. Wedrychowicz, Zbidr zadan z analizy matematycznej, WN'T, Warszawa 2004 - szczegdlnie
przydatne sg rozdzialy Ciggi liczbowe oraz Réwnania funkcyjne.

o W. Marzantowicz, P. Zarzycki, Elementarna teoria liczb, PWN, Warszawa 2006.

e H.S. Coxeter, Wstep do geometrii dawnej i nowej, PWN, Warszawa 1967 — pozycja niedostepna w ksie-
garniach.

¢ D.S. Mitrinovi¢, Elementarne nieréwnosci, PWN, Warszawa 1972 - pozycja niedostepna w ksiegarniach.

Zbiory zadan ulozonych tematycznie

o H. Pawtowski, Zadania z olimpiad matematycznych z calego $wiata. Trygonometria i geometria, Tutor,
Torun 2003.

o H. Pawlowski, Zadania z olimpiad matematycznych z catego swiata. Planimetria i stereometria, Tutor, To-
run 2004.

o H. Pawlowski: Zadania z olimpiad matematycznych z catego $wiata. Teoria liczb, algebra i elementy analizy
matematycznej, Tutor, Torun 2005.

o L. Kourliandtchik, Impresje matematyczne. Tom 2, Aksjomat, Torun 2007.

e L. Kourliandtchik, Kgcik olimpijski. Geometria, Aksjomat, Torun 2006.

e L. Kourliandtchik, Kgcik olimpijski. Algebra, Aksjomat, Torun 2007.

o L. Kourliandtchik, Kgcik olimpijski. Nieréwnosci, Aksjomat, Toruni 2007.

e L. Kourliandtchik, Matematyka elementarna w zadaniach (cz. 1 i 2), Aksjomat, Torun 2005.

o W. Bednarek, Jesli lubisz matematyke (cz. 1, 2, 3), Nowik, Opole 2009, 2010, 2011.

o P. Jedrzejewicz, Bukiety matematyczne w liceum i technikum, GWO, Gdansk 2009.

Zbiory zadan z konkursow i olimpiad

¢ J. Kalinowski, Zbior zadat z czeskich i stowackich Olimpiad Matematycznych 1951-2004. Dla uczniéw klas
Ii1I szkét ponadgimnazjalnych, Adam, Warszawa 2005.

o J. Kalinowski Zbiér zadai z czeskich i stowackich Olimpiad Matematycznych 1951-2001. Dla uczniow star-
szych klas szkét ponadgimnazjalnych, Adam, Warszawa 2002.
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o L. Kourliandtchik, Kgcik olimpijski. Satatka matematyczna, Aksjomat, Torun 2007.

o H. Pawlowski, Wojciech Tomalczyk, Zadania z matematyki dla olimpijczykéw — gimnazjalistéw i liceali-
stow, Tutor, Torun 2010.

¢ H. Steinhaus, 100 zadar, DIP, Warszawa 1993.

e H. Steinhaus, Jeszcze 105 zada#, GiS, Wroctaw 2000.

Literatura obcojezyczna
Bogata literatura dla olimpijczykéw dostepna jest po rosyjsku i angielsku. Wersje elektroniczne ksigzek

w jezyku rosyjskim mozna znaleZ¢ na portalach www.mccme.ru oraz www.math.ru. Ponizej podajemy trud-

niej dostepne, ale warte polecenia pozycje anglojezyczne (egzemplarze nowe lub uzywane mozna zamowi¢

po okazyjnych cenach na www.amazon.uk).

o A. Engel, Problem-Solving Strategies, Springer Verlag, New York 1998 - przeglad najwazniejszych metod
olimpijskich.

e D. Djuki¢, V. Jankovi¢, I. Mati¢, N. Petrovi¢, The IMO Compendium. A Collection of Problems Suggested for
the International Mathematical Olympiads1959-2009, Springer, 2010.

¢ T. Andreescu, D. Andrica, Complex Numbers from A to Z, Birkhauser, Boston 2006.

o T. Andreescu, D. Andrica, Z. Feng, 104 Number Theory Problems from the Training of the USA IMO Team,
Birkhauser, Boston, Basel, Berlin 2007.

o T. Andreescu, Z. Feng, 103 Trigonometry Problems from the Training of the USA IMO Team, Birkhauser,
Boston 2005.

e T. Andreescu, S. Savchev, Mathematical Miniatures, The Mathematical Association of America, 2003.

e E.J. Barbeau, Polynomials, Springer-Verlag, New York 1989.

o T. Tao, Solving Mathematical Problems. A Personal Perspective, University of California, Los Angeles 2005
- ksigzka napisana przez wielokrotnego medaliste Migdzynarodowej Olimpiady Matematycznej, p6ézniej-
szego laureata Medalu Fieldsa, opisujaca strategie rozwigzywania zadan olimpijskich.

Czasopisma

¢ ,.Delta’- miesi¢cznik popularnonaukowy wychodzacy od 1974 roku z artykulami o metodach olimpij-
skich, kacikiem zadaniowym oraz $wietng ligg zadaniows, artykuly archiwalne mozna pobraé ze stron
www.mimuw.edu.pl/delta i www.deltami.edu.pl.

¢ ,Magazyn Miltoénikéw Matematyki (MMM)” - kwartalnik ukazujacy si¢ od 2002 roku, zawiera artykuty
popularnonaukowe, kacik olimpijski oraz liczne zadania, niektdre artykuly archiwalne mozna pobra¢ ze
strony www.mmm.uni.wroc.pl.

¢ ,Matematyka Spoleczenistwo Nauczanie” - czasopismo o edukacji matematycznej, od czasu do czasu po-
jawiaja si¢ w nim interesujace artykuly o metodach olimpijskich, prenumerate lub numery archiwalne
mozna zamowié przez strone Osrodka Kultury Matematycznej www.imif.ap.siedlce.pl/okm.html.

¢ ,Matematyka’- miesiecznik dla nauczycieli wydawany od 1948 roku z dobrym konkursem zadaniowym.

o, Kwant” - znakomity dwumiesi¢cznik rosyjski wydawany od 1970 roku, peten materiatéw dla olimpijczy-
kéw i nie tylko, numery archiwalne (do 2007 roku) mozna pobra¢ ze strony www.kvant.mccme.ru.

e ,Crux Mathematicorum”- czasopismo kanadyjskie adresowane do uczniéw szkot érednich i studentdow,
wydania archiwalne (1996-2005) do pobrania ze strony www.math.ca/crux.

¢ ,Mathematics Competitions” — czasopismo australijskie poswigcone wylacznie konkursom i olimpiadom,
niektore artykuty archiwalne mozna pobra¢ ze strony www.amt.edu.au/wfnmcj.html.
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Zasoby internetowe

Przeglad portali internetowych rozpoczaé nalezy od stron olimpiad:

e www.omg.edu.pl - strona Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow z zadaniami z zawodéw oraz zada-
nia z Internetowego Koétka Matematycznego dla gimnazjalistow

¢ www.om.edu.pl - strona Olimpiady Matematycznej z zadaniami ze wszystkich lat i etapow, w tym z olim-
piad mie¢dzynarodowych, Austriacko-Polskich Zawodéw Matematycznych, Zawodéw Matematycznych
Panstw Baltyckich, Czesko-Polsko-Stowackich Zawodéw Matematycznych oraz z broszurami z obozéw
naukowych Olimpiady Matematycznej; s tez linki do stron olimpiad krajowych i miedzynarodowych

e www.imomath.com — materialy z Miedzynarodowych Olimpiad Matematycznych

e www.archom.ptm.org.pl - archiwum zadan z OM z rozwigzaniami

o www-users.mat.uni.torun.pl/~sendlew/olimpiady.html - zadania z nieistniejacej juz Malej Olimpiady
Matematycznej (zastgpita ja OMG)

Materialy pomocnicze mozna znalez¢ réwniez na portalach:

o www.sem.edu.pl — Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej, ktére organizuje konferencje na temat
nauczania matematyki, a wéréd materialéw pokonferencyjnych sa artykuly omawiajace metody olimpijskie

o www.matematyka.wroc.pl - Wroclawski Portal Matematyczny oferuje bogata baze materialéw dydaktycz-
nych, pomystéw na prace badawcze, informacje o konkursach i olimpiadach oraz ligi zadaniowe

e www.matematyka.pl - polskie forum o matematyce, miejsce do dyskusji na przyktad o zadaniach olim-
pijskich

e www.mccme.ru, www.math.ru - niezwykle przydatne i bogate w materialy zadaniowe strony w jezyku
rosyjskim, mozna z nich pobiera¢ ksigzki (www.mccme.ru/free-books, www.math.ru/lib)

o www.problems.ru - tysiace zadan, kazde ma metryczke opisujaca trudno$¢ oraz klase, dla ktorej jest prze-
znaczone

e www.artofproblemsolving.com - strona o matematyce olimpijskiej w jezyku angielskim z forum Math-
Links dla olimpijczykéw (www.artofproblemsolving.com/Forum/index.php)

I na koniec jeszcze kilka stron wydawnictw, z ktorych pochodzi znaczna czgs$¢ ksigzek, o ktdrych pisa-
fem w tym artykule.
e www.aksjomat.torun.pl
* www.gwo.pl
¢ www.nowik.com.pl
¢ www.oficyna-adam.com.pl
e www.proszynski.pl
¢ www.tutor.torun.pl,
® www.wsip.pl
® www.ws-omega.com.pl




Postowie

Historia rozwoju cywilizacji niosta wiele réznych odpowiedzi na pytanie: Czym jest matema-
tyka? Dla jednych byta to rygorystyczna dyscyplina naukowa, poddana rezimowi $cistoéci i de-
dukcji (Tales), dla innych ,,sztuka dla sztuki’, pozyteczna i przyjemna gimnastyka umystu (Bha-
skara), dla jeszcze innych - uzyteczne narzedzie poznawania §wiata (Arystoteles). Matematyka
nauczana w szkole powinna odzwierciedla¢ wszystkie te poglady, gdyz na etapie formowania sie
indywidualnych zainteresowan uczniéw ich motywacje do poznawania tego przedmiotu moga
by¢ rézne. Wazne jest, by kazdy uczen magt znalez¢ fundament, na ktérym bedzie budowat po-
zytywny stosunek do matematyki, a pomdc moze mu w tym troskliwy, dbajacy o indywidualny
rozwoj kazdego ucznia nauczyciel.

Chociaz tylko znikomy procent uczniéw w przysztosci zwiaze sie profesjonalnie z matema-
tyka i bedzie mial okazje doceni¢ jej wewnetrzny porzadek i estetyke, to wszyscy powinni rozu-
mie¢, ze dostarcza ona jezyka do opisu otaczajacych nas zjawisk, ze jest kluczem do ich poznania
i zrozumienia. Wszyscy powinni wigc odczuwaé wewnetrzng motywacje do uczenia si¢ matema-
tyki, gdyz bedzie to ekwipunek na cate zycie, przewodnik po $wiecie, w ktérym zyjemy.

Nie wszyscy uczniowie beda potrafili zrozumie¢, dlaczego matematyka dziala. Nad tym pyta-
niem tamali sobie zresztg gtowy najwigksi uczeni dawnych czaséw. Ale kazdy z naszych ucznidéw
powinien do$wiadczy¢, jak ona dziala. I to musimy im pokazaé. Pokazad, jak pisal John Barrow
- nauczyciel wybitnie uzdolnionego ucznia Newtona - ,,dlaczego bazgrzac na kartkach papieru,
mozna dowiedziec sie, jak kreci si¢ $wiat”

Nie wazne, ilu z naszych uczniéw da sie czarowi matematyki uwies¢. Nawet jesli zostang
w przysztosci lekarzami, aktorami lub politykami (a moze wla$nie wtedy), powinni pielegnowa¢
pozytywny stosunek do logicznego mysélenia i metod matematycznych, a to mamy obowigzek
zaszczepi¢ im my — nauczyciele matematyki.




OSRODEK
‘ ’ Rozwoju
EbukAcC)i

CZY TWOJA SZKOLA
NALEZY DO SIECI SZKOL
ODKRYWCOW TALENTOW @

WWW.ORE.EDU.PL/ODKRYWAMYTALENTY




# °  Szkota
] Odkrywcow
Talentow <’}

e wh, ool Py ALY







Poradnik przedstawia zagadnienia istotne dla nauczania matema-
tykina ll, llli IV etapie edukacyjnym i jest skierowany do nauczycie-
li ucznidw uzdolnionych matematycznie, cho¢ czytelnik znajdzie
tu réwniez tresci dotyczace aktywizacji matematycznej wszystkich
uczniéw. Zadania prezentujg réznorodny poziom trudnosci i moz-
na z nich wybra¢ materiaty dla kazdego ucznia. Poradnik zawiera
tez wskazéwki dla nauczycieli jak konstruowac zadania, jak stawiac
pytania i jak na nie odpowiada¢, jak zorganizowa¢ koto matema-
tyczne i konkurs, a takze inne formy ksztatcenia. Jest to publikacja
bardzo wyczekiwana w $rodowisku i potrzebna. Poradnik bedzie
cenng pozycja w biblioteczce nauczyciela matematyki.

Maria Medrzycka
fragment recenz;ji
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