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Matura y 4 matematykl od 2015
- laczenie starego i nowego
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Od roku szkolnego 2014/2015 matura z matematyki po raz pierwszy bedzie sprawdza¢é poziom opa-
nowania umiejetnosci zapisanych w podstawie programowej, a nie jak dotychczas — w standardach
wymagan egzaminacyjnych. Zdajqcy bedq mieli okazje wykazaé sie znajomosciq zagadnien, ktére nie
wystepowaly na maturze w poprzednich latach: np. na poziomie podstawowym maturzysci wyznaczq
wartosci funkcji trygonometrycznych kqtéw rozwartych, a na poziomie rozszerzonym — zastosujq
pochodne do wyznaczania ekstremum funkcji.

Nalezy jednak podkresli¢, ze wciaz
najwazniejsza role w przygotowa-
niu uczniéw do matury odgrywa na-
uczyciel. Eliminowanie btedow, dobér
najlepszych metod rozwiazania czy
rozwiazywanie nietypowych proble-
moéw przy wykorzystaniu znanych
juz zagadnien — to tylko przyktadowe
umiejetnosci, ktérych ksztatcenie bez
mentora jest prawie niemozliwe. Kazda
nowa klasa, a w niej kazdy uczen, ozna-
cza dla nauczyciela nowe wyzwania.

Czego Jas sie nie nauczyt...

Jak pokazuja rezultaty egzaminu ma-
turalnego z matematyki w 2014 r.,,
powaznym problemem dla zdajacych
sa niedostatecznie opanowane umie-
jetnosci ksztatcone w szkole podsta-
wowej i gimnazjum. Na tegorocznej
maturze najnizszy poziom wykonania,
zaledwie 8%, miato zadanie dotyczace
dzielenia z reszta:

Udowodnij, ze kazda liczba catko-
wita k, ktora przy dzieleniu przez

7 daje reszte 2, ma te wlasnos¢, ze
reszta z dzielenia liczby 3k’ przez 7
jest rowna 5.

Najwazniejsza przeszkoda dla zda-
jacych okazat si¢ w tym przypadku

brak umiejetnosci zapisania reszty
2 lub 5 przy dzieleniu liczb catkowi-
tych. Bardzo czesto w rozwiazaniach
pojawiaty sie zapisy typu k:7=[+2
lub k:7 = 7]+ 2 zamiast poprawnego
k:7=1+ 27 Z zadaniami na dzielenie
Z reszta uczniowie spotykaja sig juz
podczas nauki w szkole podstawowej,
a od gimnazjalistow mozna oczekiwac,
Ze potrafig zapisa¢ wyrazenie algebra-
iczne przedstawiajace liczbe catkowita,
ktéra dzieli si¢ przez 7 z reszta 2 lub
5.Tymczasem maturzysci albo nie na-
byli takiej umiejetnosci na wczesniej-
szym etapie ksztatcenia, albo utracili
ja w trakcie opanowywania bardziej
zaawansowanych sprawnosci w szkole
ponadgimnazjalne;.

Oto kolejny przykfad zadania matu-
ralnego, charakteryzujacego sie niskim
poziomem wykonania:

Do wykresu funkcji okreslonej
dla wszystkich liczb rzeczywistych
wzorem y =-2""

nalezy punkt
A A=(1,-2) B.B=(2,-1)

c.c=(1,5) D.D=(44)

Zaledwie 24% maturzystéw popraw-
nie rozwiazato to zadanie. Bardzo
liczna grupa absolwentow szkét po-
nadgimnazjalnych nie odroéznia zapi-

su typu - 2" od (-2)", wielu z nich nie
potrafi doda¢ dwoch liczb o roznych
znakach. Wymienione tu umiejetno-
$ci nie powinny by¢ obce zadnemu
gimnazjaliscie, a tymczasem dla prze-
wazajacej wiekszosci maturzystow
rozwiazanie tego zadania byfo nie lada
wyzwaniem.

Egzamin maturalny bada opanowanie
umiejetnosci ksztatconych w szkole
podstawowej, gimnazjum i szkole
ponadgimnazjalnej, zatem osoby
przystepujace do matury nie powin-
ny by¢ zaskoczone zadaniami odwo-
tujacymi sie do wiedzy nabytej we
wczesnych etapach ksztatcenia, a na-
uczyciele licedw i technikéw musza
wspiera¢ maturzystow w opanowa-
niu i doskonaleniu tych sprawnosci.
W tym celu nalezy zdiagnozowad, czy
uczniowie rozpoczynajacy nauke na
IV etapie edukacyjnym prawidtowo
rozumieja pojecia i w jakim stopniu
przyswoili pozadane umiejetnosci. Je-
sli takie badania ,,na starcie” w liceum
przyniosa niezadowalajace wyniki,
w szczegblnosci gdy wystepuje realne
zagrozenie mozliwosci realizacji mate-
riatu przewidzianego dla szkoty ponad-
gimnazjalnej, to nieodzowne moze sie
okaza¢ wdrozenie nadzwyczajnego
programu nauczania, ponadprzeciet-
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nie angazujacego samych uczniow.
Bez nadzwyczajnych dziatan i przyje-
cia znaczacej czesci odpowiedzialnosci
za wiasne ksztafcenie przez uczniow
trudno bedzie osiagnaé zadowalajacy
wynik na maturze. Braki z gimnazjum
nie powinny by¢ eliminowane kosztem
czasu, ktéry w liceum jest przeznaczo-
ny na ¢wiczenie umiejetnosci wynika-
jacych z programu nauczania.

Drobna zmiana?

Tego nie omawiali$my!

Istotna trudnos¢ dla maturzystow sta-
nowi zwykle zrozumienie tresci zada-
nia. Na ogot kazde, nawet nieznaczne
odejscie od schematycznego ujecia za-
gadnienia powoduje obnizenie pozio-
mu wykonania zadania. Zastanawiajace
jest szczegdlnie to, ze nizsze wyniki
uczniowie uzyskuja rowniez w przy-
padku utatwienia rozwiazywanego
problemu lub poszerzenia zakresu
mozliwosci poszukiwania rozwiazania.
Nowe, nietypowe czy nieschematycz-
ne sformuftowania danego zagadnienia
sa traktowane przez maturzystow jak
niepozadana niespodzianka, nawet gdy
upraszczaja droge poszukiwania roz-
wiazania.

W maju 2014 r. w arkuszu maturalnym
znalazifo sie, jak co roku od 2010 r,,
zadanie osadzone w kontekscie prak-
tycznym, ktére mozna rozwiazac za
pomoca roéwnania kwadratowego:

Turysta zwiedzat zamek stojqcy na
wzgérzu. Droga tqczqca parking
z zamkiem ma dtugos¢ 2,1 km.
tqczny czas wedrowki turysty
z parkingu do zamku i z powro-
tem, nie liczqc czasu poswieco-

nego na zwiedzanie, byt rowny
| godzine i 4 minuty. Oblicz, z jakq
sredniq predkosciq turysta wchodzit
na wzgorze, jezeli predkosc ta byta
o | km/h mniejsza od sredniej pred-
kosci, z jakq schodzit ze wzgdrza.
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Prawie 90% zdajacych podjeto prébe
rozwiazania tego zadania, co moze
oznacza¢, ze w ramach przygotowan
do egzaminu tego typu zadania byly
powszechnie rozwiazywane. Tymcza-
sem poziom jego wykonania na matu-
rze to zaledwie 13%. Trzeba tu
zaznaczy¢, Ze W ciagu czterech po-
przednich lat, w przypadku analogicz-
nych polecen, ten poziom wahat sie
w przedziale 44-32% i mimo ze z kaz-
dym rokiem byt coraz nizszy, to spa-
dek nigdy nie byt tak drastyczny jak
w tym roku.

€€

Wazine jest, zeby w trakcie nauki
nie zmarnowa¢ okazji do uzywania
wzoréw jako nosnika informac;ji
o obiektach, ktérych dotyczq. Na
réznych etapach edukacyjnych
mozna zachecaé uczniéw do inter-
pretowania wtasnosci opisanych
wzorami. 9

Najprawdopodobniej przyczyna ob-
nizenia poziomu wykonania zadania
byta zmiana w sposobie przedstawie-
nia wielkosci danych, a konkretnie
odmienne sformutowanie informacji
o dwéch przedziatach czasu. W po-
dobnych sytuacjach na maturze w la-
tach poprzednich wykorzystywano
sformutowania odwotujace sie do
poréwnywania dwéch wielkosci, np.
pierwszy pociqg przebyt trase w czasie
0 40 minut krétszym niz drugi pociqg
albo pociqg pospieszny pokonuje te tra-
se o | godzine krécej niz pociqg osobo-
wy. W tym roku zamiast porownania
podano sume dwoch wielkosci. Oka-
zato sie to sporym zaskoczeniem dla
maturzystéw. Bardzo popularnym bte-
dem przy rozwigzywaniu omawianego
zadania byto zatozenie, ze podany czas
— | godzina i 4 minuty — to rdznica
miedzy czasem pokonania drogi tam
i czasem pokonania drogi z powrotem.

Innym btedem pojawiajacym sie w roz-
wiazaniach byla niepoprawna zamiana

jednostek czasu. Cze$¢ maturzystow
przyjefa, ze godzina ma 100 minut,
pojawity sie tez osoby, dla ktérych
godzina ma |0 minut. Przypomne, ze
umiejetnos¢ zamiany jednostek czasu
jest ksztattowana na poziomie szkoty
podstawowe;.

Od lat maturzysci postrzegaja zmiany
w sposobie ujecia tresci jako wpro-
wadzanie nieznanych zagadnien. Oto
przykfad innego popularnego zadania
— rownanie stopnia trzeciego. W bie-
zacym roku w arkuszu maturalnym za-
danie to byto sformutowane w sposob
najbardziej typowy:

Rozwiaz rownanie

9%’ + 18x*-4x-8=0.

Wynik uzyskany przez maturzystow,
tj. poziom wykonania wynoszacy 65%,
jest najwyzszy za tego typu zadanie
w historii matur. W innych latach ten
wynik byt rowny 61%, z wyjatkiem
jednego roku, kiedy byt wyraznie niz-
szy. W 2012 r. poziom wykonania za-
dania wyniost 53%, bo wtedy zamiast
sformutowania rozwiqz réwnanie poja-
wito sig inne polecenie, cho¢ zadanie
sprawdzato te sama umiejetnosé, czyli
polegato na rozwiazaniu réwnania
stopnia trzeciego:

Liczby x, =-4 i x, =3 s3 pierwiast-
kami wielomianu W(x) - x3 + 4x? -

-9x-36 =0. Oblicz trzeci pierwia-
stek tego wielomianu.

To utatwienie problemu okazato sie
dla zdajacych utrudnieniem.

Nie taki diabet straszny...

Zmiany w sformutowaniach tresci
zadan i koniecznosé poszukiwania
nowych modeli matematycznych nie
zawsze uczniow zaskakuja. W przy-
padku rachunku prawdopodobienstwa
co roku obserwujemy lepsze wyniki,
mimo ze zadania wymagaja za kazdym



razem uporania sie¢ z nowym sformu-
towaniem, a tresci poszczegolnych
zadan czesto nie daja sie porownac
W prosty sposob.

Oto zadanie z maja 2014:
Ze zbioru liczb {I,2, 3,4, 5, 6,7, 8}

losujemy dwa razy po jednej liczbie
ze zwracaniem. Oblicz prawdopo-

dobienstwo zdarzenia A, polegajace-
go na wylosowaniu liczb, z ktorych
pierwsza jest wigksza od drugiej o 4
lub 6.

Za rozwigzanie tego zadania uczniowie
uzyskali 54% punktow mozliwych do
zdobycia. Warto zaznaczy¢, ze przed-
stawione przez maturzystow rozwiaza-
nia byty nacechowane indywidualnym
podejsciem, niepowtarzalnym sposo-
bem zapisu rozwiazania. Zdarzaty sie
prace maturalne, w ktorych przedsta-
wiano dwa sposoby rozwiazania tego
zadania. Oznacza to najprawdopodob-
niej, ze jesli uczniowie zrozumieja za-
gadnienie, nie stronia od poszukiwania
wiasnych metod rozwiazania.

Moze zatem nauczyciele powinni
przeanalizowac sytuacje, w ktorych
uczniowie chetnie rozwiazuja zadania
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swoimi sposobami i, jezeli te sposoby
sa poprawne, doceni¢ inwencje, po-
zwoli¢ zaprezentowac te metody na
forum klasy lub grupy. W miare moz-
liwosci trzeba probowaé przenies¢
zapat tworczy takze na zagadnienia
mniej lubiane i gorzej przyswojone, np.
proponowac rozwiazywanie zadan,
ktére tacza tematy dobrze opanowane
Z tymi mniej przyjaznymi.

€€

Kazdy egzamin maturalny to dla
uczniéw i nauczycieli powazne
wyzwanie edukacyjne, a matura
w 2015 r. jest szczegdlna ze wzgle-
du na koniecznos¢ tqczenia pod-
czas przygotowan doskonalenia
umiejetnosci sprawdzanych po raz
pierwszy od wielu lat z prébq eli-
minowania btedéw typowych dla
egzamindw z ostatnich lat. 29

Wyniki egzaminéw maturalnych
z matematyki wyraznie wskazuja, ze
najchetniej i z najlepszym skutkiem
uczniowie podejmuja sie wykonania
tych zadan, w ktérych pojawiaja sie:
potega o wyktadniku 0, poszukiwa-
nie wyrazow ciagu geometrycznego
lub arytmetycznego, rozwiazywanie
réwnania kwadratowego, wartos¢
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bezwzgledna. Od tych zagadnien war-
to zaczaé przekonywac uczniow do
poszukiwania wiasnych sposobow
rozwiazan, a przy ich realizacji ekspe-
rymentowac z uzyciem roéznych sfor-
mufowan tego samego problemu.

Podstawiamy do wzoru czy nie?
Na maturze na poziomie rozsze-
rzonym najnizszy wynik (poziom
wykonania 19%) zdajacy uzyskali za
rozwiazanie zadania odwotujacego sie
do wilasnosci ciagu geometrycznego:

Ciag geometryczny (a,) ma 100 wy-
razéw i s3 one liczbami dodatnimi.
Suma wszystkich wyrazéw o nu-
merach nieparzystych jest sto razy
wieksza od sumy wszystkich wyra-
z6w o numerach parzystych oraz
log a,*log a,*log a.*...+log a, ,,=100.

Oblicz a,.

€€

Nauczyciele powinni przeanalizo-
wac¢ sytuacje, w ktérych uczniowie
chetnie rozwiqzujq zadania swoimi
sposobami i, jezeli te sposoby sq
poprawne, docenié inwencje, po-
zwoli¢ zaprezentowad te metody
na forum klasy lub grupy. 29

Do rozwiazania tego zadania wystar-
czata znajomos$é podstawowych wzo-
réw opisujacych ciagi geometryczne
i ich wiasnosci.W szczegolnosci po
zapisaniu wzoru na n-ty wyraz ciagu
geometrycznego i sume¢ stu wyra-
ZOw tego ciagu trzeba byto zauwazy¢
relacje miedzy suma wyrazéw o nu-
merach parzystych i suma wyrazow
o numerach nieparzystych oraz wy-
korzysta¢ wynikajaca z definicji ciagu
geometrycznego zaleznos¢ miedzy
kolejnymi wyrazami, np. opisana wzo-
rami:a,=a-q, a,=a,;q, ... , 4,,,=a,q.
Przy wyznaczaniu ilorazu g ciagu nie
musiaty pojawic si¢ zadne skompliko-
wane rachunki, a do rozwiazania zada-
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nia potrzebna byta jeszcze znajomosc
wzoru na logarytm sumy. Problemem
dla zdajacych byto najwyrazniej wyko-
rzystanie wzorow do wnioskowania,
a nie do podstawiania danych.

€€

Uczen, ktéry opanuje szereg drob-
nych umiejetnosci, bedzie mégt
otrzyma¢ punkty w zadaniach za-
mknietych. W przypadku zadan
otwartych egzaminatorzy oceniq
catosciowe rozumienie zagadnienia.

9

Woaine jest, zeby w trakcie nauki nie
zmarnowac okazji do uzywania wzo-
row jako nosnika informacji o obiek-
tach, ktérych dotycza. Na roznych
etapach edukacyjnych mozna zacheca¢
uczniow do interpretowania wtasnosci
opisanych wzorami — np. we wzorze
na pole trojkata pozwoli¢ dostrzec
informacje, ze wszystkie tréjkaty o tej
samej wysokosci i tej samej podsta-
wie maja réwne pola, a ze wzorow na
objetos¢ ostrostupa i graniastostupa
wywnioskowac, ze graniastostup ma
trzy razy wieksza objetosc¢ niz ostro-
stup majacy taka sama podstawe i taka
sama wysokos¢ jak ten graniastostup.
Wzory mozna wykorzysta¢ do spraw-
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dzenia poprawnego rozumienia po-
je¢ — przyktadowo wzory opisujace
ciagi arytmetyczne i geometryczne
stwarzaja mozliwos¢ ustalenia, ktore
nieskonczone podciagi tych ciaggow
zachowuja arytmetyczno$¢ lub geo-
metrycznos¢ (np. podciag wyrazow
o numerach parzystych w przypadku
ciagu geometrycznego jest nowym
ciagiem geometrycznym o ilorazie g2
a w przypadku ciagu arytmetyczne-
g0 — Nowym ciagiem arytmetycznym
o roznicy 2r).

Ocenianie matury

Przy sprawdzaniu i ocenianiu arku-
szy maturalnych w przypadku zadan
otwartych egzaminatorzy zastosuja
podejscie holistyczne. Oznacza to, ze
liczba punktow przyznanych za roz-
wigzanie bedzie zaleze¢ od tego, jak
Zaawansowane s3 rozumowanie i dzia-
fania zmierzajace do uzyskania odpo-
wiedzi na pytanie zawarte w zadaniu.
Nie bedzie zatem oceniania poszcze-
golnych umiejetnosci, ale docenione
zostang umiejetnos¢ planowania roz-
wiazania i stopien realizacji obranej
metody. Uczen, ktéry opanuje szereg
drobnych umiejetnosci, bedzie mogt
otrzymac¢ punkty w zadaniach za-

mknigtych.W przypadku zadan otwar-
tych egzaminatorzy ocenia catosciowe
rozumienie zagadnienia — w razie bra-
ku zauwazalnego postepu moze sie
okazac, ze liczba punktow uzyskana za
przedstawione rozwiazanie nie bedzie
satysfakcjonujaca.

Kazdy egzamin maturalny to dla
uczniow i nauczycieli powazne wy-
zwanie edukacyjne,a maturaw 2015 r.
jest szczegolna ze wzgledu na koniecz-
nosc taczenia podczas przygotowan
doskonalenia umiejetnosci spraw-
dzanych po raz pierwszy od wielu lat
z proba eliminowania btedéw typo-
wych dla egzaminéw z ostatnich lat.

Jozef Daniel

Ekspert Centralnej Komisji Egzaminacyjnej,
matematyk o specjalnosci nauczycielskiej
(Uniwersytet Jagiellonski); nauczyciel
matematyki w liceum ogélnoksztatcacym;
edukator i kierownik grupy matematycznej
programu Kreator, odpowiedzialnego za
wdrozenie do polskiego systemu nauczania
umiejetnosci kluczowych; redaktor licznych
publikacji edukacyjnych, szczegdlnie
z zakresu matematyki.

,,Matematykiem postanowitem zosta¢ troche
na przekor pani profesor z liceum. Nigdy we
mnie nie wierzyfa, tak mi si¢ przynajmniej
wydawato, nie doceniata moich sposobow
dochodzenia do rozwiazania. Zazwyczaj
zanim skonczytem uzasadniaé¢ sensownosc
wiasnych pomystéw, musiatem realizowac
krok po kroku narzucony sposéb rozwiazania.
A przeciez bytem w stanie wiasnymi’'metodami
wyjasnia¢ zagadnienia i miatem dobre efekty,
co sprawdzatem-na znajomych'z innych szkot,
kiedy ttumaczytem im matematyke swoimi
sposobami. Gdy juz zostatem studentem na
kierunku-matematyka, szybko si¢ przekonatem,
Ze moje wiasne sposoby sa znane innym,
sa dopuszczalne i mozna je propagowac.
To utwierdzito mnie w trafnosci wyboru
kierunku studiow”.
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NAUCZYCIELI MATEMATYKI
| EDUKACJI WCZESNOSZKOLNEJ
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samodzielnego myslenia
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Zro6dta diagnozy matematycznej

Badania, warsztaty, rekomendacje,
narzedzia dla nauczycieli, koncepcja
szkot Ewiczen, ,,Bydgoski Babel Ma-
tematyczny”’, nowatorskie metody
pracy z uczniem — tak Instytut Badan
Edukacyjnych dziata na rzecz poprawy
jakosci nauczania matematyki.

Matematyka jest przedmiotem zainte-
resowania |IBE od pierwszego raportu
o stanie edukacji Spofeczenstwo w dro-
dze do wiedzy do ostatniego Liczq sie
nauczyciele. Instytut przeprowadzit
10 badan, dzieki ktorym sporzadzit
diagnoze matematycznych umiejet-
nosci ucznidow, nauczycieli i oséb
dorostych, a takze zidentyfikowat
problemy zwiazane z nauczaniem ma-
tematyki. Wypracowat rekomendacje
dla nauczycieli i narzedzia (dostepne
w Bazie Narzedzi Dydaktycznych),
a w ramach programu ,Narzedzia
w dziafaniu” wdraza konkretne pomy-
sty na prowadzenie lekcji matematyki.
IBE wykorzystat i zanalizowat réwniez
badania przeprowadzone przez inne
podmioty, w tym PISA 2012 (zespét
PISA pracuje w IBE), TEDS-m, TIMSS.
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Instytut wspiera rowniez nauczanie
matematyki przez ,,Bydgoski Babel
Matematyczny”, czyli dziatania gru-
py samoksztatceniowej nauczycielek
edukacji wczesnoszkolnej. Wspot-
pracujac ze soba, wymieniajac sig
doswiadczeniami oraz uczestniczac
w szkoleniach prowadzonych przez
ekspertow IBE, grupa wypracowata
i wprowadzita do swojej codziennej
pracy z uczniami nowe podejscie do
rozwijania umiejetnosci matematycz-
nych dzieci. Instytut sam wprowadza
nowatorskie metody wsparcia na-
uczania matematyki na etapie wcze-
snoszkolnym — poprzez gry planszo-
we i lekcje rytmiki. Poprzez badanie
poréwnywalnosci wynikow egzami-
nacyjnych oraz kalkulator Edukacyjnej
Wartosci Dodanej IBE udostepnia
narzedzia do oceny pracy szkoty i sys-
temu.

Badania IBE dotyczace

kompetencji matematycznych

» Ogodlnopolskie badanie umiejetnosci
trzecioklasistow (OBUT);

* Diagnoza umiejgtnosci matematycz-
nych piatoklasistow (DUMa);

* Diagnoza umiejetnosci széstoklasi-
stow (DUSZa) — badanie w trakcie
realizacji;

* Diagnoza kompetencji gimnazjali-
stow;

* Szkota samodzielnego myslenia;

* Badanie nauczania matematyki
W gimnazjum;

* Badanie nauczania matematyki
w szkole podstawowej (raport
w trakcie opracowywania);

* Badanie potrzeb nauczycieli edukacji
wczesnoszkolnej i matematyki w za-
kresie rozwoju zawodowego (ra-
port w trakcie opracowywania);

* Survey of Health, Ageing and Retire-
ment in Europe (SHARE), czyli kom-
petencje osob 50+;

* Miedzynarodowe Badanie Kompe-
tencji Osob Dorostych PIAAC.

Opracowata:
Natalia Skipietrow,
Instytut Badan Edukacyjnych
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