OS$RODEK
. ’ Rozwoju
EbukAc)i

Matgorzata Skura & Michat Lisicki
Matematyka od przedszkola

Metody i zasady wprowadzania
poje¢ matematycznych.

Przygotowanie do rozumienia liczb
i postugiwania sie nimi



Matematyka od przedszkola

Metody i zasady wprowadzania pojec
matematycznych.

Przygotowanie do rozumienia liczb

i postugiwania sie nimi

Warszawa 2015



Wydawca:

Osrodek Rozwoju Edukacji
Aleje Ujazdowskie 28
00-478 Warszawa

tel. +48 22 34537 00

fax +48 223453770

Publikacja powstata w ramach projektu ,Wdrozenie podstawy programowej ksztatcenia
ogdélnego w przedszkolach i szkotach”

MINISTERSTWO
Lk UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EDUKACJI [ ) EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI NARODOWEJ FUNDUSZ SPOLECZNY

R

Publikacja wspétfinansowana przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

EGZEMPLARZ BEZPLATNY

Realizacja:
Agencja Reklamowo-Wydawnicza A. Grzegorczyk
www.grzeg.com.pl



Spis tresci

L] = o 2 5
1. Programowanie edukacji matematycznej..........cooveeiiiiriiineernnnnennns 9
1.1. Po co uczymy sie matematyki? Cele edukacji matematycznej ................ 9
1.2. Co z matematyki w przedszkolu? Wybor tresci z matematyki................. 10
1.3. Jak uczy¢ matematyki? Metody rozwijania poje¢ matematycznych........... 14
1.4. Zasady organizowania edukacji matematycznej............coovviiiiiinin.. 16
1.5. Jezykmatematyki. .. ....ooveniuin e 18
1.6. Doktadno$E w matematyCe . ....o.vuvin i 20
1.7. Dobre i zte tradycje (nawyki pedagogiczne) ..........cocoviiiiniiiiiinan.. 21
2. Podstawowe rozumowania matematyczne ...........coiiiiieiiiiiieiiaennnn 23
2.1. Podstawowe rozumowania. Matematyczne klasyfikowanie................... 23
2.2. Podstawowe rozumowania matematyczne. Rytmy, algorytmy i analogie ... .. 41
2.3. Podstawowe rozumowania matematyczne. Seriacje ..........coviiiiiinn... 56
2.4. Podstawowe rozumowania matematyczne.
Statos¢ liczby, réwnowaznosc i transformacja. ........coovvvinii it 63
3. Liczby naturalne .....o.oueiniieinii ittt ittt it 72
3.1. Liczby naturalne. Wynalezienieliczb ..., 72
3.2. Liczby naturalne. Liczenie. .. .....oouiuiin i e 77
3.3. Liczby naturalne. Poréwnywanie liczebnosci ...t 87
3.4. Liczby naturalne. Aspekty liczb....... ..o 94
3.5. Liczby naturalne. Rachowanie ...... ... .o 110
4. Stosowanie rozumowan matematycznychiliczb....................... ... 118
4.1. Stosowanie rozumowan matematycznych i liczb.
Okreslanie tego, co prawdopodobne i nieprawdopodobne .................. 118
4.2. Stosowanie rozumowan matematycznych i liczb.
Zbieranie, kodowanie i analizowaniedanych..................... ...l 123
4.3. Stosowanie rozumowan matematycznych i liczb. Catos¢ i czesci catosci . ... 128
Bibliografia. .......coiiiniiiiiii i i e i e ettt 134

W ksiazce podajemy wiele opiséw konkretnych propozycji zadan dla dzieci. Najcze-
Sciej podstawa dziatania sa klocki. Celowo opisy uproscilismy po to, by jak najbardziej wy-
eksponowac to co jest istotg zadania. Naszym celem jest wskaza¢ tresci oraz realizujace je
dziatania. Kiedy nauczyciel bedzie wiedziat o co w zadaniu chodzi z fatwoscig zaproponu-
je jego modyfikacje, wykorzystujac dostepne w przedszkolu zabawki. Umiescilismy takze
opisy zadan dla uczniow klasy pierwszej. Po pierwsze, zeby pokaza¢ zwigzek matematyki
w przedszkolu z matematyka w szkole; po drugie, by nie stawiac niepotrzebnego naszym
zdaniem progu miedzy przedszkolem a szkofa.

Do poradnika przygotowany jest Program edukacji matematycznej w przedszko-
lu dostepny na stronie www.berdo.org.
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Wstep

Ksigzka jest prezentacjg pomystu i opartej na nim koncepcji organizowania matym dzie-
ciom edukacji matematycznej na przyktadzie jednego z najbardziej podstawowych i zara-
zem abstrakcyjnych poje¢ matematycznych jakim jest liczba. W ksigzce waznych jest kilka
zatozen. Oto najwazniejsze z nich, ktére warto znac przed przystapieniem do lektury.

Tylko nauczyciel, ktéry zna i rozumie matematyke oraz wie po co jej uczy moze do-
brze prowadzi¢ swojego ucznia (ktérym moze by¢ nawet bardzo mate dziecko).

Dobry uktad tresci oraz wlasciwe stopniowanie ich trudnosci jest koniecznym wa-
runkiem do tego, by wysitek dziecka owocowat lepszym rozumieniem poznawanych po-
jec. W przeciwnym razie dziecko pokonuje przeszkody, wynikajace z braku biegtosci czy
dobrego zrozumienia poje¢, ktére powinno poznac wczesniej.

Sa pewne ogdlne, uniwersalne zasady, ktérych przestrzeganie pozwala, by proces
edukacji matematycznej przebiegat w dobrym kierunku, w tempie adekwatnym do
mozliwosci intelektualnych dziecka. Celem ich stosowania nigdy nie jest przyspieszanie
tego procesu; kluczowa jest jego jakosc.

Przytaczane konkretne rozwigzania (opisy zaje¢ w dzie¢mi) nalezy traktowac wylacz-
nie jako przyktadowe pomysty. Stuzg one zilustrowaniu tego jak dobiera¢ tresci oraz jak
je uktadag, przestrzegajac waznych naszym zdaniem regut. Dobremu zrozumieniu przez
dzieci matematyki sprzyjaja zasady, polegajace na przejsciu drogi od najbardziej pod-
stawowego etapu, kiedy to poznawane pojecia osadzone sg w realnym, bezposrednim
otoczeniu dziecka, az do najbardziej abstrakcyjnego poziomu symboli matematycz-
nych. Od konkretnych sytuacji przez poszukiwanie wspoélnych dla nich prawidtowosci
do sformutowania ogdlnego, uniwersalnego prawa matematycznego.

Naszym celem jest przede wszystkim przyblizenie nauczycielom matych dzieci tego
co jest przedmiotem matematyki. Kazdy nauczyciel, ktéry bedzie wiedziat czego i w jakim
celu uczy, bez trudu znajdzie wiele pomystéw zadan i zabaw, by doswiadczenia organizo-
wane dzieciom przyblizaty je do zrozumienia.

Nauczyciel, ktory wie, do czego zmierza, rozumie sens czynnosci, znajdzie z fatwoscia
ré6znorodne sposoby urozmaicen, aby nie nuzy¢ dzieci powtarzaniem wcigz tego sa-
mego ¢wiczenia. W pracy intelektualnej dzieci powinien by¢ jeden jasny cel wymagajacy
wysitku umystowego. Srodki dojécia do tego celu powinny by¢ jak najprostsze, aby nie
wymagaty specjalnego wysitku i odrywania uwagi od celu gtéwnego. Dlatego tak waz-
ne jest by mie¢ cel, do ktérego chcemy dziecko doprowadzié. Celem urozmaicen nie jest
zabawa, ktéra najczesciej przenosi lub rozprasza uwage. Skupienie i utrzymanie uwagi to
jedno z najwazniejszych wyzwan stojacych przed nauczycielem'. Lepiej naszym zdaniem
wyraznie podzieli¢ czas na zabawe i na nauke. W zabawie to dzieci sg ,organizatorem”
a nauczyciel jedynie podejmuje propozycje dzieci lub wrecz wytgcznie dba o ich bezpie-
czenstwo. Nauka, o jakiej piszemy w ksigzce, ma miejsce wtedy, kiedy to nauczyciel planu-
je i realizuje to co zaplanowat.

' por.L.JelefAska: Metodyka arytmetyki i geometrii w pierwszych latach nauczania, Nasza Ksiegarnia, Warszawa
1948, s.11.
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Na porannym seansie w duzej sali kinowej jest tylko kilkoro kinomanéw. W potowie
seansu przychodzi mocno spézniony widz i zamiast zajg¢ pierwsze z brzegu wolne miej-
sce przepycha sie w rzedzie, w ktérym siedzi juz kilka oséb. Robi przy tym wielkie zamie-
szanie. Na parkingu sg trzy wolne miejsca postojowe obok siebie. Przyjezdza samochéd
i kierowca parkuje poziomo tak, ze zajmuje wszystkie trzy. Inny kierowca na innym par-
kingu myli lewa noge z prawa i zamiast na pedat hamulca naciska na pedat gazu. Efekt —
kilka samochoddéw u blacharza. W telewizji emituja reportaz o pokaznej grupie klientéw,
ktérzy kupili za 8 tysiecy ztotych materac przydatny na wszystkie choroby od zwyrodnie-
nia kregostupa, przez tradzik, po zawat serca. Tymczasem taki sam materac mozna kupic
w sklepie meblowym za duzo, duzo mniej. Okazyjnie mozna tez kupié nieco tansze, bo
tylko za 2,5 tysigca ztotych, profesjonalne urzadzenie do masazu. Tez dziata na wszelkie
dolegliwosci. Kazdy z czytelnikow mégtby podac wiele, bardzo wiele podobnych sytuacji,
kiedy to ludzie wokdt nas wykazali sie ,przerwa w mysleniu”. Co jest zrédtem takich zacho-
wan cztowieka? Lenistwo intelektualne? Bylejakos¢ intelektualna? Pospiech? Powszechne
obnizenie ilorazu inteligenc;ji?

Czesto zdarza sie, ze nauczyciele zapytani o to, czego dzieci ucza sie w przedszkolu
na zajeciach z matematyki, odpowiadaja, ze ucza sie logicznie myslec. Prosimy ich wtedy,
zeby podali przykfady na to, ze dziecko nie mysli logicznie. Ze swojego punktu widze-
nia, dziecko zazwyczaj mysli logicznie. Zapytane, czy sze$¢ stoni i sze$¢ biedronek, to tyle
samo, odpowiada, ze nie - stoni jest wiecej. Po czym logicznie uzasadnia, bo stonie sa
wieksze od biedronek. W jednym z teleturniejow wystepy dzieci przedszkolnych oceniane
byty w skali od 1 do 10 punktéw, z mozliwosciag uzyskania tez potéwek punktéow. Punkty
przyznawato trzech juroréw, po czym... obliczano srednia arytmetyczna. Z tego powodu
ogo6lna wartos¢ punktéw nie zawsze byta liczba naturalna. Jedna z dziewczynek otrzymata
8,1 punktu. Prowadzacy oznajmit, ze zdobyta ,osiem i jeden”, co dziewczynka logicznie
ocenita —,czyli dziewie¢!". Dziecko w odréznieniu od dorostych w tej sytuacji wykazato sie
logicznym mysleniem.  Skoro juz przy teleturniejach jestesmy, ciekawe jest poréwna-
nie co zajmowato niegdys telewizyjng publicznos¢ a co zajmuje dzis. Od kiedy Wielka Gre
zastapita Randka w ciemno wiele sie zmienito. W sobotnie wieczory przez godzine mozna
ogladac celebrytéw skaczacych do basenu. Zreszta obserwacja tego, kto dzi$ zyskuje sta-
tus celebryty, w przeciwienstwie do tych sprzed lat, kiedy to nie byli znani tylko z tego, ze
byli znani sktania do refleksji.

Warto zastanowi¢ sie nad tym, co zrobi¢, zeby dzieci chcialy mysle¢, podejmowaty
w zyciu na miare swoich mozliwosci rozsgdne decyzje, efektywnie radzity sobie z proble-
mami. Czego Jas sie nie nauczy, tego Jan nie bedzie umiat. Dobrze by wiedza i umiejet-
nosci byly w cenie. Edukacja matematyczna szczegdlnie nadaje sie do tego, by zaja¢ sie
rozwojem intelektualnym i sprawi¢, zeby dzieci od matego lubity pokonywac trudnosci
i z ciekawoscig podejmowaty wyzwania.

Naszym celem jest przekonanie nauczyciela o tym, ze warto wiedzie¢, co sie robi na
zajeciach z matematyki, po co to sie robi, a nie tylko troska o to, by dziecko byto zajete, nie
nudzito sie, czasami by dobrze sie bawito. Ale nie ma nic gorszego dla rozwoju mysli ma-
tematycznej dziecka, jak pozwoli¢, by gromadzity sie rézne drobne, metne nieporozumie-
nia, niedomdwienia, zaniedbania, ktére w koricu skrepuja swobode mysli i odbiora pew-
nos¢ sadu?. Dla oséb o wyksztatceniu muzycznym zbedne jest wykonanie utworu: ,stysza”

2 |bidiem, s. 130.
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go patrzac na nuty. Dla oséb bez takiego wyksztatcenia dopiero odegranie melodii daje jej
rozpoznanie. Dla nauczyciela zadania powinny by¢ znang melodia — powinien panowac
nad catoscia jego rozwigzania. Jesli cos$ rozwigzujemy, to najpierw byto to zawigzane. O ile
wiemy, jak byt wezet zawigzany, o tyle fatwiej nam bedzie ten wezet rozwigza¢. Nauczyciel
powinien umie¢ zawigzywac zadania.

Dzis, podobnie jak i sto lat temu dziecko, ktére rozpoczyna sformalizowana nauke wie-
le z matematyki juz potrafi. Zna liczby, miary, ksztatty i korzysta z relacji miedzy nimi.
Dziecko nim podjdzie do przedszkola, a potem do szkoty, uczy sie matematyki w domu,
na dworze, dzi$ w duzej mierze tez przez telewizje, a jeszcze bardziej gry komputerowe.
Oczywiscie wiedza i umiejetnosci dzieci z matematyki na progu szkoty sa w duzej mierze
btedne, niekompletne. Nie jeden uczen klasy pierwszej przekonany jest o tym, ze ,ztote”
monety sg bardziej wartosciowe niz srebrne i wybierze gar$¢ monet groszowych zamiast
kilku ztotowych. Wiele dzieci sadzi, ze pienigdze maja rodzice ze sciany, ktérg proszg i Scia-
na im daje. W scianie jest bowiem bankomat, z ktérego dorosli wyptacaja pieniagdze. Wie-
le z tych sadéw wynika ze specyfiki myslenia dziecka, z myslenia konkretnego, jeszcze
przedoperacyjnego. Dla kilkulatka wody w butelce jest wiecej lub mniej, w zaleznosci, czy
dziecko patrzy na wysokos¢ stupka wody, czy na powierzchnie lustra wody.? Pojecia ma-
tematyczne, ktérymi postuguja sie przedszkolaki, a potem uczniowie w klasach poczatko-
wych, w wiekszosci maja jeszcze charakter intuicyjny. Intuicje s stopniowo przeksztatca-
ne w abstrakcyjne pojecia.

Edukacja matematyczna to nie tylko uczenie sie przez dziecko umiejetnosci i wiedzy
z matematyki. Ma ona jeszcze jedno wazne zadanie. Przyczynia sie do rozwoju poznaw-
czego i wzmacnia podstawowe umiejetnosci poznawcze, takie jak obserwacja, umiejet-
nosc¢ reprezentowania danych, interpretowania ich, analizowania i syntetyzowania, ale tez
oceniania i realizowania zaplanowanych dziatai. Pojecia matematyczne zorganizowa-
ne sg logicznie - jedne wynikaja z innych, sa nadrzedne i podrzedne, miedzy nimi s
rézne zwiazki. Dzieci rozwigzujac problemy, stosuja rézne strategie, oceniaja i weryfikuja
wyniki itp. Dzieki temu powoli staja sie odkrywcami i krytycznymi uzytkownikami wiedzy.
Matematyka juz od przedszkola powinna by¢ przedstawiana dzieciom jako proces poszu-
kiwania, proces probowania i popetniania btedéw. Ma to by¢ proces, w ktérym uzywanie
metod i budowanie rozumienia poje¢ dokonuje sie poprzez rozwigzywanie probleméw,
a nie w drodze przekazywania zorganizowanej, ograniczonej wiedzy.

Rozumienie jezyka matematyki nie jest kluczem do wszelkiej pomyslnosci, tak jak zna-
jomos¢ jezyka obcego nie przyda sie zbytnio poki siedzi sie w domu. Kiedy wyruszamy
w $wiat, sprawne postugiwanie sie jezykiem obcym daje nam swobode porozumiewania
sie z ludZzmi i poznawania ich kultury. Podobnie z matematyka, szczegélnie w czasach kie-
dy technologia tak bardzo zmienia otaczajacg rzeczywistosc.

Dzieci w wieku przedszkolnym i w mtodszym wieku szkolnym intensywnie roz-
wijaja sie zwlaszcza emocjonalnie i intelektualnie. Podczas tego etapu rozwoju ewoluujg
od postrzegania, myslenia konkretnego do zdolnosci abstrakcyjnego i sformalizowane-
go myslenia. Uczenie sie matematyki w tym wieku jest szczegdlnie powiazane z osobista
dziatalnoscia dzieci. Priorytetem sg zatem empiryczne i indukcyjne formy pozyskiwania
wiedzy, po to by pdzniej zostaty one stopniowo zastepowane sformalizowang wiedze

3 J.Piaget, B. Inhelder: Obrazy umystowe, w: Inteligencja, P. Oleron, J. Piaget, B. Inhelder, P. Greco, PWN, Warsza-

wa 1967, s. 94-97.
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i stosowaniem dedukgji. Empiryczne to znaczy przez wiasne doswiadczenie. Indukcja po-
lega na wyciagganiu wnioskdw na podstawie okreslonej liczby przypadkéw. To myslenie
od szczegé6tu do ogétu. Dziecko widzi wokot siebie rézne psy. Zauwaza, ze kazdy z tych
psow potrafi szczeka¢. Dochodzi do wniosku, ze kazdy pies szczeka. Dziecko obserwuje,
manipuluje réznymi tréjkatnymi ksztattami. Na tej podstawie poznaje whasnosci tréjkata.
Jeszcze jeden przyktad - dziecko kilka razy dodato do siebie te same liczby w réznej ko-
lejnosci. Na tej podstawie wysnuto wniosek, ze kolejnos¢ dodawania liczb nie wpltywa na
wynik. Dorosty zna to prawo jako prawo przemiennosci dodawania.

Uczenie sie matematyki przez mate dziecko jest $cisle zwigzane z tym, co dziec-
ko w danym momencie interesuje, co powoduje, ze jest w stanie na czyms$ dluzej
skoncentrowa¢ swoja uwage. Juz od przedszkola powinno by¢ powigzane z rozwija-
niem pewnych postaw i nawykéw pracy. To pomoze dziecku zdoby¢ zaufanie do wiasnych
mozliwosci, do skutecznego rozwigzania problemoéw, do tego by by¢ pomystowym i wy-
trwatym.
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1. Programowanie edukacji matematycznej

1.1. Po co uczymy sie matematyki? Cele edukacji matematyczne;j

Od czasu wprowadzenia na maturze obowigzkowego egzaminu z matematyki duzo

sie méwi o nauczaniu matematyki. Niestety powodem do tego typu dyskusji nie sa genial-
ne osiggniecia maturzystow, ale wrecz przeciwnie, ich wielkie problemy z tym przedmio-
tem. Wprowadzenie obowigzkowego egzaminu maturalnego podkreslito uznanie mate-
matyki za kluczowy przedmiot nauczania na kazdym szczeblu edukacji, od przedszkola
zaczynajac. Matematyka zastuzyta na to miano, gdyz:

przydaje sie w codziennym zyciu i funkcjonowaniu w spoleczenstwie: umiejetnosci
i wiedza z matematyki, strategie myslenia wykorzystywane przy rozwigzywaniu za-
dan przydajg sie w réznych okolicznosciach. Wiele codziennych probleméw wymaga
podstawowej wiedzy i umiejetnosci z matematyki - sg to sytuacje zwigzane z racho-
waniem, pomiarem, opisywaniem ksztattéw, organizowaniem przestrzeni, postugiwa-
niem sie pieniedzmi, zapisywaniem i interpretowaniem danych liczbowych;

ma zastosowanie w uczeniu sie innych przedmiotéw (innych zakreséw edukacji).
Wiele zakreséw matematyki rozwineto sie w odpowiedzi na potrzeby réznych dziedzi-
nie nauki i technologii, nauk spotecznych i ekonomii. Dziecko korzysta z matematyki
na réznych zajeciach, a to pozwala tez zobaczy¢ zastosowanie matematyki. Jest to pro-
ces dwukierunkowy: inne obszary nauczania moga by¢ tez dobrymi kontekstami do
wprowadzania, utrwalania réznych poje¢ matematycznych?*

zapewnia mozliwo$¢ rozwoju proceséw intelektualnych, rozwija rozumowanie induk-
cyjne i dedukcyjne, twdrcze myslenie i umiejetnosci komunikowania sie. Matematyka
wprowadza dzieci w niektére kluczowe strategie myslenia potrzebne do rozwigzywania
problemoéw i daje szanse uzycia réznego rodzaju rozumowan. Dziecko uczy sie propono-
wac rézne rozwiazania i prébuje réznych podejs¢ do probleméw. Matematyka pozwala
dziecku nauczy¢ sie skutecznych strategii rozwigzywania probleméw, ktére potencjalnie
maja zastosowanie we wszystkich obszarach dziatalnosci cztowieka®;

uczenie sie matematyki daje uczucie przyjemnosci, szczegélnie wtedy gdy dziec-
ko odczuje satysfakcje z dobrze rozwigzanego zadania, gdy zrozumie pojecie, czy
dostrzeze poszukiwany ksztatt. Matym dzieciom przyjemnos¢ sprawia sam proces
rozwigzywania probleméw. Doskonale to wida¢, gdy osiagaja wglad w rozwiazanie
zadania, rozpoznaja wzor, odkryja cos, potaczg skutecznie pojecia, gdy znajda mate-
matyczng zasade, ktéra zawsze dziata, a nawet wtedy, gdy odkryja wyjatek od reguty.
Wtedy usmiechaja sie, wyraznie wida¢, ze odczuwaja radoscs;

jest istotng i charakterystyczng forma wiedzy cztowieka, z wiasnymi koncepcjami
i zasadami, wiasnym sposobem dokonywania twierdzen, formutowania argumentéw,
uzasadniania wnioskow. Wyksztatcony cztowiek korzysta z réznych rodzajéw wiedzy
i docenia charakterystyczne sposoby rozumowania. Innego rodzaju dowodéw i argu-

D. Haylock: Mathematics Explained for Primary Teachers, SAGE, Londyn 2010, s.12.
Ibidiem, s.13.
Ibidiem s.13 - 14.
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mentéw, roznych sposobdw rozumowania wymaga wyjasnianie wydarzenia historycz-
nego, prawa fizycznego, zasady teologicznej, czy prawa w matematyce. Oczywiscie
dzieci w przedszkolu czy w szkole podstawowej nie sg w stanie wyjasnia¢ matema-
tycznych pojec¢ za pomoca formalnych dowodéw. Ale moga doswiadcza¢ wielu in-
nych charakterystycznych rodzajéw proceséw matematycznych, a nawet juz w wieku
przedszkolnym zaczynaja wykazywac i wyjasnia¢, dlaczego rézne pojecia sg zawsze
prawdziwe;

- matematyka jest réwniez znaczna czescig dziedzictwa kulturowego. Matematyka,
ktéra sie dzis postugujemy, znana juz byta w starozytnych Chinach. Nasz system licz-
bowy ma korzenie w starozytnym Egipcie, Mezopotamii i kulturze indyjskiej. Znamy
wybitnych greckich matematykdw, takich jak Pitagoras, Euklides czy Archimedes. Do-
cenianie matematyki jako przedmiotu powinno obejmowac rowniez wiedze o tym, jak
matematyka rozwijata sie w czasie, w réznych kulturach i jak te kultury przyczynity sie
do rozwoju matematyki. Angazowanie dzieci w poznawanie historii matematyki moze
zainteresowac je sama matematyka i przyczynic sie do pozytywnego nastawienia do
tego przedmiotu’.

Celem edukacji matematycznej w przedszkolu jest rozwijanie zdolnosci do pozna-
wania rzeczywistosci, stawiania hipotez, logicznego rozumowania, skutecznego wykorzy-
stania réznych strategii i procedur matematycznych, rozwigzywania réznych probleméw.

Historia matematyki pokazuje, ze cztowiek zawsze byt zainteresowany zrozumie-
niem swojego otoczenia, tworzenia relacji i wyrazania rzeczywistosci za pomoca pojec
matematycznych. Wiedza matematyczna pojawiata sie czesto wraz z potrzeba rozwigza-
nia kwestii zwigzanych z handlem, dystrybucja ziemi lub problemami architektonicznymi.
Z tego powodu pierwsza wiedza miata charakter proceduralny i byta uzyteczna do roz-
wigzywania codziennych problemoéw. W kolejnych wiekach zaczeta stuzy¢ potwierdzaniu
i generalizowaniu stosowanych procedur, rozwazata je, czynita przypuszczenia, udowad-
niata je, obalafa itp. Zatem stafa sie systemem pojec i procedur, ktére charakteryzuja sie
wysokim poziomem abstrakcji i formalizacji. Wiedza matematyczna od samego poczatku
jest jedna z najbardziej uzytkowych i wywodzi sie z potrzeby zrozumienia i opisania bez-
posrednio otaczajacego srodowiska. W podobny sposéb nastepuje rozwdj wiedzy i umie-
jetnosci matematycznej dziecka — od umiejetnosci radzenia sobie z rzeczywistymi, bliski-
mi mu problemami, zaspokajania jego potrzeb po wyabstrahowanie waznych cech pojec
i dziatania na nich - juz abstrakcyjnego i sformalizowanego. Wida¢ analogie w tym, jak
rozwijata sie matematyka jako dziedzina wiedzy i jak rozwija sie myslenie matematyczne
kazdego cztowieka. Dlatego czesto bedziemy przywotywac fakty z historii matematyki po
to, by pomogty nam zrozumie¢ jak rozwija sie myslenie matematyczne dzieci.

1.2. Co z matematyki w przedszkolu? Wybor tresci z matematyki
W ramach edukacji matematycznej dzieci ucza sie pewnej wiedzy, pewnych umiejet-

nosci, rozwijaja okreslone postawy. Nie da sie wyrdznic tresci, ktdre nastawione sg tylko
na rozwoj wiedzy, czy tylko na rozwijanie postaw. Lepiej przyja¢ podejscie catosciowe,

7 PWilliams: Independent Review of Mathematics Teaching of Early Years Setting and Primary Schools, Final
Report, DCSE, Londyn 2008, s. 62.
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czyli ze jednoczesnie dziecko przyswaja wiedze, uczy sie umiejetnosci, rozwija postawy.
Czasami pewne tresci bardziej sg powiagzane z wiedza niz umiejetnosciami, przy innych
najwazniejszy jest nacisk na rozwijanie postaw.

Z punktu widzenia rodzicow matematyka w przedszkolu i na poczatku szkoty, niewiele
ma wspdlnego z formalna matematyka, petng liczb i wzoréw. Z drugiej strony wiele czasu
i energii poswieca sie w tym okresie na dziatania, ktére maja niewielkg warto$¢ rozwojo-
wa. Doborem tresci nauczania znawcy edukacji wspierani przez media szczegdlnie inten-
sywnie zajmuja sie w okresie wielkich zmian w systemie edukacji, na przyktad wtedy, gdy
wprowadza sie nowg podstawe programowa. To wazny temat dla nauczycieli oraz dla ro-
dzicow. Czego dzieci maja sie uczy¢? Czego dzieci majg sie uczy¢ z matematyki? Liczenia?
Zapewne. Ale do ilu? Dodawania i odejmowania? Tez. A w jakim zakresie? Rozwigzywania
zadan z trescig? Czy tylko prostych, czy tez ztozonych? Geometrii? Tak, kazdy nauczyciel
wie, ze musi by¢ geometria.

Czy da sie precyzyjnie zmierzy¢ i okresli¢ w jakim zakresie dziecko w wieku kilku lat
powinno liczy¢? Czy da sie precyzyjnie okresli¢ w jakim zakresie powinno dodawac, czy
odejmowac? Mozna przeprowadzi¢ badania na ten temat. | zapewne prowadzi sie. Mozna
tez podpierac¢ sie whasnymi doswiadczeniami pracy z dzie¢mi, czy oprzec sie na tradycji
edukacyjnej, czyli tego, jak zawsze byto.

Mozna zadac pytanie: Jaki poziom umiejetnosci posiada przecietny kilkulatek? Wyni-
ki badan, ktére dadza odpowiedz na to pytanie bra¢ pod uwage programujac edukacje.
Mozna tez postawic pytanie inne: ile jest w stanie nauczyc¢ sie kilkuletnie dziecko z mate-
matyki? Powstang wtedy nieco inne programy nauczania. Takie podejscie bliskie bedzie
teorii Lwa Siemionowicza Wygotskiego na temat strefy najblizszego rozwoju.

L.S. Wygotski uczenie sie i nauczanie rozumiat jako wsp6lng aktywnos¢ dziecka i na-
uczyciela w strefie rozwoju — aktualnej i najblizszej. Strefa najblizszego i strefa aktualnego
rozwoju bazuja na pojeciu interioryzacji czyli uwewnetrzniania. Proces interioryzacji jest
stopniowy. Najpierw dorosty kontroluje i ukierunkowuje aktywnos$¢ dziecka, organizuje
efektywne strategie wspierajace rozumowanie i poszukiwanie rozwigzan. Efektem tych
dziatan jest wspdlne rozwigzywanie probleméw. Stopniowo dziecko przejmuje inicjaty-
we. Podejmuje préby samodzielnego wykonania zadania przy aktywnej obserwacji na-
uczyciela, ktéry poprawia, ukierunkowuje, dostarcza wskazéwek. Wreszcie dorosty oddaje
kontrole dziecku. Zaczyna funkcjonowac jako przychylne audytorium. Zakonczony pro-
ces interioryzacji pozwala dziecku w petni korzystac¢ z nowej umiejetnosci, stwarza nowe
mozliwosci®. Bardzo dobrze ten proces ilustruje przykfad jak dziecko uczy sie sznurowac
buty. Poczatkowo biernie przyglada sie jak sznurowadta zawigzuje dorosty. Po jakim$
czasie prébuje za nie chwyta¢, ale de facto bardziej przeszkadza niz pomaga. Stopnio-
wo, w miare ¢wiczenia to dziecko przejmuje inicjatywe, zas dorosty powoli wycofuje sie.
Jest,w odwodach”, by poméc kiedy powstanie supet. Ostatni etap, kiedy to dziecko coraz
lepiej sobie radzi, obecnos¢ dorostego sprowadza sie ogladania postepéw. Droga: 1. do-
rosty robi — dziecko obserwuje, 2. dorosty robi — dziecko pomaga, 3. dziecko robi — dorosty
pomaga, 4. dziecko robi — dorosty obserwuje, jest uniwersalna droga, charakterystyczna
nie tylko dla nauki sznurowania.

To stanowisko niejako godzi dwa postawione wczesniej pytania: jaki jest poziom wiedzy,
umiejetnosci kilkulatka? Czy i na ile nauczyciel ma wykracza¢ poza poziom dostepny dziecku?

8 E.Filipiak: Rozwijanie zdolnosci uczenia sie. Z Wygotskim i Brunerem w tle, GWP, Sopot 2012, s. 27 - 30.
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Czesto styszymy od nauczycieli opinie, ze zadanie jest za trudne dla dziecka.,Za trud-
ne’, bo ich zdaniem dziecko nie bedzie potrafito samodzielnie sobie z nim w tym mo-
mencie poradzi¢. Odpowiadamy na to: | bardzo dobrze! Zadanie powinno by¢ dla dziecka
wyzwaniem, a takim zadaniem jest zadanie trudne, a nie proste, z ktérym dziecko bez
wiekszej refleksji sobie poradzi. Rozwojowi intelektualnemu stuzy¢ bedzie zadanie trud-
ne. Rozwojowe sg sytuacje, w ktérych cztowiek odczuje, ze czegos nie potrafi i chce sie
tego nauczy¢®. Warunkiem jest odczucie - nie wiem, nie potrafie i idgce zaraz za nim prze-
konanie - chce sie dowiedzie¢, chce sie nauczyé. W takich sytuacjach nauczyciel jest po
to, by wspiera¢ dziecko, ukierunkowywac jego aktywnos¢, poméc w poszukiwaniach roz-
wigzania. W takich warunkach zajdzie proces interioryzacji. Zadanie powinno by¢ na tyle
trudne, aby dziecko przy pomocy kogos bardziej kompetentnego (nauczyciela, rodzica,
czy kolegi) poradzito sobie z nim.

Czego uczy¢ dzieci z matematyki, czyli jakie tresci powinny znalez¢ sie w programach
wychowania przedszkolnego i nauczania w klasach poczatkowych? Jakimi kryteriami kie-
rowac sie dokonujac wyboru? Mozliwosci, potrzeby dzieci z jednej strony, a z drugiej to,
co zdaniem dorostego przyda sie dziecku w codziennym funkcjonowaniu i jest potrzebne
do dalszej nauki. Przyjrzyjmy sie tak zdefiniowanym kryteriom.

Co jest potrzebne do uczenia sie matematyki w klasach starszych? Mozna prze-
analizowad¢ programy nauczania matematyki, aby sie o tym przekonad. Podstawa pro-
gramowa jest tak konstruowana, aby zapewnic¢ ciggtos¢ nauczania'. Tresci z wczesniej-
szych etapéw edukacyjnych powinny by¢ podstawa doboru tresci na kolejnych etapach.
Dobierajac wiec tresci nauczania w klasach poczatkowych trzeba sie przyjrze¢ temu, co
dzieje sie w przedszkolu, a nie na odwrét.

Co sie przyda dziecku w codziennym funkcjonowaniu? Mozna pokusi¢ sie o spo-
rzadzenie listy takich umiejetnosci i wiedzy. Ale beda to w duzej mierze spekulacje. Na
pewno potrzebna jest umiejetnos¢ dokonywania prostych obliczen pienieznych, czy ze-
garowych. Ale rzadko przydaje sie dziecku umiejetnos¢ postugiwania sie waga szalkowa.
Dzisiaj wazy sie przede wszystkim na wadze elektronicznej. Tymczasem wiemy, ze do-
$wiadczenia z waga szalkowa sg potrzebne do tego, zeby dziecko nie tylko przyblizyto
sobie pojecie ciezaru, ale tez zrozumiato pojecie réwnowaznosci. Czyli kryterium funkcjo-
nalnosci, nie moze by¢ jedynym branym pod uwage przy doborze tresci nauczania.

Jakie sa mozliwosci i potrzeby dziecka? Mozliwosci - to, cho¢ wiemy, ze wielu moze
ta teza zbulwersowag, to tez czesto tylko spekulacje. Badania prowadzone kilkadziesiat lat
temu'" jak i dzisiejsze obserwacje wskazuja na duze réznice w poziomie rozwoju dzieci. To
naturalne, ze poziom ten jest rézny. W tej réznorodnosci trzeba upatrywac szanse, a nie
zagrozenia. Tymczasem modne stajg sie hasta typu: wyréwnywanie szans rozwojowych,
dziatania naprawcze, wspomaganie rozwoju. Wiemy, ze prosto jest prowadzi¢ grupe dzie-
ci,jak po sznurku”: wszystkie dzieci uczymy tego samego, tak samo, w tym samym czasie.
Zeby tak organizowaé proces uczenia sie trzeba dzieci doprowadzi¢ do tego samego po-

° ). Piaget takie sytuacje nazywat rownowazeniem struktur poznawczych. por. J. Piaget, B. Inhelder:
Psychologia dziecka, Siedmiogréd, Wroctaw 1996, 5.112 - 114.

© Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 27 sierpnia 2012 roku w sprawie podstawy programowej
wychowania przedszkolnego oraz ksztatcenia ogélnego w poszczegdinych typach szkét (Dz.U.z 2012 r., poz.977
z pdzn.zm.).

" L. Wotoszynowa: Problemy szkolnego ,startu” dzieci w polskim zreformowanym systemie oswiaty,
,Psychologia Wychowawcza” 1977, nr 1.
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ziomu, czyli,naprawic¢” - jedne wspomaoc w rozwoju, zeby szybciej sie rozwijaty, a u innych
Lhie zauwazy¢’, ze potrzebuja wiecej, szybciej, czegos innego. Dzieci nie sg zepsute i nie
trzeba ich naprawiac.

Jakie sa zainteresowania dzieci? Gdybysmy dobierali tresci nauczania w oparciu
o to, co dzieci interesuje w tym momencie, jakie sa tu i teraz ich potrzeby, to nie mieliby-
Smy ktopotéw z motywacjg do pracy. Dzieci zaspokajatyby swoje potrzeby, odpowiadajac
na pytania, ktére same stawiaja'. Stuchanie pytan dzieci, podazanie za ich zainteresowa-
niami to dobry trop w doborze tresci. Pyta ten kto nie wie i chce sie dowiedzie¢. Zadanie
pytania $wiadczy o luce w wiedzy czy umiejetnosciach, ktérg mozna poméc dziecku za-
petnié. Tymczasem w szkole czesciej pytania zadajg nauczyciele, niz dzieci. W przedszkolu
nie obserwujemy jeszcze tak zaburzonej proporcji miedzy liczba pytan dzieci, a liczba py-
tan nauczyciela. Dziecko pyta, duzo pyta. Jest w wieku pytan. Odpowiedz na jedno pyta-
nie, czesto prowokuje kolejne. Czasami dziecko pyta dla samego zadawania pytan i nie
oczekuje, ze ktos mu na te pytania odpowie. Samo sobie odpowiada. Jezeli zas oczekuje
odpowiedzi, to usilnie to robi, nie ,odpusci”. W szkole jest inaczej. Pytania zadaje przede
wszystkim nauczyciel, podrecznik, rzadko dziecko. Jezeli nie pozwalamy dziecku pytac,
oduczamy je zadawania pytan, to jak mamy poznac jego potrzeby?

Dobierajac tresci nauczania trzeba przede wszystkim patrze¢ na potrzeby dzieci, na
ich mozliwosci, zaktadajac ogromna réznorodnos¢ poziomu rozwoju. To pozwoli uczynic
uzytecznym to czego dziecko sie uczy. Uzytecznym tu i teraz, a nie kiedys (nie wiadomo
kiedy). Trudno szesciolatkowi zrozumie¢, ze ma sie uczy¢ matematyki, bo dzieki temu zo-
stanie dobrym ekonomista i bedzie niezle zarabiato. Nie mozna tez zapominac o tym, ze
pewne doswiadczenia sg wazne z punktu widzenia rozwoju dziecka i budowania gruntu
do dalszego uczenia sie matematyki. Tak jak w przypadku doswiadczen z waga szalkowa.

To co wczesniej napisaliSmy na temat doboru tresci nauczania jest w duzej mierze
uniwersalne i dotyczy wszystkich edukacji, nie tylko matematycznej. Dobierajac tresci
z edukacji polonistycznej, czy przyrodniczej tez bierzemy pod uwage potrzeby dzieciiich
mozliwosci oraz to, ze maja by¢ podstawa do budowania kolejnych poje¢ na kolejnych
szczeblach edukacji. Sg jednak tez wazne zatozenia w doborze tresci nauczania, ktére wy-
nikaja ze specyfiki edukacji matematyczneji s dla niej bardzo charakterystyczne:

Po pierwsze: matematyka postuguje sie swoim jezykiem, ktéry pozwala reprezento-
wa¢, wyjasniac rzeczywistos¢ w rygorystyczny, precyzyjny i jednoznaczny sposéb. Stad
potrzeba aby dzieci uczyly sie podstawowych narzedzi do odczytywania, interpretacji
i tworzenia komunikatéw matematycznych, zdobywaty zdolnos¢ do przechodzenia z jed-
nego jezyka (werbalnego, graficznego czy symbolicznego) na inny.

Po drugie: matematyka ma wewnetrzng strukture, szczegélnie bogatg i spdjna.
Wszystkie jej elementy (pojecia, procedury, graficzne i symboliczne oznaczenia) sg wza-
jemnie powiazane i trudne do zrozumienia w izolacji. Dlatego konstruowanie umiejet-
nosci i wiedzy matematycznej powinno koncentrowac sie na podstawowych pojeciach
i procedurach oraz relacjach miedzy nimi.

Po trzecie: istnieja w matematyce pojecia podstawowe, na ktérych buduje sie kolej-
ne (na przyktad klasyfikowanie, rytmy, szeregowanie, liczby itp.). Uktad tresci jest bardziej

2 S. Szuman: Rozwdj pytan dziecka: badania nad rozwojem umystowosci dziecka na tle jego pytan, Nasza
Ksigegarnia Sp. Akcyjna Zwiazku Nauczycielstwa Polskiego, Warszawa 1939, s. 65-81.
S. Szuman: Dzieta wybrane, tom.1: Studia nad rozwojem psychicznym dzieci, WSiP, Warszawa 1985, s. 275.
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liniowy niz spiralny. Dziecko uczy sie liczy¢, co jest podstawa do tego, by nauczyto sie
dodawac i odejmowag, a z kolei dodawanie i odejmowanie jest podstawa dla mnozenia
i dzielenia, ktére znéw sg podstawa dla potegowania i pierwiastkowania.

Po czwarte: w matematyce wiekszos¢ podejmowanych aktywnosci wiagze sie z sytu-
acjami rozwigzywania problemoéw, dlatego niezwykle wazne sa umiejetnosci budowania
wiasnych strategii i procedur radzenia sobie z problemami.

Po piate: nalezy wprowadzi¢ jasne rozréznienie pomiedzy charakterem wiedzy mate-
matycznej (wiedza jest abstrakcyjna, sformalizowana, symboliczna), a procesem nabywa-
nia takiej wiedzy (proces ten w przypadku przedszkolaka powinien by¢ konkretny, oparty
na wiasnym dziataniu). To szczegdlnie wazny w przypadku przedszkola wymag przedsta-
wienia tresci matematycznych z punktu widzenia praktycznego doswiadczenia dzieci. Po-
zwoli to na stopniowe przechodzenie w kierunku abstrakgcji i symboliki.

1.3. Jak uczy¢ matematyki? Metody rozwijania poje¢ matematycznych

Wprowadzanie nowych tresci, uczenie dzieci réznorodnych umiejetnosci i wiedzy
z matematyki wymaga dobrego orientowania sie w procedurze uczenia sie. Tymczasem
bywa, ze procedura ta stabo jest przez nauczycieli znana. Nauczyciele znaja wiele cieka-
wych zabaw, zaje¢ dla dzieci, ktére rozwijajg orientacje w przestrzeni, uczag dodawag, czy
poréownywac liczebnosci, ale czesto nie wiedzg w jakim miejscu w procedurze uczenia
sie danag aktywnos¢ mozna dzieciom zaproponowad, tak zeby stata sie waznym ogniwem
w procesie budowania kolejnego pojecia.

Naturalny bieg mysli to: czynno$¢ - stowo - symbol matematyczny i za tym podazac
powinna metoda pracy dziecka:

- kazde dziatanie musi by¢ wyrazone konkretnie — ruchem, manipulowaniem konkretem;
- wykonane dziatanie musi by¢ opisane stowami;
- opis stowny powinien stopniowo by¢ zastepowany symbolem™.

Uczenie sie przebiega wedtug pewnej procedury. Na procedure uczenia mozna tez
spojrzec od strony mechanizmow uczenia sie.

Proces uczenia sie to interakcja miedzy uczniem a mistrzem. Dziecko nasladuje', ale
dziataja razem mistrz i uczen. Nie da sie wprowadzi¢ podziatu na tych ktérzy robig — poka-
zujg jak robic i tych, ktérzy patrza jak robi to kto inny'. Uczona umiejetnos¢ musi by¢ wielo-
krotnie powtérzona. Dziecko powtarza razem z nauczycielem - zachodzi jednocze$nie na-
$ladowanie i powtarzanie. Powtarza¢ ma to samo, ale nie za kazdym razem tak samo. Dlate-
go tak wazne jest, aby nauczyciel rozumiat, co jest istotg zadania, a nawet nie tyle zadania co
pojecia matematycznego — co jest istota klasyfikowania, liczenia, dodawania itp. Z naszych
obserwacji wynika, ze nauczyciele czesto maja z tym problem. Dlatego tak chetnie trzymaja
sie scenariuszy zajec i boja sie wyjs¢ poza to, co jest w nich opisane. Oprdcz nasladowa-
nia, powtarzania w procedurze uczenia sie musi zaistnie¢ tez nagroda. Nagroda moze mie¢
postac¢ pochwaty, a wraz z rozwojem emocjonalno — spotecznym dziecka powinna nabie-
ra¢ coraz bardziej wewnetrznego charakteru. Z czasem motywacja nabiera wewnetrznego

13 L. Jelenska: Metodyka arytmetyki i geometrii w pierwszych latach nauczania, op. cit., s. 20.

W wiecej na ten temat piszemy w Za progiem. Jak rozwija sie dziecko i jaka jest rola nauczyciela w tym
rozwoju, M. Skura, M. Lisicki, ORE, Warszawa 2011, s. 51.

5 E. Filipiak: Rozwijanie zdolnosci uczenia sie. Z Wygotskim i Brunerem w tle, GWP, op. cit., s. 46.
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charakteru, a samo rozwigzanie problemu jest nagroda. Nagradzanie, to kolejny element
procedury uczenia sie. Dodamy do niego jeszcze nasladowanie, powtarzanie. Wszystkie te
zintegrowane elementy twarzg sytuacje uczenia sie. Sa presja do uczenia sie. Wazna jest
tez ocena dziecka, czy to co robi ma sens, zaspakaja jego ciekawos¢. Zadaniem nauczyciela
jest wzbudzic te ciekawos¢. Zadania o jabtkach, ktére uktada fikcyjna mama na stole, nie za-
wsze ja wzbudzaja. Rozwigzanie problemu czy mis, ktéry miesci sie w duzym pudle zmiesci
sie tez w matym - taka ciekawo$¢ moze w naturalny sposéb rozbudzi¢.

Réwnie wazne jak to czego sie ucza dzieci (tresci) jest to jak sie ucza (procedura). Or-
ganizacja odpowiednich doswiadczen - to niezwykle wazne zagadnienie, szczegdlnie
istotne przy programowaniu edukacji matematycznej.

Zadania dla dziecka powinny by¢ wyzwaniem, prawdziwa trudnoscia, problemem do
rozwigzania. W odpowiedni sposéb przedstawione zainteresujg dzieci. Pytanie typu — jak
sadzicie, czy wiecej dzieci w naszej grupie woli lody waniliowe czy czekoladowe? - wzbu-
dzi zainteresowanie, przedszkolaki chetnie zabiora sie za sprawdzanie, jak z tymi lodami
jest. Tego typu zadanie zapewne bedzie bardziej z punktu widzenia dziecka warte rozwia-
zania, niz zagadnienie typu: Na stole s3 3 jabtka. Mama przyniosta jeszcze 2. lle jest razem
jabtek? Co przedszkolaka obchodzi jakas wydumana mamaii jej ktopoty z ustaleniem licz-
by jabtek? Tymczasem sprawdzenie, jakie lody lubig dzieci w naszej grupie, to naprawde
ciekawe zadanie. A juz od nauczyciela zalezy, w kt6ra strone i jak daleko podazy z dzie¢mi
z rozwigzaniem takiego problemu. Moze poprzestac na ustaleniu, policzeniu i okresleniu:
wiecej, mniej, tyle samo. Moze tez péjs¢ w strone utamkéw i okredli¢, ze na przyktad 9
dzieci sposrod 22 lubi czekoladowe, a 13 dzieci sposrod 22 lubi lody waniliowe. Jezeli Ja$
bedzie dostawat wczesnie wiele tego typu doswiadczen, wtedy bez trudu Janek zrozumie
w klasie 4 formalnie wprowadzane pojecie utamka. Tego typu umiejetnosci przydadza sie
tez wtedy, gdy na przyktad Jan bedzie kupowat telefon komérkowy. Czy bardziej optaca
sie kupic telefon za 1000 zt i pfaci¢ co miesigc przez 2 lata abonament 90 zI? Czy tez lepiej
zaptacic¢ za telefon 1 zt, ale przez 2 lata co miesigc ptaci¢ abonament 200 zI? Ktéra opcje
wybrac? Co sie bardziej optaca? tatwiej jest to obliczy¢ i skalkulowac, gdy dobrze sie zna
i rozumie podstawowe zaleznosci miedzy wielko$ciami: sumowanie, odejmowanie, wielo-
krotnos¢ danej wielkosci, podziat na réwne czesci, czes¢ z catosci itp.

Na lekcjach matematyki uczniowie rozwiagzuja zadania na utamki zwykte, dziesietne,
czy procenty wykonujac podobne czynnosci umystowe, co przedszkolak bawiac sie kloc-
kami. Robig to tylko na innym poziomie reprezentacji. Przedszkolak na poziomie dziatania
na przedmiotach, a uczen na poziomie dziatania na symbolach.

Stawiamy $miafg teze — nie ma w zakresie szkoly podstawowej takich tresci matema-
tycznych, ktorych nie mozna realizowa¢ w przedszkolu pod warunkiem, ze zrobimy to
na odpowiednim poziomie reprezentacji, w odpowiedni sposéb stosujac mechanizmy
uczenia sie. Nie ma tresci w edukacji matematycznej, ktére moga dziecku zaszkodzi¢. Ograni-
czanie sie do rytmdw, klasyfikowania, orientacji w przestrzeni to tak jakby na kursie gotowania
ograniczyc¢ sie do wyjasnienia kursantowi, co to jest maka, cukier, proszek do pieczenia, a nie
pokazad, jak mozna te sktadniki potaczy¢, zeby otrzymac ciasto. Dzieci dostajg doswiadczenia,
z ktérymi nie wiedza co maja zrobi¢, nie wiedza jak, gdzie i kiedy je zastosowac.

Mierzymy sie z tradycja, przyzwyczajeniami, opinia o tym, Zze dziecku nie mozna dac ni-
czego trudnego, bo zaszkodzi. Panuje niczym nie uzasadniony lek przed proponowaniem
dzieciom trudnych zadan. Pozostaje zada¢ jeszcze jedno, wazne naszym zdaniem pytanie
- po co jest nauczyciel? Ale to juz temat na inna ksiazke.
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Matematyka to sztuka myslenia. Dlatego trzeba tak zaprogramowac edukacje ma-
tematyczna w przedszkolu, a potem w szkole, zeby pobudza¢, rozwija¢ myslenie dzieci.
Dawac¢ im wiele okazji do eksperymentowania z réznymi strategiami myslenia, ktére
rzadko wystepuja w izolacji. Uczy¢ dzieci istoty poje¢ matematycznych. Nie od razu al-
gorytm zapisu utamka zwyktego, ale najpierw zrozumienie co to jest utamek. To cze$¢
catosci. Catoscig moze byc¢ tort, czy pizza ale tez catos¢ to paczka cukierkdw. Na takie
przejscie od zrozumienia istoty pojecia matematycznego do jego symbolicznego zapisu
i postugiwania sie algorytmami dziecko potrzebuje czasu. Czasu, ktdrego nie mierzy-
my w miesigcach, ale w latach. Trzeba wiec zacza¢ wczesnie, wykorzystac to, ze dziecko
najintensywniej intelektualnie rozwija sie w pierwszych latach swojego zycia. Szkoda
poswiecic te lata wytacznie na dziatania, ktére matematyke tylko przypominaja, ktére sg
matematyka tylko z nazwy.

1.4. Zasady organizowania edukacji matematycznej

Tresci z matematyki majq uktad hierarchiczny czyli liniowy. Na jednych budowane
sg inne. Nie mozna nauczy¢ sie rachowac bez wczesniejszego nauczenia sie liczenia. Licz-
by naturalne dziecko poznaje przed utamkami - najpierw jest cato$¢, a potem czes¢ tej
catosci. Wazna jest kolejnos¢ wprowadzania poje¢ matematycznych.

Dziatania matematyczne projektuj natomiast cyklicznie i spiralnie. Ta sama tres¢ be-
dzie pojawiac sie kilka razy (cyklicznie) na coraz trudniejszym, bardziej skomplikowanym
i rozbudowanym poziomie (spiralnie).

Kiedy utrwalasz znajomos¢ poje¢ matematycznych dbaj o to, aby dziatania propo-
nowane dzieciom dotyczyly kilku tresci. Trudno wyobrazi¢ sobie poznawanie liczb bez
faczenia ich z operacjami arytmetycznymi, ktére mozna wykonac w réznych sytuacjach
i dzieki ktérym dziecko zobaczy uzytecznos¢ liczb. Nie da sie pozna¢ wiasnosci figur geo-
metrycznych bez poznawania liczb i miar. Ponadto takie réznorodne podejscie budzi
w dzieciach ciekawos¢ i zainteresowanie omawianymi tematami.

Ucz dzieci poje¢ matematycznych w oparciu o ich wtasne doswiadczenia - praktycz-
ne dziatania. Dziecko powoli przechodzi od myslenia konkretnego do myslenia abstrak-
cyjnego. Nauczanie matematyki oparte gtéwnie na werbalnym przekazywaniu wiedzy
matematycznej nie bedzie efektywne.

Pojecia matematyczne, ktérymi postuguja sie przedszkolaki w wiekszosci maja jeszcze
charakter intuicyjny. Intuicje sa stopniowo przeksztatcane w abstrakcyjne pojecia. Nie
mozna utozsamiac¢ rozumienia przez dziecko matematycznego pojecia z umiejetnoscia
opowiedzenia ,0 co chodzi’, nie o wyartykutowanie pojecia chodzi na tym etapie. Naj-
pierw dziecko zaczyna rozumie¢, a dopiero potem uczy sie o tym mowic, jeszcze pdzniej
uczy sie méwic jezykiem matematyki i jej symboli.

Uczy sie tylko ten, kto jest aktywny. Wazne sa dziatanie i refleksja na temat tego, co
sie robi. Bardzo cenne sa sytuacje, w ktérych dzieci moga zadawac wiele pytan, probowac
i popetniac btedy, z ktérych wysnuwajg wnioski, jak robi¢ lepiej i skutecznie;j.

Proponuj dzieciom sytuacje, w ktérych beda rozmawiaé, wygtaszaé swoje opinie, hi-
potezy, wyjasniac¢ i debatowac na temat wynikéw. Chodzi o werbalizowanie tego co robia.
Stopniowo, w miare mozliwosci i umiejetnosci dzieci beda korzystaty z symboli matema-
tycznych. Daj ciekawe propozycje stosowania kodéw matematycznych, aby poznaty ich
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umownos¢, arbitralnos¢, uniwersalnos¢. Proces rosnacej formalizacji poje¢ matematycz-
nych wymaga znajomosci i stosowania koddw reprezentujacych coraz bardziej abstrakcyj-
ne pojecia. Kodowanie i dekodowanie prowadzi do generalizacji wiedzy matematycznej.

Uwierz, ze dzieci w przedszkolu duzo juz wiedzq i potrafia z matematyki. Nie szkodzi,
ze czasami ich wiedza i umiejetnosci sa w duzej mierze btedne, niekompletne. Twoim zada-
niem jest pomaoc dzieciom,wyprostowac” i uzupetni¢ btedne sady. Zanim zaproponujesz dzie-
ciom nowg wiedze czy umiejetnosci, sprawdz co w tym zakresie juz wiedza, czy potrafia.

Proponuj dzieciom zadania, ktore odnosza sie do otaczajacej je rzeczywistosci,
do ich potrzeb i zainteresowan. Szukaj odpowiednich sytuacji w przedszkolu, poza
przedszkolem, w poblizu dziecka. Wykorzystaj sytuacje zakupdw, wycieczek, sprzatania,
ubierania sie w szatni, przygotowywania positkdw itp. Bierz pod uwage to, ze wiedza z in-
nych obszaréw lub dziatart pomaga w edukacji matematycznej. Umiejetnosci z matema-
tyki stanowia niezbedne narzedzie do badania innych obszaréw, na przyktad przyrody,
techniki. Na zajeciach z matematyki dzieci ucza sie komunikowac, wyciaga¢ wnioski, inter-
pretowac dane, co przydaje sie do uczenia pojec z innych zakreséw edukacji.

Zdarza sie, ze dzieci traktujg zadania jak zagadki. Nawet po rozwigzaniu zadania
dziecko mowi, ze odgadto. Tymczasem w matematyce niczego sie nie odgaduje tylko roz-
wiazuje, oblicza, odpowiada na pytania.

Celem urozmaicania zaje¢ nie jest rozrywka, ale skupienie i utrzymanie uwagi. Za-
dania proponowane dzieciom powinny zachecac je do wgladu w strukture matema-
tyki i relacje w obrebie matematyki. Jezeli zaproponujesz dzieciom wycinanie z gazet
zdjec okragtych przedmiotdw, to wiekszos¢ czasu przedszkolaki poswieca na wycinanie,
co bedzie dobrym ¢wiczeniem sprawnosci manualnej. Wymaga to tez dos¢ intensywnej
koncentracji na czynnosciach motorycznych. Myslenia matematycznego przy tym niewie-
le. Lepiej, zeby dzieci w Swiecie rzeczywistym badaty geometryczne ksztatty, bedac jak
najbardziej skupionymi na mysleniu matematycznym. Mozna na przyktad zapytac¢ dzieci,
czy da sie rozegra¢ mecz pitki noznej nie okragta, ale pitka w ksztatcie kostki do gry? Naj-
pierw przewiduja, co by sie stanie, gdyby zagra¢ mecz szesScienng pitka, a potem same
sprawdzaja réznice miedzy kopaniem pitki - kuli, a kopaniem pitki — szescianu.

Szukaj przyczyn btedéw dzieci. Czy wynikajg one z braku wiedzy i umiejetnosci, czy
z zupetnie innych przyczyn, na przyktad leku, zmeczenia, nieuwagi, a moze choroby czy
ktopotéw w domu. Jezeli powodem btedoéw jest brak wiedzy lub umiejetnosci, daz do
precyzyjnego ich wskazania.

Dzieci ucza sie matematyki w rézny sposéb. Dostosuj metody nauczania do ich
mozliwosci i potrzeb. Jezeli dziecko doznaje niepowodzen zmien metody na inne, a gdy
i to nie przyniesie sukcesu poczekaj. Wré¢ do tego za jakis czas.

Nie potrzebujesz wielu pomocy do organizowania zaje¢ z matematyki. Przedmio-
ty, na ktérych dzieci dziataja powinny by¢ proste i im znane (klocki, patyczki, kamyki, kasz-
tany). Uzywaj tez specjalnie opracowanych i sprawdzonych w pracy z dzie¢mi pomocy
dydaktycznych, takich jak liczydta, czy klocki logiczne.

Nie wierz w powszechne mity na temat edukacji matematycznej. Matematyka nie jest
wyjatkowo trudnym przedmiotem. Matematyka nie jest tylko dla wybitnie madrych ludzi.
Matematyka nie jest domeng mezczyzn's. Dorosli, a wsrdd nich nauczyciele, postrzegaja
matematyke, jako trudny przedmiot i taki poglad jest spotecznie akceptowany. Matematy-

6 C.Lim: Public images of mathematics;, “Philosophy of Mathematics Education Journal’, 15 (March), 2002.
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ka rozni sie od innych przedmiotéw w szkole, gdyz zadania z matematyki sg postrzegane

jako zamkniete, a jezyk matematyki wydaje sie by¢ jezykiem bardzo technicznym, szcze-

g6towym, z niewielkim odniesieniem do Zzycia codziennego, gdyz rzadko postugujemy sie
nim w codziennych rozmowach.

Kazda wtasng mysl dzieci sa sklonne uznac za prawdziwg, tylko dlatego ze jest
ich wlasna. Obstawiajg przy swoich sadach, nie odczuwaja potrzeby przekonania sie,
a nawet nie biorg pod uwage mozliwosci obiektywnego sprawdzenia. Jedynie dyscyplina
umystowa wyrabia krytycyzm w stosunku do wtasnej pracy — wzbudza watpliwosci, dazy
do sprawdzania. Im mtodsze dziecko, tym mnigj jest krytyczne, tym mniej ma watpliwo-
$ci. Poprawianie btedéw dzieci powinno doprowadzi¢ je do powatpiewania. Watpliwosci
powstaja przez zetkniecie sie z czyjas mysla, inna niz nasza. Dlatego dzieci powinny sty-
sze¢ sady innych dzieci. Poprawianie btedéw powinno wywofa¢ potrzebe sprawdzenia
saddéw przeciwnych. Nie mozesz tego lekcewazyd¢. Ustal w rozmowie z dzie¢mi, ze trzeba
przekonac sig, jak jest naprawde. Rozwijaj u dzieci nastawienie na krytyke w stosunku do
wiasnych twierdzen'.

Podobny zestaw zasad proponowata juz w poczatkach XX wieku Ludwika Jeleriska.
Zadziwiajace jak mato stracity na aktualnosci, dlatego przytaczamy je w oryginalnym
brzmieniu':

1. Nauczyciel nie poucza, nie dowodzi, nie wyktada — dzieci samodzielnie zdobywaja po-
jecia, dazac od rzeczy do mysli.

2. Nauczyciel kieruje praca dzieci przez odpowiednio dobrane konkrety i przestrzeganie
stopniowania.

3. Nauczyciel przewiduje trudnosci ucznia i rozbija prace na kolejne etapy (...): kazda
trudnos¢ trzeba podzieli¢ na tyle czastek, na ile jest mozliwe i na ile trzeba aby je naj-
lepiej rozwigzac.

4. Nauczyciel nie zadowala sie prostowaniem stownym btedéw (...) doprowadza do ich
poprawienia przy pomocy konkretu, tak aby na miejsce wyobrazenia btednego utrwa-
lito sie prawidtowe wyobrazenie.

5. Nauczyciel dba, aby zmechanizowanie dziatania zawsze byto poprzedzone zrozumie-
niem.

6. Nauczyciel nigdy nie zada od dzieci opanowania przedmiotu w ciggu jednej pracy, nie
przedtuza jej, ale stosuje ,zasade nawrotow”.

7. W tym celu nauczyciel planuje swa prace i rozktada na dtuzszy czas ¢wiczenia, do kté-
rych ma powracac.

8. Nade wszystko nauczyciel stara sie aby na zajeciach z matematyki panowata atmosfera
swobodnej pracy.

1.5. Jezyk matematyki

Jezyk matematyki pozwala opisac wiele sytuacji i przekazac¢ informacje w zwiezty, jasny
i zrozumialy dla kazdego sposéb. Zagadnienia matematyczne powinny by¢ juz w przed-
szkolu opisywane stowami. Jezyk wzbogaca doswiadczenie, rozwija doktadno$¢ operacji
umystowych, wzbogaca zaséb stéw.

7 L. Jelefiska: Metodyka arytmetyki i geometrii w pierwszych latach nauczania, op. cit., 5.132 - 134.
' |bidiem, s. 139-140.
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Dzieci od przedszkola uczg sie nowego jezyka — jezyka matematyki. Na poczatku sto-
suja ten jezyk w praktycznych, rzeczywistych doswiadczeniach: z zabawkami, liczmanami,
klockami, monetami, przy liczeniu na palcach. Stosuja tez ten jezyk w wielu sytuacjach
zyciowych (rzeczywistych lub specjalnie zaaranzowanych), takich jak zakupy, pomiary,
wycieczki, gotowanie, zabawy na placu zabaw. Uczg sie stosowania nazw poje¢ matema-
tycznych, zaréwno formalnych jak i nieformalnych (razem, zabiera¢, tak wiele jak, taki sam
jak itp.). Wraz z rozwijaniem umiejetnosci kodowania i dekodowania poznajg symbole
wykorzystywane do reprezentowania liczb i operacji na liczbach: cyfry, znaki +, -, =. Postu-
guja sie tez rysunkami — diagramami, wykresami, piktogramami, osig liczbows itp.

Przedszkolaki ucza sie opisywac tg sama sytuacje réznymi stowami, na przyktad mozna
powiedziel ,cztery i pie¢, to dziewiec’, ,cztery plus pie¢ daje dziewied’, ,dodaje cztery do
pieciu i otrzymuje razem dziewie¢”. Dziecko nabiera przekonania, Ze mozna wyrazi¢ to
samo pojecie matematyczne réznymi stowami.

Czesto formalny jezyk matematyki jest przeszkoda w proponowaniu dzieciom
réznych doswiadczen matematycznych. Dziecko nie rozumie problemu opisanego je-
zykiem zbyt abstrakcyjnym, na przyktad Ustal, czy wiekszy procent dzieci lubi lody mali-
nowe czy waniliowe? Takie zadanie, juz na poziomie sformutowania stawia przeszkode,
uniemozliwiajaca dziecku zrozumienie. Dziecko jeszcze takim jezykiem postugiwac sie nie
potrafi. Nauczyciele bojg sie tez nazywac to co robig z dzie¢mi jezykiem formalnej mate-
matyki, uwazajac ze to dla dzieci zbyt trudne. Doskonatym przyktadem sa utamki, ktére
dziecko pozna dopiero w starszych klasach, a wiec moze lepiej w przedszkolu nie uzywac
pojecia ,potowa” czy ,Ewiartka”?

Jezyk, ktérym postuguja sie przedszkolaki jest jezykiem konkretéw, przedmiotéw; jezy-
kiem ktéry opisuje to co wida¢, co mozna wzig¢ do reki, przestawic, przesuna¢. Formalny je-
zyk matematyki to jezyk symboli i sformutowan nie pochodzacych z potocznego stownika.

PrzesledZzmy w jaki sposdb dziecko buduje swéj jezyk matematyki. Pokazemy to na
przyktadzie dodawania i odejmowania. Kilkumiesieczne dziecko ma cukierki. Dostaje od
babci jeszcze kilka cukierkéw i cieszy sie, bo cukierkéw ma duzo. Dziadek zabrat kilka cu-
kierkéw i jest juz mniej radosne, bo cukierkéw ma teraz mato. Dziecko jeszcze niczego
nie nazywa stowami, tylko po jego minie, gestach widzimy, ze zauwaza zmiane: dostatem
cukierki, jest ich duzo, zabrali mi cukierki, jest ich mato. Potem zaczyna nazywac czynnos¢
dodawania - dostatem, dotozytem, dosypatem - i wynik — mam duzo. Nazywa czynnos¢
odejmowania - zabrali mi, oddatem, wyrzucitem - i wynik — mam mato. Kiedy zaczyna
postugiwac sie nazwami liczebnikéw prébuje okredli¢ liczba dodawane, czy odejmowa-
ne obiekty, bo widzi, ze tak robig dorosli. Na poczatku podawane liczby maja niewiele
wspdlnego z konkretnga sytuacja, dziecko podaje liczby, ktére najczesciej styszato i ktére
prosto jest wymowic (jeden, dwa, cztery) oraz liczby duze, atrakcyjne dla niego (sto, tysiac,
milion). Wraz ze wzrostem umiejetnosci liczenia, prébuje samo policzy¢ dodawane i odej-
mowane obiekty. Caty czas dodawanie i odejmowanie, nazywanie tych czynnosci zwigza-
ne jest z konkretnymi przedmiotami i konkretnymi sytuacjami. To etap postugiwania sie
jezykiem konkretu, odwotujacym sie do realnych rzeczy, sytuacji tu i teraz.

Potem dziecko zaczyna postugiwac sie opisem, odwotujac sie do konkretnych sytuacji,
ale te sytuacje nie musza zdarzac sie tu i teraz. Mogty sie juz wydarzy¢, albo dziecko prze-
widuje, ze sie wydarza. Méwi na przykfad: Miatem pitke. Pitka wpadta do wody. Nie mam
juz pitki. Albo: Mam cukierki. Dam babci troche cukierkéw a dla dziadka nie bedzie juz
cukierkéw. W takich opisach dziecko postuguje sie tez pojeciami z jezyka matematyki —
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mniej, wiecej, dodaje, kilka, razem itp. Takie opisy przypominaja opis obrazka, czy historyj-
ki obrazkowej. Sg powiazane z rozwojem pamieci dziecka, sprawnoscig postugiwania sie
mysleniem przyczynowo-skutkowym. Dziecko moze sie juz postugiwac liczbami i opisem
dziatan za ich pomoca. Ten etap to etap jezyka opisu.

W szkole dzieci zaczynajg postugiwac sie jezykiem abstrakcji, symbolu, sformalizo-
wanych pojec. Takim jezykiem postuguja sie nauczyciele, takim jezykiem pisane sg pole-
cenia do zadan w podreczniku. Do opisu dodawania i odejmowania dziecko uzywa liczb,
poje¢: doda¢, odjaé; potem suma i réznica.

Dziecko w swoim rozwoju myslenia matematycznego przechodzi szczegdlnag droge
rozwoju jezyka. Najpierw jest to jezyk odwotujacy sie wprost do rzeczywistosci: opisu-
jacy realne przedmioty i to co sie z nimi dzieje. Nastepnie jest to jezyk odwotujacy sie
do doswiadczen w rzeczywistosci, ale rzeczy przewaznie sg tylko przywotywane przez
dziecko, reprezentowane przez stowa. W koncu pojawia sie jezyk abstrakgji, kiedy to nie
ma potrzeby bezposredniego odwotywania sie do rzeczy. Na przejscie tej drogi potrzeba
czasu i doswiadczen. Dlatego dziecko w wieku przedszkolnym raczej nie stosuje jezyka
abstrakgcji. Dziecko wie, ze wszystko jedno, czy doda 3 do 4, czy 4 do 3, zawsze bedzie
7, ale nie wyrecytuje jeszcze prawa przemiennosci dodawania. Tym bardziej nie zapisze
tego prawa za pomoca formuty matematycznej 3 + 4 = 4 + 3. Obserwujac dziecko i jego
dziatania, tatwo stwierdzi¢, czy rozumie to prawo, czy tez jeszcze nie. Na przykfad: ktadzie
na talerzu najpierw 4 jabtka, a potem 3 gruszki. Ustala, ze owocéw jest 7. Nastepnie kta-
dzie na talerzu 3 gruszki, a potem 4 jabtka i bez liczenia wie, ze owocéw jest tyle samo co
poprzednio — siedem.

Wazne jest tez ostuchanie sie dziecka z jezykiem matematyki. Wtasnie bardziej ostu-
chanie, niz sprawne postugiwanie sie tym jezykiem. Nie zaszkodzi przedszkolakom, jezeli
juz w sali trzylatkow na Scianie beda wisiaty kartoniki z cyframi. Dziecko oczywiscie nie
musi cyfr znad i ani tym bardziej ich odczytywac, wystarczy, ze widzi je codziennie, a jezeli
potrzebuje, pyta o nie nauczyciela.

Nauczyciel musi umiejetnie postugiwac sie jezykiem matematyki. Z jednej strony nie
powinno sie unikac okreslen charakterystycznych dla tego jezyka, a z drugiej nie utrud-
nia¢ zadania przez stosowanie zbyt abstrakcyjnego jezyka. Najwazniejsze wydaje sie — nie
wymagac od matego dziecka nazwania abstrakcyjnym jezykiem matematyki tego,
co robi. Czesto takie nazwanie jest przeszkoda w poradzeniu sobie z zadaniem. Na nazwy
przyjdzie czas.

1.6. Doktadnos¢ w matematyce

Matematyka kojarzy sie z doktadnoscia, precyzja, jednoznacznoscia. Dwa doda¢ dwa,
to cztery a nie okoto czterech. Jednak w codziennym zyciu wiele probleméw matematycz-
nych rozwigzujemy stosujac szacowanie. MOéwimy na przyktad: Przyjde za okoto godzine;
Na demonstracji byto ponad sto oséb. Bez rezygnowania z nalezytej wagi dla doktadno-
$ci, dobrze jest rozwijac u dzieci juz od przedszkola zdolno$¢ do szacowania. Szacowanie
moze by¢ najbardziej skuteczng metoda dotarcia do doktadnosci, gdy jest ona potrzebna.
Jest przydatne przed wykonaniem obliczen lub pomiaréw, jako przyblizone odpowiedzi.
Umozliwi sprawdzenie czy wynikiem operacji jest ten rzad wielkosci (na przyktad 26 + 60,
daje wynik mniej niz 90). Szacowanie jest przydatne aby oceni¢, czy wynik wydaje sie by¢
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rozsagdnym (na przyktad 3000 nie moze by¢ wynikiem 26 x 10). Szacowanie jest takze uzy-
teczne do wyboru wihasciwej jednostki miary (na przyktad, w metrach nie podaje sie wy-
miaréw ksigzki). Przyblizanie wyniku jest $cisle zwigzane z obliczeniami, rozwigzywaniem
problemow, a przede wszystkim z pojeciem miary (dtugos¢, powierzchnia, objetosé, cie-
zar). Aby szacowac¢ wyniki pomiaru i obliczeh trzeba zdoby¢ pewne umiejetnosci w za-
kresie postugiwania sie tymi pojeciami. Ponadto popetniane btedy uprawdopodobniajg
szacowanie, jezeli dziecko jest uwrazliwiane na koniecznos¢ zastanawiania sie. Dziecko
okresla jak daleko jest od drzwi do okna. Patrzy na dystans i szacuje, ze 50 krokédw. Mierzy
i wychodzi duzo mniej - 24. Kiedy kolejny raz zobaczy podobny dystans, to jego szacunki
bedg bardziej precyzyjne. Btad moze poméc w precyz;ji.

1.7. Dobre i zte tradycje (nawyki pedagogiczne)

Jedna z cech wspdtczesnego spoteczenstwa sg ciagte, szybko nastepujace zmiany.
Postep technologiczny i rosngce znaczenie medidw, poteguja uczucie, ze zyjemy w nie-
ustannie zmieniajgcym sie srodowisku. Przedszkole i szkofa nie sg od tego wolne. Sfor-
malizowane nauczanie musi sie dostosowywac do zmieniajacego sie $wiata. Dzisiaj dzieci
potrzebujg przede wszystkim nauczyc sie odbierad, przetwarzac i wytwarzac rézne infor-
macje. Ponadto wiele dziatan obejmuje aspekty techniczne, ktére nalezy zrozumie¢, aby
aktywnie uczestniczy¢ w zyciu.

Mozna zadac pytanie o to, jakie umiejetnosci i pojecia matematyczne moga by¢ uzna-
ne za potencjalnie przydatne do zaspokajania potrzeb, do dobrego funkcjonowania
w spoteczenstwie. Kluczowa wydaje sie by¢ umiejetnosé radzenia sobie z problemami.
Nie mniej istotna jest umiejetnos$¢ analizowania rzeczywistosci, rozumienia sytuacji, by
dostosowywac sie do zmieniajacych sie kontekstéw. Wazne jest tworzenie nowych pomy-
stow i wiedzy.

Mimo ze rzeczywistos¢ wokét sie zmienia, to w edukacji zbyt czesto jeszcze $lepo po-
wiela sie i kultywuje tradycje. Slepo odtwarzana tradycja zabija to, co w tradycji najcen-
niejsze, czyli wiedze o prawidtach rozwoju i szacunek dla rozwoju. Tradycja edukacyjna
to madros¢,ludowa” o tym, jak i dlaczego tak a nie inaczej rozwija sie cztowiek. Nie dzieje
sie dobrze, kiedy nauczyciel powtarza pewne czynnosci, nie wiedzac po co, dlaczego tak,
a nie inaczej robi. Nie jest dobrze, jezeli nie rozumie istoty tego, co robi, a koncentruje
sie tylko na powtarzaniu. Przypomina to tradycje Swiateczne. W prawie kazdym polskim
domu maluje sie jajka na Wielkanoc. Wiekszo$¢ ,malarzy” stabo orientuje sie w genezie
i symbolice tego zwyczaju.

Wiele z takich niezrozumiatych obrzedéw spotykamy w edukacji matematycznej. Jed-
nym z nich jest okreslanie kierunkéw na rysunku, na przyktad czy drzewo jest po prawej,
czy po lewej stronie krowy. Po co tego typu zadania? Jak czesto korzystamy z umiejetnosci
okreslania stron w przestrzeni w odniesieniu od krowy? Powie ktos, ze tego typu proble-
my sg potrzebne, bo rozwijajg umiejetnos¢ orientowania sie w przestrzeni na rysunku. To
prawda, ale zadnemu przedszkolakowi, a nawet uczniowi klas | - 1ll, taka umiejetnosc¢ nie
jest jeszcze niezbedna. Tym bardziej ze jest bardzo trudna, wymaga nie tylko przyjmowa-
nia punktu widzenia innej istoty, ale tez umiejetnosci wyobrazania sobie tego. Poza tym
mndstwo tu umodw, ktére stworzyli ludzie. Jezeli jest to trudne, niezbyt przydatne w zyciu,
to po co,katowac” dzieci (i siebie) tego typu zadaniami? Inny powszechny tradycyjny ob-
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rzed to monografia liczby naturalnej. Co najmniej przez kilka dni dzieci poznaja liczbe 1,
potem liczbe 2, kolej na liczbe 3 i tak... co najmniej do 20. Po co? Dziecko z liczbami natu-
ralnymi ma do czynienia w zasadzie od zawsze. Po co koncentrowac sie na omawianiu kaz-
dej z nich osobno? Z punktu widzenia dziecka liczby w izolacji nie wystepuja. Istota liczby
jest to, ze znajduje sie ona w towarzystwie innych liczb. Liczba 3 znajduje sie w ciggu liczb
przed 4,a po 2.Liczba 5,t04 + 1,3 + 2, czy 8 - 3. Kiedy do liczby 4 dodamy 1, to otrzymamy
liczbe 5.

Za to nie ma w przedszkolu, a potem w klasach poczatkowych szkoty podstawowej,
propozycji uczenia dzieci podstaw bardzo waznych poje¢ matematycznych. Brakuje na
przyktad doswiadczen w postugiwaniu sie okresleniami mozliwe, niemozliwe, na pewno
tak, na pewno nie, co jest podstawg nauczenia sie za kilka lat podstaw rachunku praw-
dopodobienstwa. Rézne sg powody ,dziur” w programach nauczania. Jednym z nich jest
wilasnie bardzo mocno zakorzeniona tradycja edukacyjna. Nigdy nie byto, to i teraz nie ma.
Tak z pokolenia na pokolenie nauczycieli przekazywane sa pewne wzorce metodyczne,
bez refleksji czy maja one wiekszy, czy mniejszy sens, czy sa bardziej czy mniej uzyteczne.
Analiza podstawy programowej wychowania przedszkolnego i edukacji wczesnoszkolnej
oraz powstajacych do niej programoéw i podrecznikéw, nasuwa wniosek, ze dzieciom nie
proponuje tego, co w matematyce najwazniejsze. To co mozna tam znalez¢ to taka,spe-
cjalna” matematyka. Jest ona bardzo czesto infantylna i nie stanowi dla wielu wiekszego
wyzwania, ani trudnosci. Specjalnie przygotowana, spreparowana i podzielona na
izolowane od siebie czesci matematyka niewiele ma wspélnego z rzeczywistoscia.

Tradycja edukacyjna niesie z soba tyle samo dobrego, co ztego. Warto siegac po dobre,
sprawdzone rozwigzania. Wigzanie patyczkéw w wiazki po 10 i rachowanie na nich, to
doskonaty, znany od lat sposéb uczenia dzieci orientowania sie w dziesigtkowym syste-
mie pozycyjnym. Podstawowym warunkiem tego, by takie tradycyjne rozwigzanie stuzyto
dobrej sprawie, jest jego celowe i Swiadome stosowanie.
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2. Podstawowe rozumowania matematyczne

2.1. Podstawowe rozumowania matematyczne klasyfikowanie

Jednym ze sposoboéw porzadkowania rzeczywistosci jest klasyfikowanie. Polega ono
na dostrzezeniu cechy lub cech, a nastepnie segregowaniu wedtug tej cechy lub cech kla-
syfikowanych obiektéw.

Klasyfikowa¢ mozna wedtug réznych cech. tatwiej klasyfikowa¢ wedtug cechy, ktdra wi-
dac (kolor, ksztatt, wielkos¢) niz wedtug cechy, ktérej,,nie widac” na pierwszy rzut oka, ktéra
nie jest oczywista, takich jak: przynaleznos¢, miejsce wystepowania, czy zastosowanie.

W0 kAN

klasa ,,figury foremne*

HAT A A

Istotne jest tez, w jaki sposdéb zakodowana jest cecha, ktérg bierze sie pod uwage
przy klasyfikowaniu. Jezeli obiekty klasyfikujemy ze wzgledu na kolor, to tatwiej kiedy sa
one narysowane lub po prostu lezg przed nami, niz wtedy kiedy klasyfikowane obiekty re-
prezentuja na przyktad kartoniki z nazwami tych obiektéw. Kiedy zas klasyfikujemy obiek-
ty ze wzgledu na liczbe sylab, z ktérych sktadaja sie ich nazwy, to tatwiej gdy nazwy sa
zapisane, niz wtedy kiedy na kartonikach sg ich rysunki. Sposéb kodowania moze sprzyjac¢
(utatwiac) lub utrudniac¢ klasyfikowanie.

L ¢ Ya COTLO

krél, karo, krélowa, kon pitka, parasol, pionek, pik

Nim dziecko przyjdzie do przedszkola podejmuje juz préby klasyfikowania. Segreguje
przedmioty, na przyktad na tadne i brzydkie. Potem na te, ktére przynaleza do poszcze-
g6lnych oséb. Na przyktad uktada buty: mamy osobno, taty osobno i swoje osobno. Wie,
ze do szafki z butami raczej nie wktada sie lizakéw (chyba, Ze dla zabawy), a mleko rodzice
wktadaja do lodéwki (klasyfikacja ze wzgledu na przynaleznos¢, na miejsce wystepowa-
nia). Zaczyna dostrzegac istotne cechy przedmiotéw i potrafi z pomoca dorostego upo-
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rzadkowac je wedtug cechy, ktérg wida¢, czyli koloru, ksztattu, czy wielkosci. Uczy sie tez
dobiera¢ obiekty w sensowne pary: widelec pasuje do talerza, szalik pasuje do rekawi-
czek, a lalka pasuje do wézka.

Zbieranie kolejnych doswiadczen powoduje, ze dziecko zaczyna klasyfikowac
z uwzglednieniem wiecej niz jednej cechy. Podaje brazowe misie z kokardkami, zielone
pitki w paski, czy duze lalki z kucykami. Potrafi tez te same obiekty poklasyfikowa¢ wedtug
réznych cech. Pitki segreguje na mate i duze. Potem te same pitki segreguje wedtug kolo-
ru. Potem na ciezkie i lekkie. Kazdy obiekt nalezy bowiem do kilku zbioréw, w zaleznosci
jaka ceche bierzemy pod uwage. Duzy brazowy mis$ z kokarda nalezy do zbioréw: zabaw-
ki; misie; brazowe misie; misie z kokarda; misie Kasi; misie, ktére sa w sali przedszkolnej
itd. Trudnos¢ zadania wzrasta wraz ze wzrostem liczby cech, ktére trzeba bra¢ pod uwage.
tatwiej poklasyfikowac klocki wedtug koloru, niz wedtug koloru i ksztattu jednoczesnie,
a jeszcze trudniej jednoczesnie wedtug koloru, ksztattu i wielkosci.

Klasyfikujac mozna brac¢ pod uwage ceche, ktéra obiekty posiadaja lub brak danej ce-
chy. Trudniej klasyfikowac kiedy kryterium uwzglednia negacje. Na przyktad wtedy, gdy
dziecko wybiera wszystkie klocki, ktére nie sa czerwone, czy wktada do pudetka pitki, kto-
re nie sa duze.

Tworzac kolekcje nalezy bra¢ pod uwage cechy tego samego rodzaju. Czyli, kiedy
dziecko klasyfikuje rézne przedmioty, to wyrdznia wsréd nich: mate/duze (bierze pod
uwage wielko$¢) lub zielone/czerwone/niebieskie (wazny jest kolor), czy tez te, ktére s
okragte, podtuzne, tréjkatne (wazny jest ksztatt).

Dzieci moga klasyfikowac tylko obiekty, ktére znaja: potrafig nazwac, wiedza co to jest
i do czego stuzy. Zadania dotyczace klasyfikowania koncentrujg uwage na cechach obiek-
tow, dlatego dziecko powinno umie¢ nazwac te cechy'. Dzieci postugujg sie nazwami
cech. Moze sie zdarzy¢, ze cechy nazywajg ,po swojemu’, inaczej niz dorosty.

' kier, kolor w kartach
' serce krwiodawcy

v Ja ¥ stodycze

Zawsze trzeba nazwac obiekty, ktore dzieci maja klasyfikowac, na przykiad: W pudet-
ku sa drewniane klocki, one maja rézne kolory i ksztatty. Trzeba tez nazwa¢ kazda utwo-
rzona kolekcje, stownie wyjasnic¢ dlaczego jeden obiekt pasuje do drugiego, czy wyjasnic
dlaczego ten obiekt nie pasuje do pozostatych. Warto pamietac by klasyfikowane obiekty
byly réznorodne. Dzieci moga klasyfikowac¢ klocki, zabawki, kredki, skrawki materiatu,
réznego rodzaju papiery, nakretki, kartoniki o ré6znych ksztattach itp. Im bardziej rézno-
rodny materiat do klasyfikowania, tym lepiej. W zadaniach na klasyfikowanie czesto sto-
suje sie karty do klasyfikowania. S to specjalnie przygotowane obrazki. Takie obrazki

' Przy szukaniu podobienstw i réznic miedzy obiektami w klasyfikowaniu chodzi o skoncentrowanie sie na
cechach obiektéw, a nie na zadaniach typu Znajdz réznice miedzy dwoma obrazkami. Takie zadania rozwijaja
gtdéwnie spostrzeganie, a nie umiejetnosc klasyfikowania.
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muszg by¢ tatwe do rozpoznania dla dziecka i wystepowac na kartoniku pojedynczo. Czyli
na przykfad na jednym kartoniku jest banan (i tylko banan), a na innym krowa (i tylko kro-
wa). Wyjatkiem sa obiekty, ktére zazwyczaj wystepuja w parze, czy w wiekszej liczebnosci.
Na przyktad na jednym kartoniku jest para butéw, na innym para tyzew, para skarpetek,
czy kis¢ winogron.

karty dobrze przygotowane do klasyfikacji i liczenia

VI & || ® ¥

karty zle przygotowane do klasyfikaciji i liczenia

V< SR

S 2
ol

Dorosty moze wskazac dziecku (narzuci¢) wedtug jakich cech ma posegregowac obiek-
ty, ale tez dziecko moze samo wymysli¢ sposéb porzadkowania.Trudniej jest samemu do-
strzec cechy i wedtug nich konsekwentnie porzadkowac obiekty.

Kiedy dziecko niezle juz radzi sobie z klasyfikowaniem wedtug jednej cechy oraz we-
dtug kilku cech jednoczesnie, mozna zaproponowac zadanie, w ktérym przedszkolak sam
okresla wedtug jakich cech kto$ poklasyfikowat obiekty. Na przyktad nauczyciel sta-
wia przed dzie¢mi trzy pudetka: w jednym s3a drewniane zabawki, w drugim plastikowe,
a w trzecim szmaciane. Dzieci okreslajg wedtug jakiej zasady nauczyciel posegregowat
zabawki.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Przy klasyfikowaniu mozna korzystac¢ z symboli kodujacych cechy obiektéw. Na-
uczyciel ktadzie zielony kartonik i mowi, ze w tym miejscu beda wszystkie zielone
kredki. Ktadzie czerwony kartonik i wskazuje, ze to miejsce na czerwone kredki.
Ktadzie zo6tty kartonik oznaczajacy miejsce na zétte kredki. Innym razem kfadzie
kartonik z rysunkiem kota, kartonik z rysunkiem psa i kartonik z rysunkiem kroli-
ka. Dzieci, w ktérych domach mieszkaja psy, koty lub kréliki stajag w odpowiednich
miejscach. Przy okazji powstang ciekawe problemy: gdzie maja stana¢ dzieci, ktére
mieszkaja w domu z kotem i psem, czy te ktdre nie maja ani kota, ani psa, ani kré-
lika. Mozna tez wprowadza¢ symbole oznaczajace negacje. Zielony przekreslony
kartonik oznacza ,wszystkie kolory tylko nie zielone”, przekreslony czerwony —,nie
czerwone”. Im wiecej symboli, im wiecej negacji, tym trudniejsze zadanie. Latwiej
jest tez dzieciom odczytywac symbole, niz samemu kodowac cechy obiektow.
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nie czerwone czerwone

AlTAT A HANANRA

Zadania na klasyfikowanie, w ktérych wprowadza sie symbole kodujace cechy ucza tez
dzieci korzystania z symboli, a to bardzo wazna umiejetnos¢. Jednym z aspektow liczby
naturalnej jest aspekt symboliczny. Liczbe mozna zapisa¢ okreslonym symbolem, czyli
cyfra lub cyframi. Jest to trudny symbol, gdyz swoim wizerunkiem w zadnym stopniu nie
odnosi sie do tego, co koduje. Zrozumienie istoty symbolu wymaga przejécia pewnej dro-
gi. Najpierw dziecko postuguje sie symbolem, ktéry wprost odnosi sie do tego, co koduje.
Na przykfad kartonik zielony oznacza wprost kolor zielony — Tu sg przedmioty zielone. Ten
etap pozwala zrozumiec co to jest symbol, jednoczesnie nie wymaga zapamietania wie-
lu informacji. Stopniowo dziecko poznaje kolejne symbole, ktdre staja sie coraz bardziej
abstrakcyjne. Na przyktad mata strzatka oznacza wielkos$¢ ,maty”, a duza wielkos$¢ “duzy”.
Przekreslone koto oznacza ,nie w ksztatcie kota” — w odczytaniu tego symbolu trzeba zto-
zy¢ kilka informacji: jakie to jest (w ksztalcie kota) i zaprzeczenie cechy (nie w ksztatcie
kofa). Tego typu doswiadczenia pomoga dziecku zrozumiec istote symbolu, bez ktérego
nie bedzie mozliwe postugiwanie sie symbolami abstrakcyjnymi. Jednym z takich symboli
jest cyfra, a nastepnie cate zestawy cyfr symbolizujace liczbe. W szkole uczen zaczyna po-
stugiwac sie formutami matematycznymi, czyli symbolami czynnosci, ktére mozna opisac
stownie lub za pomocg znakdéw dziatarh matematycznych i cyfr. U podstaw postugiwania
sie formufami matematycznymi lezy zrozumienie danej czynnosci, wyrazenie jej stowami
i dopiero zapisanie symbolami matematycznymi®.

Klasyfikowane obiekty warto zaznacza¢ petlami (ze sznurka, skakanki, obrysowac
kreda), a kazdy zbiér dziecko powinno nazwac.

Nie ma zadnych przeciwwskazan do tego, zeby nauczyciel przy okazji zadan na klasyfi-
kowanie uzywat okreslenia zbiér. Chodzi gtéwnie o to, zeby dzieci ostuchaly sie z tg nazwa.
Jezeli jednak nie rozumieja jeszcze tego pojecia na tyle, zeby radzi¢ sobie z zadaniami,
nauczyciel moze sie nim nie postugiwac.

Réznorodnosc stosowanych do zadan na klasyfikowanie obiektéw pozwala na rozwi-
janie u dzieci takze innych waznych umiejetnosci, na przyktad:

- postugiwania sie nazwami koloréw (kiedy na przykfad klasyfikuja kredki wedtug koloru);

- rozpoznawania i nazywania réznych ksztattéw (kiedy na przyktad klasyfikuja klocki
o réznym ksztatcie);

nazw zwierzat, pojazdéw, roslin (kiedy na przyktad klasyfikuja karty z obrazkami zwie-
rzat, pojazddw, czy roslin).

2 Wiecej o formutach matematycznych piszemy w rozdziale 3.5 Liczba naturalna. Rachowanie.
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Tego typu zadania sa tez okazja do liczenia. Zgromadzone wedtug jakiejs cechy obiek-
ty warto przelicza¢ tym bardziej, ze liczebnos¢ jest jedna z cech zbioru.

Klasyfikowanie prowadzi do uogélnien, a te do konstruowania przez dziecko pojec.
Dziecko bawi sie pitkami, je lody kulkowe, dokazuje w basenie z kulkami, lepi ze $niegu
tych doswiadczen dziecko konstruuje bardziej ogélne pojecie kula.

Klasyfikowanie to tez wyrdznianie cech charakterystycznych dla danego obiektu, takich
ktére opisuja jego istote. Te cechy to atrybuty obiektu. To wtasnie te cechy decyduja do
jakiej kategorii nalezy obiekt. Ich zmiana, powoduje zmiane przynaleznosci. Kazdy obiekt
ma tez cechy, ktére nie sg jego atrybutami. Ich zmiana nie powoduje zmiany jego istoty.
Atrybuty pozwalaja zaliczy¢ obiekt do danej kategorii?'. Czyli klasyfikowanie zwigzane jest
z rozumieniem i tworzeniem definicji poje¢ oraz odréznianiem jednych poje¢ od innych.

Klasyfikacje cztowiek wykorzystuje do konstruowania pojec. Wyrdznia cechy istotne
dla danego pojecia (analiza), jednoczesnie odréznia je od cech nieistotnych (poréwnywa-
nie). Odrywa tez cechy istotne od zmieniajgcego sie kontekstu (abstrahowanie). Wiaze je,
taczy w jedno pojecie (synteza). To pojecie nosi wiedze o catej klasie obiektéw (uogdlnia-
nie). Jakie cechy musi mie¢ zwierze, aby dziecko zaliczyto je do kategorii pséw? Musi mie¢
4 tapy, ogon, uszy i oczywiscie szczeka¢ (analiza). Ale psy sa rézne: mniejsze i wieksze,
dtuzsze i krétsze, roznie ubarwione, maja uszy w réznym ksztatcie i rézne sa tez ich ogony
(poréwnywanie). Psy moga chodzi¢ na smyczy, moga biega¢, czasami warcza, na poczatku
sa matymi szczeniakami, a potem dorastaja (abstrahowanie). Obserwujac psy, gfaszczac
je, styszac je, bawiac sie maskotkami w ksztalcie psa, stuchajac opowiesci o psach dzieci
konstruuja pojecie ,pies” (synteza).

Podczas definiowania obiektéw dzieci zwracaja uwage na cechy mato istotne, ale ta-
kie, ktore fatwo zauwazy¢. Opisujac réze mtodsze dziecko zwraca uwage na to, ze ma listki,
jest czerwona i ma jeden kwiat. Starsze rozpoznaje zaleznosci miedzy cechami oraz cechy
trudniej dostrzegalne, ale wazne: przy todydze sg spiczaste liscie, miedzy nimi sa kolce,
a ptatki kwiatéw sag zwiniete.

Pojeciamozna uporzadkowac hierarchicznie: klasa nadrzedna - zwierzeta, klasa pod-
stawowa - psy, klasa podrzedna — jamniki. Dziecku najtatwiej poruszac sie po klasie,,$rod-
kowej’, czyli w hierarchii rosliny (klasa nadrzedna) - drzewa (klasa podstawowa) - deby
(klasa podrzedna), najblizsze i zarazem najtatwiejsze bedzie pojecie,,drzewo”. Na poczatku
kazda ptynaca wode dziecko nazywa rzeka, potem odkrywa, ze rzeki majg swoje nazwy,
a tez, ze rzeki sg jednym z rodzajéw wod (oprocz rzek, sg tez morza, jeziora, oceany).

Starszy przedszkolak zaczyna juz te same przedmioty klasyfikowa¢ wedtug réznych
cech. Potrafi tez klasyfikowa¢ te same przedmioty biorac pod uwage jednoczesnie kilka
cech. Im wiecej cech jest w stanie uwzglednia¢, tym mozliwosci dziecka w klasyfikowaniu
sg wieksze. Takie zachowania dziecka swiadcza o tym, ze dostepne jest juz mu klasyfiko-
wanie na poziomie operacji konkretnych. tatwiej poklasyfikowac klocki najpierw we-
dtug koloru, potem wedtug ksztattu, a na koniec wedtug wielkosci. Trudniej najpierw we-
dtug koloru i ksztattu jednoczes$nie, potem jednoczesnie wedtug wielkosci i koloru, a na
koniec wedtug ksztattu i wielkosci.

21 R. R. Nisbett: Geografia myslenia. Dlaczego ludzie Wschodu i Zachodu myslg inaczej, Smak Stowa, Sopot
2011,s. 25.
2 por. Psychologia uczenia sie w nauczaniu poczatkowym, pod red. J. Lompscher, WSiP, Warszawa 1976, s. 57.
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Charakterystycznymi cechami operacyjnego klasyfikowania jest:

gietkos¢ rozumowania, czyli dziecko potrafi segregowac te same obiekty na wiele spo-
soboéw. Klasyfikujac te same obiekty kilka razy, za kazdym razem wedtug innej cechy,
wymysla coraz bardziej skomplikowane kryteria;

konsekwencja, czyli dziecko podejmuje decyzje, jak bedzie klasyfikowato i kieruje sie
nig, az posegreguje wszystkie obiekty;

doktadnos¢ definiowania, czyli charakteryzujac obiekty, dziecko bierze pod uwage te
cechy, ktére uwzglednito przy segregowaniu?.

W zadaniach rozwijajacych zdolnos¢ postugiwania sie rozumowaniem operacyjnym
w zakresie klasyfikowania czesto uzywa sie specjalnych kart. Na takich kartach znajdujg
sie obiekty, ktére mozna opisac r6znymi cechami. Na przyktad komplet kart moze skfada¢
sie z kartonikéw z figurami o r6znym ksztatcie (kota, kwadraty, tréjkaty, gwiazdki), o r6znej
wielkosci (mate i duze), w réznych kolorach (czerwone, zielone, zétte), w réznych dese-
niach (w kropki, paski, kratke). Taki zestaw kartonikéw mozna na rézne sposoby klasyfiko-
wac: wedtug ksztattu, potem wedtug wielkosci, nastepnie wedtug deseni.

Porzadek 1 (klasyfikacja) wedtug cechy ,wielkos¢”

duze mate
H% A <4 ® *

Porzadek 2 (klasyfikacja) wedtug cechy ,kolor”

] ]
HXx A 0*4

Porzadek 3 (klasyfikacja) wedtug cechy ,ksztatt*
| A ®

*
u * . 4.A

3 A. Szeminska: Rozwdj procesu klasyfikacji, w: Nauczanie poczatkowe matematyki, t. 1, Z. Semadeni (red.),
WSiP, Warszawa 1981.
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W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Dzieci majg misie (zbiér misidw). Do pudetka wktadajg misie z kokarda (podzbior
misiéw z kokarda).

Maja samochodziki (zbiér samochodzikéw). Do jednego pudetka wktadaja
wszystkie wyscigéwki (podzbidr wyscigéwek), do drugiego wszystkie ciezaréwki
(podzbidr ciezaréwek), do trzeciego wszystkie koparki (podzbiér koparek), a do
czwartego wszystkie osobowe (podzbiér samochodéw osobowych).

W ten sposéb dzieci uporzadkowaty wszystkie samochodziki.

Zbiory moga zawierac inne zbiory, czyli podzbiory. Taki podzbiér moze by¢ jeden i nie
naleza do niego wszystkie obiekty zbioru. Na przyktad w zbiorze kubkéw jest podzbidr
kubkéw zielonych. Kubki, ktére nie sg zielone nie naleza do podzbioru. Mozna wyrézni¢
tez kilka podzbioréw, aby rozmiesci¢ w nich wszystkie obiekty zbioru. W zbiorze kubkéw
wyrézniamy trzy podzbiory: kubki bez ucha, kubki z jednym uchem, kubki zdwoma usza-
mi. W ten sposéb mozna wszystkie kubki rozdzieli¢ do podzbioréw. Ze zbioru mozna od-
ja¢ podzbidr (lub podzbiory). Na przyktad ze zbioru kubkéw zabieramy podzbiér ,kubki
bez ucha”. Trudnos¢ zadania zalezy od liczby utworzonych podzbioréw w danym zbiorze.
Najtatwiej jest rozdziela¢ wedtug zasady: pasuje/nie pasuje do wyréznionego podzbioru.
Im wiecej podzbioréw powstaje w danym zbiorze, tym zadanie jest trudniejsze.

Tworzone zbiory i podzbiory dzieci powinny oznacza¢, na przyktad petlami ze sznurka,
szarfami, czy obrysowywac kreda. Pomoze im to zapamietac, ze podzbior jest wewnatrz
zbioru. Latwiej jest tez wtedy wskaza¢ obiekty, ktére nie naleza do podzbioru.

Warto liczy¢ obiekty w zbiorze, podzbiorze i te, ktére nie naleza do podzbioru. Do-
brze, zeby dzieci odkryly, ze liczba obiektéw w podzbiorze jest mniejsza od liczby obiek-
tow w zbiorze, a kiedy doda sie obiekty w podzbiorze i te, ktére nie nalezg do podzbioru,
to beda to wszystkie obiekty, ktére naleza do zbioru.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

W jednym koszyku dzieci majg kasztany (zbiér kasztandw), a w drugim kamyki
(zbidr kamykow).

Kasztany i kamyki wsypuja do jednego wiekszego koszyka.

Czy kasztanow i kamykow jest wiecej, czy mniej niz samych kasztanow?

Mozna dodawac do siebie zbiory (suma zbioréw). Taki nowy zbidér bedzie zawierat
wszystkie obiekty dodawanych zbioréw. Sumujemy zbidr cukierkdw i zbidr ciastek, otrzy-
mujac zbidr cukierkdw i ciastek (stodyczy)*.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Do jednej petli ze sznurka dzieci wkfadajg wszystkie samochodziki (zbior
samochodzikéw), a do drugiej wszystkie zétte zabawki (zbidr zottych zabawek).
Co zrobi¢ z z6ttg wyscigdéwka, ktéra mogtaby by¢ w obu petlach?

Mozna potaczy¢ petle, tak zeby utworzy¢ czes¢ wspdlna.

Do czesci wspdlnej dzieci wkiadaja z6ttg wyscigdwke.

2 T.Sawicki, R. Reclik, J. Nowak: Matematyka, Wyd. NOWIK, Opole 1997, s. 30.
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Zbiory moga miec¢ cze$¢ wspolna. Zawiera ona wszystkie obiekty, ktére jednoczesnie
nalezg do obu zbioréw. Jest zbiér jabtek i zbiér czerwonych owocédw. Czerwone jabtka
beda czesciag wspolnag tych zbioréw.

Dzieciom najtatwiej jest znalez¢ cze$¢ wspdlng zbiordw, ktére zostaty utworzone na pod-
stawie cech, ktére widac (kolor, ksztatt, wielko$¢). Przy tworzeniu czesci wspdlnej zbioréw dzie-
ci najpierw wyrézniaja dwa zbiory. Na przyktad do jednej petli wkiadaja zielone zabawki, a do
drugiej klocki. Co zrobi¢ z zielonym klockiem, ktéry pasuje do obu zbioréw? Nauczyciel moze
podpowiedzie¢ i tak utozy¢ petle dwdch zbiordw, zeby utworzyly cze$¢ wspdling, do ktérej
dzieci wtozg zielone klocki. Warto pamietac¢ o tym, ze tworzenie czesci wspdlnej zbioréw to
bardzo trudne zadanie dla dzieci i czesto bedzie wymagato pomocy nauczyciela.

Zbiory, ktére nie maja ani jednego wspdlnego obiektu, to zbiory roztaczne. W jednym
koszyku sa jabtka (zbiér jabtek), w drugim gruszki (zbiér gruszek). Te dwa zbiory nie maja
ani jednego wspolnego obiektu.

Zbiér moze nie zawierac ani jednego obiektu. To zbiér pusty. W koszyku byty jabtka.
Ze wszystkich jabtek mama upiekta szarlotke. W koszyku nie ma teraz jabtek. Zbior jabtek
jest pusty. Pojecie zbioru pustego jest podstawa do konstruowania pojecia liczby zero.

Nie ma zadnych przeciwwskazan do tego, zeby nauczyciel przy okazji zadan na klasy-
fikowanie uzywat okreslen podzbidr, czes¢ wspdlna zbioréw. Chodzi gtéwnie o to, zeby
dzieci ostuchaty sie z tymi nazwami. Jezeli jednak nie rozumieja jeszcze tych pojec na tyle,
zeby radzi¢ sobie z zadaniami, nauczyciel moze sie nimi nie postugiwac.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Dzieci przyniosty na dywan wszystkie przedmioty, ktére ,maja“ kota, takie
w ktorych kota mozna dostrzec. Sg wsrdd nich samochodziki, pitki okragte,
doniczka, s tez kubki (z géry wida¢ koto).

Nauczyciel pyta dzieci, jakie przedmioty by jeszcze tutaj pasowaty.

Kto$ powiedziat, ze ma w domu dywan w kétka, ktos inny powiedziat,

ze kierownica samochodu ma tez ksztatt kota.
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W klasyfikowaniu bardzo wazny jest proces rozszerzania — dzieci okreslajg, co jesz-
cze pasuje do wyrdznionego zbioru, podzbioru, czesci wspdlnej. Nierozsagdnym jest ogra-
niczanie procesu klasyfikacji do zbioru o okreslonej liczbie obiektéw, a korzystnym jest
zachecanie dzieci do rozszerzania zbioru o dodatkowe obiekty, ktére spetniajg okreslone
kryteria. Jest to zbidr wszystkich obiektédw (nie tylko tych wskazanych przez nauczyciela),
ktére spetniajg podane kryteria.

Sa tez zbiory o skonczonej liczbie obiektéw. Na przykfad zbiér sktadnikow potrzeb-
nych do przyrzadzenia nale$nikow, czy zestaw klockéw potrzebnych do zbudowania zam-
ku. Dzieci w przedszkolu powinny mie¢ mozliwos¢ tworzenia zbioréw zamknietych, przy-
gotowuje to do zrozumienia waznej cechy zbioru, jaka jest liczebnos¢. Kiedy wyrézniamy
zbiér zielonych przedmiotéw, to kazdy obiekt z tego zbioru mozemy okresli¢ cecha ,zie-
lony”. Mozna taki zbidr rozszerza¢ w zasadzie w nieskoriczonos¢. Kiedy za$ gromadzimy
sktadniki na nalesniki, to istotne jest zebranie ich wszystkich. Kiedy czegos brakuje, nie
uda sie stworzy¢ petnego zbioru. Z drugiej strony tego typu zbiér ma skornczong liczbe
obiektéw. Podobnie jest z cechg liczebnos¢. Kiedy mamy zbiér pieciu przedmiotéw, zad-
nego z nich nie okreslimy cecha ,piec¢” (tak jak bysmy mogli to zrobi¢ w wypadku zbio-
ru zielonych przedmiotéw — kazdy obiekt zbioru jest zielony), ale dopiero potaczenie ich
wszystkich daje nam ceche piec - ceche zbioru, ale nie kazdego obiektu osobno.

Jedna z najtrudniejszych cech, ale i najistotniejszych cech zbioréw, z ktérymi majg do
czynienia dzieci jest cecha liczebnos$¢. Liczba to jedno z najbardziej abstrakcyjnych poje¢
z jakim ma do czynienia cztowiek. Jak w ubiegtym stuleciu napisata L. Jeleriska: ,Nie ma
przeciez trzech stotdéw, na ktdre patrzymy, jest tylko stof, stéti stot, a my ogarniamy je my-
$l3 jako co$ zjednoczonego, jako trzy. Liczba jest to unitas mentalis unitatum multiplicjum
(jedno$¢ myslowa wielu jednosci)".

Rozumienie bardzo abstrakcyjnego pojecia liczby opiera sie na sprawnym klasyfiko-
waniu. Dziecko ma w koszyku jabtka. Wyjmuje je po kolei i za kazdym razem jabtko ozna-
cza,jeden”. Jeden, jeden, jeden, jeden... im wiecej jabtek, tym wiecej jeden”. Liczebnos¢
staje sie jedng z cech zbioru.

Dziecko wyjmuje 6 czerwonych prostokatnych klockéw. Przedmioty, ktére wyjeto
mozna opisac roznymi cechami: sg to klocki, sa one czerwone, sg duze, sa prostokatne.

Te cechy to: czerwone (kolor), duze (wielkosc), prostokatne (ksztatt), klocki (rodzaj za-
bawek). Zbiér klockéw mozna tez opisac tak: sa one potrzebne do zbudowania wiezy, jest
ich sze$¢. W ten sposodb definiujemy zbidr przez wszystkie jego obiekty. Wszystkie klocki
s potrzebne do zbudowania wiezy, wszystkich klockéw jest szes¢.

% L. Jelenska: Metodyka arytmetyki i geometrii w pierwszych latach nauczania, op. cit,, s. 10.
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To wieza z klockéw. To wieza ze wszystkich klockéw.
To szes¢ klockow.

Na poczatku przy klasyfikowaniu dziecko bierze pod uwage cechy jakosciowe (na
przyktad kolor, wielkos¢, ksztatt). Jest to podstawa do tego, by potem dokonywac klasyfi-
kowania ilosciowego w oparciu o ceche jaka jest liczebnos¢. Na przyktad dziecko potrafi
kredki poklasyfikowa¢ najpierw ze wzgledu na kolor, potem te same kredki ze wzgledu
na dtugos¢, czy na ksztatt obudowy. Ta umiejetnosc jest podstawa do tego, by potrafito
kredki rozdzieli¢ na rézne sposoby na mniejsze liczebnosci (w tym na takie same liczebno-
$ci). Jest zbiodr 10 kredek. Mozna rozdzieli¢ go na dwa podzbiory: w jednym jest 6 kredek,
w drugim 4 kredki. Potem ten sam zbiér mozna rozdzieli¢ na inne dwa podzbiory: 3 kredki
i 7 kredek, a tez na 5 kredek i 5 kredek.

Jest zbior kredek zielonych oraz zbiér kredek czerwonych. Kiedy zsumujemy te dwa
zbiory, to otrzymamy zbiér kredek zielonych i kredek czerwonych, czyli zbiér kredek
w réznych kolorach. Analogicznie — jest zbiér 4 kredek i zbidr 6 kredek, kiedy zsumujemy
te dwa zbiory, to otrzymamy zbiér bedacy sumga zbioréw 4 kredek i 6 kredek, czyli zbior
10 kredek.

Sktadanie zbioru z podzbioréw i rozktadanie zbioru na podzbiory, to podstawa uczenia
sie rachowania.

W przedszkolu, potem na poczatku szkoty podstawowej dzieci intensywnie ¢wi-
cza klasyfikowanie. Zdobyte umiejetnosci wykorzystaja potem na zajeciach z mate-
matyki, kiedy beda:

- zbierac dane, klasyfikowac je i reprezentowac w rézny sposob, po to by fatwiej byto je

przeanalizowa¢;

- klasyfikowac¢ liczby na rézne sposoby, na przyktad liczby parzyste i nieparzyste; mniej-
sze od 100 i wieksze od 100; te ktére daja sie podzieli¢ przez 3 bez reszty i te, ktére nie
daja sie podzieli¢ przez 3 bez reszty i tym podobne. W klasach starszych oprécz liczb
naturalnych dziataja tez na utamkach, liczbach catkowitych, wymiernych i niewymier-
nych;

- korzystac¢ z wiedzy o klasach nadrzednych, podstawowych i podrzednych. Jednosci
mozna zamieni¢ na dziesiatki, a dziesiagtki na setki, te zas na tysiace itd;

- klasyfikowa¢ miesigce i przyporzadkowywac je do pér roku i innych wydarzen;

- nazywa¢, opisywal, poréwnywad, klasyfikowaé wedtug réznych kryteriow ksztatty
tréjwymiarowe (szesciany, walce, kule, prostopadtosciany, stozki) oraz dwuwymiaro-
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we (kofa, trojkaty, wielokaty). W klasach starszych uczniowie klasyfikuja tez katy, czy
tamane;

klasyfikowac jednostki pomiaru (dtugos¢ mozna wyraza¢ w kilometrach, metrach, cen-
tymetrach; a wage w gramach, dekagramach, kilogramach, tonach);

klasyfikowac pienigdze na ztote i grosze, na monety i banknoty.

Doswiadczenia (zadania) rozwijajace

umiejetnosci klasyfikowania

PRZEDSZKOLE
NAZYWANIE OBIEKTOW | PODAWANIE ICH CECH, KTORE WIDAC
dzieci nazywaja obiekty i opisujg ich wyglad, to z czego sa zrobione

Dzieci majg rozne przedmioty. Nazywaja je i opisuja ich wyglad. Wymieniaja cechy,
ktére wida¢, ktére mozna poczu¢ dotykajac ich.

PRZEDSZKOLE

NAZYWANIE OBIEKTOW | PODAWANIE CECH, KTORYCH NIE WIDAC

dzieci nazywaja obiekty i opisuja je — do czego stuza, z czego sa zrobione, gdzie
sie znajduja, czyje sa

Dzieci maja rézne przedmioty. Nazywaja je i opisuja, gdzie dany przedmiot mozna
znalez¢, do czego stuzy, czyj on jest itp. Wymieniaja cechy, ktérych nie widac.

PRZEDSZKOLE
PODAWANIE CECH WSPOLNYCH ROZNYCH OBIEKTOW
dzieci szukajg cech wspdélnych dla danych obiektéw

Dzieci opisuja, w czym sg do siebie podobne dwie zabawki, na przyktad lalka i mis.
PRZEDSZKOLE

PODAWANIE CECH WSPOLNYCH OBIEKTOW NALEZACYCH DO TEJ SAMEJ KLASY (ATRYBUTOW)

dzieci szukaja cech wspdlnych obiektéw, ktdre nalezg do danej klasy.

Dzieci opisuja, w czym sg do siebie podobne dwa r6zne misie.

PRZEDSZKOLE

WSKAZYWANIE TAKICH SAMYCH OBIEKTOW

dzieci wskazuja takie same obiekty. Postuguja sie okresleniem ,taki sam jak”.

W pudetku z klockami dzieci znajdujg dwa takie same klocki.
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PRZEDSZKOLE

DOBIERANIE OBIEKTOW W PARY NA ZASADZIE PODOBIENSTWA

dzieci dobieraja obiekty w pary na zasadzie podobienstwa cech, ktére wida¢ lub
cech, ktérych nie widac¢. Moga tez dobierac obiekty w pary funkcyjne (tyzka pasuje
do kubka, bo tyzka mozna zamiesza¢ cukier w herbacie)

Dzieci maja rézne klocki. Kazde z nich szuka kolezanki lub kolegi, ktéry ma klocek
w takim samym kolorze (w takim samym ksztatcie, tej samej wielkosci; w tym
samym kolorze i w tym samym ksztatcie)

Dzieci graja w ,Piotrusia’, ukfadajg domina, mozaiki, w ktérych trzeba potaczy¢
obiekty w pary funkcyjne, na przyktad garnek i przykrywka, czy wazon i kwiat.

PRZEDSZKOLE

PORZADKOWANIE OBIEKTOW W KOLEKCJE WEDLUG JEDNEJ CECHY, KTORA WIDAC, A POTEM WEDLUG CECHY
KTOREJ NIE WIDAC

dzieci ucza sie klasyfikowac obiekty wedtug jednej cechy, na przyktad koloru, jed-
noczesnie ignorujac inne cechy (wielkos¢, ksztatt)

Dzieci porzadkuja kredki wedtug koloru (ksztattu, wielkosci).
Za kazdym razem nazywaja utworzona kolekcje.

PRZEDSZKOLE
WsKAZYWANIE OBIEKTOW, KTORE PASUJA DO DANEJ KOLEKCJI: OBIEKTY SA UPORZADKOWANE W KOLEKCJE
dzieci okreslaja, jakie obiekty pasuja jeszcze do danej kolekgji

Na dywanie leza czerwone przedmioty.
Dzieci szukaja i przynosza inne przedmioty, ktére sg czerwone (s3 okragte, maja
pokrywke, mozna nimi rysowac itp.)

PRZEDSZKOLE

WSKAZYWANIE OBIEKTOW, KTORE NIE PASUJA DO DANEJ KOLEKCJI: OBIEKTY SA UPORZADKOWANE W KOLEKCJE
dzieci okredlaja, jakie obiekty nie pasuja do danej kolekgji i ttumacza, dlaczego nie
pasuja

Nauczyciel pokazuje: pitke, kamien, patyk, lis¢, kwiatek.

Dzieci wskazuja, ktory obiekt nie pasuje do pozostatych.

Wyjasniaja, dlaczego.

Dzieci wktadaja do pudetka 5 obiektow, z ktérych cztery pasuja do siebie, a jeden
nie pasuje do pozostatych.

Zamieniajg sie pudetkami i wskazujg obiekt, ktory nie pasuje do pozostatych.
Wyjasniaja, dlaczego.

PRZEDSZKOLE

TwORZENIE CIAGOW OBIEKTOW, NA ZASADZIE DWA SASIEDNIE PASUJA DO SIEBIE

dzieci ukfadajg ciag obiektéw na zasadzie, ze dwa sasiednie do siebie pasuja. Wyja-
$niaja, dlaczego do siebie pasujg
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Dzieci uktadaja obrazki jeden obok drugiego i na ich podstawie buduja historyjke.
Dzieci uktadaja rézne domina.

|o ° ° ol R |o. o 000 ° o0 0
oo oo ° olece o olo o
PRZEDSZKOLE | SZKOLA

RozPOZNAWANIE OBIEKTU NA PODSTAWIE JEGO CECH
dzieci ucza sie wskazywac obiekty na podstawie ich opisu. W opisie podane sg waz-
ne cechy obiektu, ktére pozwalaja na jego rozpoznanie

Dzieci maja obrazki: kwiat, pitka, kot, lody, chmura, jabtko.

Nauczyciel wymienia cechy, a dzieci wskazujg obrazek z obiektem, do ktérego
te cechy pasuja. Na przykfad nauczyciel okresla: ,To jest lekkie, biate, puszyste,
zimne”.

PRZEDSZKOLE | SZKOtA
RozPOZNAWANIE OBIEKTU NA PODSTAWIE CECH, KTORYCH NIE POSIADA
dzieci uczg sie wskazywac obiekty na podstawie ich opisu, ktéry zawiera negacje

Dzieci maja obrazki: kwiat, pitka, kot, lody, chmura, jabtko.

Nauczyciel wymienia cechy, a dzieci wskazujg obrazek z obiektem, do ktérego
ten opis pasuje.

Nauczyciel opisuje:,,To nie jest kwiatem, ani zwierzeciem.

Nie mozna tego zobaczy¢ na niebie. Nie jest zimne. Nie mozna tym gra¢

"

w,dwa ognie™.

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

RozPOZNAWANIE OBIEKTU NA PODSTAWIE JEGO DEFINICJI

dzieci ucza sie rozpoznawac obiekty na podstawie ich opisu, ktéry moze zawie-
ra¢ zardbwno cechy, ktére ten obiekt posiada, jak i cechy ktérych nie posiada. Ktory
zawiera opis atrybutow tego obiektu, ale tez cech drugorzednych. Dzieci zbieraja
doswiadczenia, ktére pozwolg im samym definiowad rézne pojecia

Dzieci rozwigzuja rézne zagadki.
PRZEDSZKOLE | SZKOLA
DEFINIOWANIE OBIEKTU Z UWZGLEDNIENIEM DWOCH CECH

dzieci dokonuja syntezy dwéch cech

Dzieci uzupetniaja tabele, skonstruowane podobnie do ponizszej
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PRZEDSZKOLE | SZKOLA

TWORZENIE ZBIOROW ZAMKNIETYCH

dzieci tworza zbidr obiektéw, ktéry jest zdefiniowany przez wszystkie nalezace do
niego obiekty. Tworzg zbiory zamkniete

Dzieci maja zbudowac zamek. Nim to zrobiga, wkfadajg do pudetka wszystkie
rzeczy, ktére beda do tego potrzebne.

Wymieniaja (nazywaja) te rzeczy. Buduja zamek.

Nauczyciel wykorzystuje rézne okazje do zdefiniowania zbioru obiektéw
potrzebnych do wykonania konkretnych czynnosci.

PRZEDSZKOLE | SZKOtA

OKRESLANIE ATRYBUTOW OBIEKTOW | CECH SPECYFICZNYCH DLA DANEGO OBIEKTU

dzieci uczg sie okresla¢ cechy stanowigce istote danego obiektu (atrybuty) i cechy,
ktére ma jaki$ konkretny obiekt

Dzieci okreslaja jakie cechy maja wszystkie koty.

A jakie cechy ma konkretny kot, na przyktad kot Asi.

Na tablicy dzieci wieszaja zdjecia swoich kotéw i okreslaja, czym te koty sie od
siebie réznig a w czym sg podobne.

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

PORZADKOWANIE TYCH SAMYCH OBIEKTOW W KOLEKCJE ZA KAZDYM RAZEM WEDLUG INNEJ CECHY

dzieci zbierajg doswiadczenia w segregowaniu tych samych obiektéw wedtug réz-
nych cech. Podstawg jest dostrzezenie w obiektach wielosci cech oraz zauwazenie
tego, ze zgromadzone obiekty sa podobne (r6znig sie) pod wzgledem réznych cech

Dzieci porzadkuja skrawki materiatu wedtug koloru, potem te same skrawki wedtug
wielkosci, a na koniec jeszcze wedtug tego, co mozna z danego materiatu zrobic.

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

WYRGOZNIANIE PODZBIOROW W PODANYM ZBIORZE, W TYM Z ZASTOSOWANIEM NEGACJI

dzieci ucza sie wyréznia¢ w zbiorze podzbiér (podzbiory) wedtug podanej cechy.
Nazywaja zbior i podzbidr. Wskazujg tez obiekty, ktore nie nalezg do podzbioru

Dzieci do jednej duzej petli wktadajg wszystkie kredki. To zbidr kredek.

Do mniejszej petli wktadaja wszystkie zielone kredki (mata petla znajduje sie
wewnatrz wiekszej).

To podzbidr zielonych kredek.

Dzieci do jednej duzej petli wkfadaja wszystkie misie. To zbiér misidw.

Do mniejszej petli wktadaja wszystkie misie, ktore nie majg kokardy (mata petla
znajduje sie wewnatrz wiekszej). To podzbiér misiéw bez kokardy.

Dzieci w jednej duzej petli ustawiajg wszystkie kubki. To zbidr kubkow.

Teraz te kubki porzadkuja do trzech mniejszych petli (ktére sa wewnatrz wiekszej): do
jednej kubki bez ucha, do drugiej z jednym uchem, a do trzeciej zdwoma uszami.
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PRZEDSZKOLE | SZKOLA

WYROZNIANIE PODZBIOROW W PODANYM ZBIORZE WEDLUG ROZNYCH CECH

dzieci wyrdzniajg w zbiorze podzbiory wedtug podanej cechy. Ucza sie, ze w danym
zbiorze mozna wyrézni¢ podzbiory na rézne sposoby, czyli wedtug réznych cech

Dzieci wkfadaja do petli ze sznurka r6zne zabawki. W petli sa zabawki.

Najpierw szukaja zabawek, ktore majg kota. Wszystkie je wktadaja do jednej
mniejszej petli, a pozostate do drugiej mniejszej petli (mniejsze petle znajduja sie
wewnatrz wiekszej).

Wskazuja zabawki, ktére maja kofa i zabawki, ktére nie maja kot.

Z powrotem wszystkie zabawki wktadaja do jednej duzej petli.

Teraz szukaja zabawek, ktére sa pluszakami i wktadaja je do jednej petli, pozostate
do drugiej petli. Wskazujg pluszaki i nie pluszaki.

Znowu wszystkie zabawki wktadajg do jednej petli. Jeszcze raz segregujg zabawki:
do jednej mniejszej petli wktadaja zabawki, ktérymi mozna bawi¢ sie w wodzie,

a do drugiej te, ktérymi raczej w wodzie nie mozna sie bawic.

Kiedy nabieraja wprawy same decyduja, jak mozna uporzadkowac zabawki.

PRZEDSZKOLE | SZKOtA

PostuGIwANIE SIE POJECIAMI: ,WSZYSTKIE, NIE WSZYSTKIE, NIEKTORE”

dzieci nabieraja wprawy w rozumieniu i stosowaniu okreslen ,wszystkie, nie wszyst-
kie, niektore”

Nauczyciel ktadzie przed dzie¢mi r6zne przedmioty.

Dzieci oceniaja, czy prawda jest, ze: wszystkie te zabawki sg zo6tte; nie wszystkie
misie s3 rézowe; nie wszystkie samochody maja kota; niektére lalki maja czerwone
sukienki itp.

PRZEDSZKOLE | SZKOLA
OKRESLANIE WEDLUG JAKICH CECH POKLASYFIKOWANE SA OBIEKTY
dzieci uczg sie okresla¢ wedtug jakich cech poklasyfikowane zostaty obiekty

Zgromadzone sa rézne zabawki.

Nauczyciel do jednego pudetka wktada metalowy dzwonek, metalowy
samochodzik;

do drugiego szmaciang lalke i szmacianego misia;

do trzeciego drewniang lalke, drewniany samochodzik i drewniany dzwonek.
Dzieci okreslaja wedtug jakich cech nauczyciel poklasyfikowat zabawki.
Nazywaja kazda utworzong kolekcje.

PRZEDSZKOLE | SZKOtA

TWORZENIE CZESCI WSPOLNEJ ZBIOROW

najpierw dzieci tworza dwa zbiory, a potem szukaja obiektéw, ktére naleza jedno-
czesnie do obu zbioréw (sa czescig wspdlna tych zbioréw)
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W jednej petli ze sznurka dzieci gromadza czerwone zabawki, a w drugiej misie.
Okazuje sig, ze czerwony mis pasuje do jednej, jak i do drugiej kolekgji.
Nauczyciel pomaga potaczyc¢ obie petle, tak aby utworzyc¢ czes¢ wspdlna.

W tej wspdlnej czesci umieszczajg czerwonego misia.

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

TWORZENIE ROZNYCH KOLEKCJI | SZUKANIE POWIAZAN MIEDZY NIMI

dzieci tworza rézne kolekcje z tych samych obiektow

Obiekty umieszczaja na siatce, tak zeby faczyly sie ze sobg danymi cechami w kaz-
dym rzedzie i w kazdej kolumnie. W klasyfikowaniu obiektéw z pomoca siatki
stopniowo mozna zwiekszac sie¢, w ktdrej dzieci beda umieszczaty klasyfikowane
obiekty (tatwa jest siatka 3 okienka na 3 okienka, im wiecej okienek, tym zadanie
trudniejsze).

Nim dzieci zaczng klasyfikowac warto zapytac, ile potrzebuja obrazkéw, aby zapet-
ni¢ wszystkie okienka.

Dzieci umieszczajg obrazki (banan, zétta kredka, czerwone jabtko, czerwona
kredka, zielone winogrona, zielona kredka) na siatce tak, zeby miaty wspdlna
ceche w kazdym rzedzie i w kazdej kolumnie.

Wyjasniaja, dlaczego tak utozyty obrazki.

Obrazki mozna utozy¢ na przyktad tak: w gérnym rzedzie sa owoce, w dolnym
kredki, w pierwszej kolumnie zétte obiekty, w drugiej czerwone, a w trzeciej
zielone?®.

% por. M. Hejny, J. Stazakova: Investigating Mathematical Reasoning and Decision Making in: Mathematical
Understanding 5-11: A Practical Guide to Creative Communication in Primary Maths, A. Cockburn (red.), SAGE,
Londyn 2007.
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PRZEDSZKOLE | SZKOtA

PostuGiwANIE SIE PRZY KLASYFIKOWANIU SYMBOLAMI KODUJACYMI CECHY OBIEKTOW

dzieci ucza sie odczytywac i zapisywac cechy obiektéw za pomoca prostych
symboli.

Nauczyciel umawia sie z dzie¢mi jak beda kodowac rézne cechy. Moze zacza¢ od
koloru. Pokazuje symbol, ktéry oznacza kolor zielony “. Dzieci wyjmujg wszystkie
zielone klocki. Pokazuje symbol, ktéry oznacza ksztatt — kota O, dzieci wyjmuja
teraz wszystkie klocki w ksztatcie kota. Pokazuje symbol, ktéry oznacza wielkos¢
—duzy 1, dzieci wyjmujg wszystkie duze klocki. Potem zestawia cechy, dzieci
wyszukuja odpowiednie klocki, na przyktad: WA (czerwone trojkatne),

1 [ (mate kwadratowe).

Mozna tez kodowac inne cechy obiektow, na przyktad szerokos¢, ciezar, smak.
Dzieci za pomoca kartonikéw z odpowiednimi/symbolami same koduja cechy
obiektéw.

Dzieci postuguja sie negacjami cech, na przyktad symbol J oznacza wszystkie
tylko nie zielone.

SymboI,A/ oznacza wszystkie tylko nie trojkatne.

Kiedy dzieci nabiorg wprawy mozna taczyc¢ ze soba kilka cech, w tym negacje.
Dzieci do pudetka wktadaja wszystkie klocki, ktére sa O’, czyli okragte i nie
niebieskie.

Jakie klocki pozostaty poza pudetkiem?

Oczywiscie niebieskie, ktdre nie sg okragte.

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

ZMIENIANIE CECH OBIEKTOW WEDLUG PODANYCH ZASAD

dzieci ucza sie definiowad obiekty, ktére réznig sie pewnymi cechami od innych
obiektéw, przy zachowaniu pozostatych cech

W parach dzieci bawia sie w ,fabryke zmian”.

Najpierw w fabryce zmienia sie tylko kolor klockéw.

Jedno dziecko wktada do pudetka klocek, a drugie zamienia ten klocek na klocek
w innym kolorze, zachowujac jego ksztatt i wielkos¢.

W fabryce mozna zmieniac ksztatt klockdw (przy zachowaniu koloru i wielkosci),
albo wielkos¢ (przy zachowaniu koloru i ksztattu).

Potem mozna zmienia¢ dwie cechy, na przykfad wielkos¢ i kolor (przy zachowaniu
ksztattu).

PRZEDSZKOLE | SZKOtA

SZUKANIE RELACJI MIEDZY KLASAMI A LICZEBNOSCIAMI

dzieci ucza sie rozumienia relacji dodawania czesci i tworzenia catosci oraz relacji
odejmowania czesci od catosci
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Dzieci majg w pudetku drewniane czerwone i zielone klocki.

Jezeli wyjma wszystkie czerwone klocki, to czy w pudetku zostang jakie$ klocki?
Sprawdzaja.

Z powrotem wktadaja czerwone klocki do pudetka. Jezeli wyjma wszystkie zielone
klocki, to czy w pudetku zostana jakie$ klocki? Sprawdzaja.

Z powrotem wktadaja zielone klocki do pudetka. Jezeli wyjma z pudetka wszystkie
drewniane klocki, to czy w pudetku zostana jakies klocki? Sprawdzaja.

Z powrotem wktadaja klocki do pudetka. Ktérych klockéw jest wiecej w pudetku:
czerwonych czy zielonych? Sprawdzaja.

Ktorych klockéw jest wiecej: drewnianych czy czerwonych? Sprawdzaja?.

2.2. Podstawowe rozumowania matematyczne
rytmy, algorytmy i analogie

Jednym ze sposobow porzadkowania rzeczywistosci jest rytm. To wszelka regularna
powtarzalnos¢ w czasie lub w przestrzeni. Dostrzeganie rytmu, jego odtwarzanie, konty-
nuowanie, przektadanie z jednej reprezentacji na druga jest waznym typem myslenia.

Rytm pozwala orientowac sie w czasie, dostrzegac czasowy wymiar wydarzen, rozwi-
jac progresywne rozumienie czasu, zwtaszcza swiadomos¢, ze istnieje seria wydarzen wy-
stepujacych w porzadku czasowym.

Rytmy sg wazne w zyciu cztowieka. Regulujg jego codzienne funkcjonowanie. Sg to
miedzy innymi rytmy biologiczne. Najtatwiejszy do dostrzezenia i dotyczacy kazdego
cztowieka jest rytm wyznaczany przez dni i noce oraz zwigzane z nimi okresy snu i czu-
wania.

Mate dzieci rytmicznie powtarzaja gtoski i sylaby (ba ba ba ba ...) z wyrazng przyjem-
noscia. Taka mowa najczesciej nie stuzy porozumiewaniu sie. Jest to mowa egocentryczna,
w przeciwienstwie do mowy uspotecznionej, ktérg cztowiek przekazuje swoje mysli czy
informacje, zadaje pytania czy odpowiada na nie?. Wraz z rozwojem mowy powtarzanie
sylab czy stéw zastepuja rymowanki, ktére takze maja rytmiczna organizacje. Przedszkola-
ki uwielbiajg hustac sie na hustawce czy bawic¢ rytmicznie uderzajac bebenek.

Dobre zrozumienie zasad porzadku rytmicznego pomaga dziecku w zrozumieniu po-
je¢ matematycznych, w tym pojecia liczby naturalnej, operacji na liczbach, dziesigtkowe-
go systemu pozycyjnego, systemu miar.  Sg one podstawg do zrozumienia w przyszto-
$ci tak skomplikowanych regut jakimi sa algorytmy, czy szerzej algebra.

Rytmicznie uporzadkowana rzeczywisto$¢ pozwala przewidywac, co sie wydarzy, co
bedzie dalej. Przewidywalnos¢ ktérg umozliwia rytmiczna organizacja daje dziecku po-
czucie bezpieczenstwa. Kazdym rytmem rzadzi zasada, sposéb zorganizowania. Powt6-
rzenia s fundamentem procesu uczenia sie, im co$ czesciej i regularniej sie powtarza, tym
lepiej. Ma to takze niebagatelne znaczenie dla proceséw zapamietywania.

Na to, ze rytm reguluje tez proces uczenia sie zwraca uwage Jerome Seymour Bruner.
Cztowiek w swoim otoczeniu rozpoznaje powtarzajace sie prawidtowosci i reaguje na nie

2 por. J. Piaget: The Child’s Conception of Number, W. W. Norton & Company, Nowy Jork 1965, rozdz. VII.
% M. Karwowska-Struczyk: Rozmowa dzieci w wieku przedszkolnym, WSiP, Warszawa 1982, s. 48.
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swoim dziataniem?. Dostrzezenie, a nastepnie zrozumienie tych zasad bedzie niezwykle
przydatne dla zrozumienia czym jest algorytm.

Algorytm jest schematem postepowania, ciggiem czynnosci (operacji), ktérego ko-
lejne kroki sa wykonalne i prowadza do wyniku. Operacje w algorytmie s3 jednoznaczne.
Na przykfad algorytm dodawania pisemnego sktada sie z ciagu jednoznacznych opera-
¢ji i w kazdym przypadku daje taki sam wynik. Algorytmy sa wazne, szeroko stosowane
w matematyce. Przede wszystkim ufatwiajg zycie — wszystkie przepisy to algorytmy, za-
réwno te w kuchni jak i wszelkie inne procedury.

Nie mozna jednak w uczeniu matematyki ograniczac sie do podawania uczniom goto-
wych algorytmoéw. Algorytm jest po to, by utatwia¢ wykonywanie operacji matematycz-
nych, jego stosowanie ma stac sie rutyna. Jednak tylko wtedy ma on sens, gdy rzeczywiscie
bedzie funkcjonowat w dziataniach ucznia, ktéry bedzie rozumiat jego istote i znat jego za-
stosowanie. Jezeli dziecku poda sie algorytmy tylko w postaci regut, to nie beda one funk-
cjonowaly tak jak nalezy. W takiej sytuacji bedzie mieszato r6zne algorytmy, na przyktad
bedzie prébowato obliczy¢ pole trapezu stosujac wzér na pole trojkata. Z podobnga ale
réwnie nieskuteczng, bo nie opartg na rozumieniu dziatania algorytmu sytuacjg mozemy
miec¢ do czynienia, kiedy to poczatkujacy kucharz prébuje zastapic¢ proszek do pieczenia
drozdzami, liczac na to, ze otrzyma babke drozdzowa zamiast piaskowej. Niestety zmiana
nie jest taka prosta i wymaga wiedzy albo nowego, innego algorytmu postepowania.

Algorytmy s3a automatyzmami, umozliwiaja automatyzowanie czynnosci. Tak jak
w przypadku kazdego zautomatyzowania, bedzie ono uzyteczne jezeli dziecko samo od-
kryje mechanizm. Chociaz jest to czasochtonne i pracochtonne, to sie optaca. Jezeli potrak-
towac algorytmy szerzej, petnig one niezwykle wazna role w zyciu cztowieka. Poczawszy
od zasad ruchu drogowego, na rytuatach religijnych skoriczywszy. Reguty i zasady wspot-
zycia miedzy ludzmi pozwalaja funkcjonowadé w mniejszej lub wiekszej spotecznosci, w ja-
kiej wiekszo$¢ ludzi spedza zycie.

Analogia jest pewnym rodzajem ustalania podobienstwa. Obiekty podobne zgadzaja
sie ze sobg pod pewnymi wzgledami. Prostokat jest analogiem prostopadtoscianu. Rela-
cje miedzy bokami prostokata sg podobne do relacji miedzy scianami prostopadtoscianu.
Kazdy bok prostokata jest rownolegty do jednego z bokéw i prostopadty do pozostatych
bokéw :: kazda sciana prostopadtoscianu jest réwnolegta do jednej ze $cian i prostopadta
do pozostatych $cian®.

Wspotczesnie w logice analogia rozumiana jest jako zwigzek, ktérego istota jest po-
dobienstwo relacji zachodzacych miedzy elementami obiektéw, struktur lub uktadow.
Z podobienstwa pewnych cech dwdéch przedmiotéw wnioskuje sie o podobienstwie ich
pozostatych cech. Czesto traktuje sie analogie jako szczegélny przypadek rozumowania
indukcyjnego, czyli przebiegajacego od szczegé6tu do ogétu®'.

Klasyczne rozumienie pojecia analogii wigze sie z rozumieniem zasady réwnosci dwdch
proporcji a— b :: c - x, gdzie a, b, c to znane wyrazy proporgji, za$ x to wyraz nieznany:

dzien - noc :: biaty — x
odpowiednio a bedzie dniem, b - nocg, ¢ - biatym. Dzieki zastosowaniu analogii mozna
ustali¢ x.

2 por. J. S. Bruner: Poza dostarczone informacje, PWN, Warszawa 1978.
3 G.Polya: Jak rozwigzac¢? PWN, Warszawa 1964, s. 61.
31 A. Jurkowski: Rozumowanie przez analogie u dzieci w wieku szkolnym, PWN 1967, s. 5.
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Wykorzystujac analogie do rozwiazania problemu trzeba dostrzec podobienstwo
sytuacji problemowej do innej znanej sytuacji, ktorej rozwigzanie juz znamy. Uruchamia-
ny proces myslowy polega na adaptowaniu znanego, stosowanego wczesniej schematu
rozwigzania, w nowy, adekwatny do sytuacji sposob. Pierwszym etapem i warunkiem ko-
niecznym pojawienia sie wszystkich innych etapéw wnioskowania przez analogie jest do-
strzezenie zwiazku analogii. Zeby zostat rozpoznany zwiagzek analogii miedzy obiektami
lub zjawiskami trzeba przede wszystkim rozpoznac relacje miedzy elementami danych
obiektéw lub miedzy faktami danych zjawisk. Spostrzegamy dany obiekt lub zjawisko wy-
odrebniajac pewne elementy lub fakty pozostajace w pewnych relacjach. Proces identy-
fikowania relacji w dwu obiektach lub zjawiskach prowadzi do ustalenia podobienstwa
- odpowiedniosci. Jesli okreslona relacja zostanie zidentyfikowana w jednym obiekcie,
to powinna tez zosta¢ zidentyfikowana odpowiadajaca jej podobna relacja w obrebie
drugiego obiektu. To droga do tego by zastosowac znane (wyuczone) rozwigzanie w no-
wej sytuacji. W podobny (analogiczny) sposéb, dzieci ktére poznaty wzory (algorytmy) na
przyktad na obliczenie pola powierzchni ztozonej figury geometrycznej i zrozumiaty go,
beda potrafity obliczy¢ pole powierzchni dowolnie skomplikowanej figury dzieki zasto-
sowaniu analogii wtasnie. To bardzo wazny, ale i bardzo trudny sposéb myslenia, a jego
poczatki mozna juz obserwowaé w rozumowaniach dostepnych przedszkolakom takich
jak: klasyfikowanie, rozumienie serii czy rytmoéw. W szkole, to wiasnie zastosowanie algo-
rytmoéw wymaga w najwiekszym stopniu umiejetnosci postugiwania sie mysleniem przez
analogie.

Analogia czesto postugujemy sie w zyciu codziennym, kiedy na przyktad przewidu-
jemy zachowania, czy przebieg zjawisk. Wnioskowanie to wystepuje w wielu sytuacjach
zycia zawodowego, spotecznego, politycznego. Analogia postugujemy sie w codziennej
mowie, a tez w literaturze, czy rozprawach naukowych®?, Uzywamy czesto mglistych, nie-
petnych, niezupetnie okreslonych analogii. Ale analogia moze mie¢ tez matematyczna
precyzje.

Whnioskowanie przez analogie dostarcza bardziej lub mniej prawdopodobnych przy-
puszczen, ktére doswiadczenie i $cislejsze rozumowanie potwierdzi lub nie.

W zadaniach na analogie dziecko uzupetnia brakujacy, czwarty element, gdy znane sa
pozostate elementy odpowiadajacych sobie par. W obrebie jednej z par znana jest rela-
cja, ktdrej rozpoznanie ma zasadnicze znaczenie dla ustalenia tej relacji w drugiej parze
a przez to ustalenie brakujacego ogniwa.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Dzieci majg mafg i duza pitke. Po jednej stronie linii ktadg mata pitke, a po drugiej
duza. Nauczyciel daje dzieciom: matego misia, duzego misia, maty samochdéd, duza
lalke. Wskazuje na dwie strony linii i opisuje: Tutaj lezy mata pitka. Tutaj lezy duza
pitka. Tutaj ktade matego misia (ktadzie po tej samej stronie linii, po ktérej lezy mata
pitka). Co bedzie pasowato tutaj (wskazuje miejsce pod duza pitka). Dlaczego?*.

32 Q. Polya: Jak rozwigzac¢? PWN, Warszawa 1964, s. 61 - 62.

3 por. M. Skura, M. Lisicki (red.): Myslenie matematyczne. Zabawy i zadania dla mfodszych przedszkolakéw.
Liczenie i rachowanie. Cechy wielkosciowe i poréwnywanie wielkosci. Myslenie przyczynowo-skutkowe
i rozwigzywanie problemoéw, DR Josef Raabe Spotka Wydawnicza Sp. z 0.0., Warszawa 2014, s. 39-40.
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Ktdry rysunek pasuje? Dlaczego?

- T . A

Czesto w zadaniach na myslenie przez analogie dzieci moga ustali¢ nie jedna rela-

cje miedzy obiektami, ale pewien ich zbiér. Ustanowienie zwiazku analogii polega
na wskazaniu wybranej, jednej relacji, ktéra bedzie miata zastosowanie w drugiej parze
obiektow.

44

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Dzieci maja czerwone kofto i zielone koto.

Zielone ktada po jednej a czerwone po drugiej stronie linii.

Nauczyciel daje dzieciom: czerwony tréjkat, zielony kwadrat, z6tte koto, niebieski
tréjkat. Pod czerwonym kotem ktadzie czerwony tréjkat i pyta sie dzieci, co ma
potozy¢ pod zielonym kotem (pokazuje gdzie). Dlaczego?

W pierwszej parze elementy sa podobne pod wzgledem ksztattu (to sa kota)

i koloru (zielone).

Dziecko po obejrzeniu elementéw, ktére ma do dyspozycji wybiera ceche kolor,
ignorujac ceche ksztatt (czerwone koto - zielone koto :: czerwony tréjkat - zielony
kwadrat).

Ktoéra figura pasuje? Dlaczego?

<

A
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Uwzgledniane relacje maja r6zny stopien trudnosci. tatwa jest relacja przeciwien-
stwa, na przykfad krotki — dtugi, maty - duzy, ciezki - lekki, czy wysoki — niski. Wczesnie
tez dziecko jest w stanie ustalac relacje obiekt — cecha (na przyktad trawa -zielona :: ston-
ko — zétte) albo czynnos¢ - obiekt (na przykfad zamiatac — szczotka :: prasowac - zelaz-
ko). Znacznie trudniejsze dla dziecka bedg relacje oparte na tozsamosci (Polska — Polak ::
Hiszpania — Hiszpan), na stopniowaniu (wysoki — wyzszy :: niski — nizszy), na stosunkach
przestrzennych (na pudetku - na stole :: pod pudetkiem - pod stotem), na stosunkach cza-
sowych (godzina — 60 minut :: kwadrans — 15 minut), czy przyczynowosci (deszcz - katuze
i $nieg — zaspy) albo nadrzednosci (drzewo - dab :: kwiat -— tulipan).®*

Dziecko w wieku przedszkolnym, a takze w miodszym wieku szkolnym, moze nie
by¢ w stanie zrozumie¢ w petni relacji w zwigzku analogii. Dlatego nie potrafi precyzyjnie
wyjasni¢, dlaczego jeden obiekt pasuje do drugiego. Zalezy to w znacznym stopniu od
liczby i rodzaju doswiadczen jezykowych. Sposéb okreslania stosunkdéw relacji i rozumie-
nie zwrotéw okreslajacych te relacje sg u dzieci chwiejne®. Dopiero w stadium operacji
formalnych?¢ dziecko w mniejszym stopniu,dziata na oslep”, stara sie odkry¢ ogdlng zasa-
de danego typu zadania przez stawianie hipotez i ich weryfikacje. Gdy zasada zostaje od-
kryta, dziecko moze, poprzez dedukcje, ustali¢ ogdélne warunki, jakim powinno odpowia-
dac rozwigzanie w danym typie zadan. Kazde konkretne zadanie ujmuje jako szczegéiny
przypadek ogdlnego typu zadan®. Uogédlnienie zjawia sie czesto nagle, jest nieuchwyt-
ne, trudne do wystowienia (przezycie ,ahal”).

Przedszkolak przechodzi od jednej mysli do drugiej na zasadzie intuicyjnie ujmowa-
nych powigzan. Analogia oznacza tu pierwotng forme rozumowania®. Najlepiej widac to
w wyjasnianiu przez dzieci w wieku przedszkolnym zjawisk przyrodniczych. Przypisuja
$wiatu posiadanie ,duszy’, lalkom i innym przedmiotom zywotnos$¢. Nazywamy to ani-
mizmem. Tak zachowuja sie dzieci w wieku od 2 do nawet 6 lat. Dla dziecka w tym wieku
wszystko na swiecie jest przez kogo$ wykonane lub wykonywane. Uwazaja, ze ludzie sa
odpowiedzialni za wszystkie zdarzenia. Jest to artyficjalizm. Animizm i artyficjalizm wy-
nikaja z przenoszenia znanych stosunkéw z najblizszego otoczenia dziecka na nieznane
stosunki panujgce w przyrodzie®. Czyli tutaj tez dopatrze¢ sie mozna analogii.

Rozumowanie przez analogie jest struktura operacyjna, ktérej wystepowanie ob-
serwuje sie od poczatku stadium operacji konkretnych. Jest tego samego rodzaju struktu-
rg operacyjna co klasyfikacja i seriacja®.

Dostrzeganie rytméw, opisywanie ich, kontynuowanie, uzupetnianie luk w rytmach
daje podstawe do tego, by przewidywac ciagi pewnych operacji co jest podstawg zrozu-
mienia czym jest algorytm.

Utozenie obok siebie kilkunastu zielonych klockéw i zapewnienie, ze dalej klocki beda
ukfadane tak samo, pozwala przewidzie¢ jakiego koloru bedzie na przyktad 89 klocek.
Jezeli zasadg jest, ze w kazdym pudetku jest 12 czekoladek, to mozna by¢ pewnym, ze
w czterdziestym drugim pudetku jest 12 czekoladek.

3 A. Jurkowski, Rozumowanie przez analogie u dzieci w wieku szkolnym, op. cit.

3 op.cit,s. 116-117.

3% Czyli wedtug teorii J. Piageta od 12 - 13. roku zycia.

37 A. Jurkowski, Rozumowanie przez analogie u dzieci w wieku szkolnym, PWN 1967.
% op.cit, s. 33.

3 op.cit, s. 34.

4 op.cit, s. 46.
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Pojecia matematyczne maja charakter operatywny. Dzieci uczg sie kodowac i sche-
matyzowac, ucza sie wykonywania tancuchéw operacji, ktére maja doprowadzic je do roz-
wigzania problemu. W rzedzie stojg kwadratowe stoty. Przy kazdym stole siadajg 4 osoby.
tatwo obliczy¢, ile 0séb usigdzie przy 8 stotach. Wystarczy pomnozy¢ 8 razy 4. Wiadomo
tez, ile 0s6b usiadzie przy 100 takich stotach - 100 razy 4, czyli 400. W tym przypadku dzia-
ta algorytm a x 4, gdzie a oznacza liczbe stotéw, natomiast 4 to liczba 0séb, ktére siedza
przy kazdym stole.

Kwadratowe stoty sa zsuniete. Sprawdzamy teraz, ile os6b moze usigs¢, kiedy stoty
ustawimy inaczej — zsuwamy wszystkie stoty ,w jeden dtugi st6t”. Po dwéch stronach kaz-
dego stotu usigdg 2 osoby i na obu koricach s jeszcze dwa miejsca, dwie dodatkowe
osoby. Jezeli jest zsunietych 8 stotdw, to moze przy nich usig$¢ 18 oséb. Zgodnie z algo-
rytmem a x 2 + 2, gdzie a oznacza liczbe stotéw, a x 2 to liczba 0séb, ktdre usiada po prze-
ciwnych stronach stotéw, natomiast + 2, to dwie osoby, ktére usigdg jeszcze na koncach
ciagu stotéw.

Rytm skfada sie z ogniw. Ogniwo to powtarzajaca sie sekwencja elementéw.

Jezeli ogniwem rytmu jest uktad elementow Itdevk,
to rytm prezentuje si¢ Nastepujaco: I'tee 1y 1Yy

Rytm, ktéry dziecko ma odtwarza¢ czy kontynuowaé powinien by¢ utozony z co naj-
mniej trzech ogniw. Dopiero kilkukrotna prezentacja ogniwa gwarantuje, ze dziecko do-
strzeze rytmiczna organizacje.

W réznych wymiarach mozna dostrzec regularnosci geometryczne:

liniowym, czyli powtarzalnos¢ dotyczy sekwencji elementéw ustawionych w szeregu
(korale, kartoniki o réznych ksztattach ustawione jeden obok drugiego);
powierzchniowym, czyli powtarzalno$¢ dotyczy sekwencji elementéw utozonych na
ptaskiej powierzchni (mozaiki na podtodze, wzory na ptytkach tazienkowych, rabatki
kwiatéw),

przestrzennym, czyli powtarzalno$¢ dotyczy sekwencji elementéw ustawionych
w przestrzeni trojwymiarowej (rzedy krzeset na widowni, uformowane zywoptoty)*'.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Kazdy rytm dzieci powinny opisac (przeczytac, tak jak widza).

W rézny sposéb moga opisac ten sam rytm, bioragc pod uwage rézne cechy: kolor
lub wielkos¢ albo tez ksztatt.

Prezentowany rytm mozna opisa¢ w taki sposéb: niebieski, czerwony, niebieski,
czerwony, niebieski, czerwony lub duzy, maty, duzy, maty, duzy, maty lub tez
kwadrat, tréjkat, kwadrat, tréjkat, kwadrat, trojkat. Warto pokazywac dzieciom
réznorodnos¢ opisu tego samego rytmu.

B A B o B A B A B A

4 por. E. Swoboda: Przestrzen, regularnosci geometryczne i ksztatty w uczeniu sie i nauczaniu dzieci,
Wydawnictwo Uniwersytetu Rzeszowskiego, Rzeszéw 2006.
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Rytmy moga by¢ numeryczne (tworzone przez liczby) i nienumeryczne (tworzone
przez dzwigki, kolory, ksztatty, sekwencje ruchéw itp.).

W rytmie o trudnosci stanowi:

- konstrukcja ogniwa: trudnos¢ rytmu zalezy od tego, z ilu i jakich elementéw utozone
jest jego ogniwo. Najtatwiejszy jest rytm o ogniwie A (czyli rytm AAA). Oto inne typy
rytméw z uwzglednieniem narastania trudnosci

OGNIWO RYTM
AB AB AB AB AB
ABC ABC ABC ABC
ABCD ABCD ABCD ABCD
AAB AAB AAB AAB
AABB AABB AABB AABB
AABBCC AABBCC AABBCC AABBCC

- tworzywo rytmu: rytm mozna widzie¢, stysze¢ lub odczuwac przez ruch ciata. Do ryt-
mu ktéry wida¢ mozna w kazdym momencie wrdcic, nie trzeba go zapamietywac. Zas
rytm z dzwiekdéw czy z ruchéw ciafa jest ulotny, dostepny tylko wtedy, gdy jest po-
dawany. Wynika z tego, ze najtatwiejszy do opisywania, kontynuowania, przektadania
z jednej reprezentacji na druga jest rytm, ktory wida¢;

- kod w jakim rytm jest pokazany: trzeba znac i rozumie¢ kod, w ktérym prezentowany
jest rytm. Jesli osoba ma ktopot z odczytaniem kodu, to niemozliwe jest dostrzezenie
rytmu. Oto pewien rytm: | @ |}l BN B :¢: 55. Zeby rozpoznac i kontynuowac ten
rytm, trzeba znac kod, czyli wiedzie¢ jakich krajow sg te flagi oraz wiedzie¢ na jakich
kontynentach lezg te kraje. A co to za rytm?

Doswiadczenia (zadania) rozwijajace
w zakresie dostrzegania, odtwarzania i kontynuowania rytmow

PRZEDSZKOLE
Odwzorowywanie rytmu, ktéry wida¢
dzieci uktadaja przedmioty tak samo jak nauczyciel, odczytuja utozony rytm

Dzieci odwzorowuja rytm, ktéry z pluszakéw utozyt nauczyciel.

PRZEDSZKOLE
Kontynuowanie rytmu, ktéry widac
dzieci ukfadajg przedmioty tak samo jak nauczyciel, uktadaja dalej, czyli kontynuuja rytm

Dzieci odwzorowujg, a potem kontynuujg rytm, ktéry z lalek i misiéw utozyt
nauczyciel.
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PRZEDSZKOLE
Odtwarzanie i kontynuowanie rytmu, ktéry stycha¢ lub ktéry mozna pokazac

ruchem

Dzieci odtwarzaja i kontynuuja rytm, ktory zagrat na bebenku nauczyciel.
Dzieci odtwarzaja i kontynuuja uktad ruchoéw, ktéry pokazat nauczyciel.

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

Przektadanie rytmu z jednej reprezentacji na inna

dzieci zamieniaja obiekty, z ktérych zbudowany jest rytm, zachowujac przy tym
jego konstrukcje

Nauczyciel uktada rytm z kotek: 000 660 666
Dzieci uktadaja tak samo kotka, a potem zamieniajg kazde czerwone kétko na
kwadrat, a kazde niebieskie kétko na trojkat

0000006006006 00
HE EEAEBREBAERR

Nauczyciel ukfada z klockéw w réznych kolorach prosty rytm.
Dzieci ten rytm koduja odpowiednimi kolorami na chodniczku.

HA HA EHA EHA

Nauczyciel uktada rytm z klockéw, dzieci wystukuja ten rytm na bebenku.

PRZEDSZKOLE | SZKOtA
Odtwarzanie i kontynuowanie rytmu na ptaszczyznie
dzieci uczg sie dostrzegac regularnosci geometryczne na powierzchni

42 por.M.Lisicki, M. Skura: Matematyka w dziataniu. Metody wprowadzania poje¢ matematycznych — scenariusze
zaje¢, WSiP, Warszawa 2015, rozdz. I.
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Nauczyciel na siatce (na przyktad 10x10) koloruje rytmicznie kolejne okienka (na
przyktad zielony, czerwony, niebieski).

Dzieci koloruja tak samo, a potem w ten sam sposéb kolorujg pozostate okienka
na siatce.

Nauczyciel moze zapytac:

ile jest wszystkich czerwonych kwadratéow?

Ile jest czerwonych kwadratow w jednym rzedzie?

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

Uzupetnianie brakujacych elementéw rytmu

dzieci ucza sie uzupetnia¢ brakujace elementy rytmu. Przy tego typu zadaniach
trzebaszczegdlnie pamietac o stopniowaniutrudnosci. Uktadac rytmy zaczynajac od
tych najmniej skomplikowanych. Na poczatku nie nalezy tworzy¢ luk w pierwszym
ogniwie rytmu

Nauczyciel uktada z kasztandw, krazkéw i lisci rytm.

Nastepnie usuwa z niego kilka elementéw, tak zeby dzieci nie widziaty, z ktérych
miejsc je zabrat.

Dzieci uzupetniaja rytm.

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

Uktadanie rytmow o takiej samej strukturze

dzieci ucza sie dostrzegac strukture rytmu i na tej podstawie tworzy¢ rytmy
analogiczne
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Nauczyciel uktada z kredek rytm.
Dzieci maja utozy¢ podobny rytm z kartonikéw o réznym ksztatcie.

D N W N N IR IR IR R N N IR
HEEARNEBAREBAREA

D U W N I U I I U I R
N HARENEANRN

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

Uktadanie rytmow liniowych w réznych kierunkach

dzieci uczg sie ukfadac rytmy nie tylko od strony lewej do prawej (czyli w kierunku,
w ktérym w naszej kulturze czyta sie i pisze, a tez zapisuje formuty matematyczne),
ale tez w réznych innych kierunkach. Uczg sie, ze istote rytmu tworzy porzadek
utozenia elementéw, a nie kierunek utozenia

Nauczyciel ukfada rytm: od prawej do lewej strony; od lewej do prawej;
z gory na dot; z dotu na gére.
Dzieci odtwarzaja i kontynuuja rytm.

SZKOtLA

Korzystanie z zasad, ktére rzadza rytmem, po to by przewidywac porzadek
elementow

dzieci ucza sie korzystac z whasciwosci rytmu

Dzieci maja klocki lub kolorowe kartoniki, a nauczyciel ma kulki i cylinder.

Nauczyciel uktada przed sobga kulki w rytmie: czerwona, zielona, zétta, czerwona,
zielona, zotta, czerwona, zielona, zétta.

Dzieci uktadaja taki sam rytm ze swoich klockéw lub kartonikéw.

Nauczyciel wrzuca po kolei kulki do cylindra. Pyta dzieci: Jakiego koloru kulka wypadnie
pierwsza z cylindra? (pokazuje dno cylindra) Jaka bedzie nastepna? A nastepna?

Jezeli dzieci majg z tym ktopot, moga skorzystac ze swoich klockéw: kulki byty utozone
kolorami w takiej kolejnosci, jak klocki.

Kiedy dzieci radza sobie z tym zadaniem nauczyciel przekreca cylinder o 90 stopni.
Dzieci okredlaja, jakiego koloru kulka wypadnie pierwsza z cylindra?

Jaka bedzie nastepna? A nastepna?

Potem przekreca cylinder o 180 stopni, 0 360 stopni, kilka razy o 360 stopni.
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PRZEDSZKOLE | SZKOtA

Dostrzeganie i kontynuowanie regularnosci w uktadzie cyklicznym

dzieci ucza sie dostrzegac i korzystac z rytmu, ktérego elementy utozone sg po
okregu

Nauczyciel siedzi z dzie¢mi w kregu. Nauczyciel uktada po okregu kartoniki
w dwoch kolorach, powstaje prosty rytm (ogniwo dwuelementowe)
Dzieci uktadaja taki sam ukfad na przyktad z kolorowych kartonikéw.
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52

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

Dostrzeganie i kontynuowanie regularnosci w ukfadzie cyklicznym

dzieci ucza sie dostrzegac i korzystac¢ z rytmu, ktérego elementy utozone sg po
okregu

Nauczyciel rysuje na tablicy koto, ktére dzieli na czesci
Stopniowo wypetnia kolejne czesci kota, kolorami utozonymi rytmicznie

A
P

Dzieci maja podobnie przygotowane kartki, na ktérych sa podzielone kofa;
analogicznie je koloruja.

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

Dostrzeganie i kontynuowanie regularnosci w ukfadzie cyklicznym

dzieci ucza sie dostrzegac i korzystac¢ z rytmu, ktérego elementy utozone sg po
okregu

Na tablicy wisi koto, ktérego czesci maja rézne kolory utozone w porzadku
rytmicznym.

Dzieci maja klocki w tych samych kolorach. Ustawiajg klocki w takim samym
porzadku, jak pola na kole.

Nauczyciel zastania koto tak, ze widac¢ tylko jedno ogniwo. Dzieci przewiduja,
jakiego koloru pole pokaze sie, kiedy nauczyciel bedzie odstaniat kolejne pola.
Pokazuja odpowiedni klocek.

Dzieci przewiduja jaki kolor bedzie nastepny? A jaki nastepny? | jeszcze nastepny?
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PRZEDSZKOLE | SZKOLA

Ukfadanie rytméw

dzieci samodzielnie tworzg wtasne rytmy. Warunkiem jest dobre zrozumienie
istoty porzadku rytmicznego

Dzieci z r6znych przedmiotéw uktadajg dowolne rytmy

W szkole, gdy dzieci zdobeda doswiadczenia i nabiorg pewnej wprawy w stosowaniu
liczb naturalnych w réznych aspektach powinny tez dostrzega¢, rozpoznawac, opisywac,
kontynuowac, tworzyc¢ i znajdowac brakujgce elementy w rytmach numerycznych lub
symbolicznych. Wazne, zeby wyjasniaty reguty dla danego rytmu numerycznego lub sym-
bolicznego i sprawdzaty, czy reguta ta zawsze dziafa.

Zadania dotyczace rytméw bardzo dobrze obrazujg zwigzek pomiedzy tym czego
ucza sie dzieci w przedszkolu, a tym czego uczg sie w duzo starszych klasach. Pokazuja jak
wazne s pierwsze doswiadczenia, ktore wydaja sie tak mato matematyczne w poréwna-
niu z,prawdziwa matematyka”. Ponizej kilka takich przyktadow.

W przedszkolu

Dzieci ukfadajg z zielonych szesciennych klockéw skrzyzowanie (znak dodawania).
Klocek centralny jest wyrézniony innym kolorem — czerwonym. Obliczaja, z ilu klockéw
zbudowane jest skrzyzowanie. Wydtuzaja skrzyzowanie z kazdej strony i sprawdzaja, jak
zwiekszyta sie liczba klockow.

Nauczyciel z dzie¢mi opisuje sytuacje: Z kazdej strony skrzyzowania sg 3 zielone klocki,
a posrodku jest 1 czerwony klocek. Razem jest 13 klockéw. Teraz doktadaja z kazdej strony
po dwa niebieskie klocki i sprawdzaja z ilu klockéw jest zbudowane skrzyzowanie. Posrod-
ku jest 1 czerwony klocek, kazde ramie ma 5 klockéw. Razem jest 21 klockéw.
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W klasach -1

Dzieci ukfadaja z zielonych szesciennych klockéw znak dodawania. Klocek centralny
jest wyrézniony innym kolorem — czerwonym. Obliczajg, z ilu klockéw zbudowane jest
znak dodawania. Wydtuzajg znak z kazdej strony i sprawdzaja, jak zwiekszyta sie liczba
klockow.

Z kazdej strony znaku s 3 zielone klocki, a posrodku jest 1 czerwony klocek. Razem
jest 13 klockéw. Uczniowie moga te sytuacje opisywacé w rézny sposdb formutami mate-
matycznymi. Na przyktad:

3+43+3+3=12

12+1=13

co inaczej mozna zapisa¢:4x3=12;12+1=13

Moga tez obliczy¢ i zapisac inaczej:

3 + 3 =6 (dwie dtugosci ramienia)

6 + 1 =7 (dodac centralny klocek)

7 + 3 + 3 =13 (dodac dwie dtugosci ramion)

Mozna jeszcze inaczej:

3 + 3 =6 (dwie dtugosci ramienia)

6 + 1 =7 (dodac centralny klocek)

7 +7 =14 (podwoi¢ dtugos¢ ramienia)
14 - 1 =13 (odjac¢ centralny klocek)

Dzieci z kazdej strony znaku dodawania dokfadaja po 2 klocki i sprawdzaja, jak zmieni-
fa sie liczba klockéw. Moga opisywac sytuacje formutami matematycznymi.
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Uczniowie moga tez informacje o dtugosci ramienia i tacznej liczbie klockéw zapisy-
wac w tabeli. Na podstawie zaleznosci miedzy liczbami wnioskowa¢ o zwiazkach dtugosci
ramienia z liczba klockéw.

dtugos¢ ramienia 2 3 4 5 6 7

Kiedy dzieci zrozumieja algorytm budowania znaku nauczyciel proponuje dowolna
dtugos¢ ramienia, a dzieci obliczajg, ile klockéw jest potrzebnych do zbudowania znaku.

W starszych klasach

Uczniowie sytuacje ,budowanie znaku dodawania” moga opisa¢ wzorem:
4xa+1

gdzie a to liczba klockéw w jednym ramieniu znaku, ,+ 1" to klocek centralny.

CIAG TROJKATOW

W przedszkolu
Dzieci buduja z patyczkéw ciagi z tréjkatdw. Obliczaja, ile potrzebuja patyczkow, zeby
zbudowac cigg z 2 tréjkatow, z 3 trojkatdw, z 4 tréjkatow itd.

Nauczyciel z dzie¢mi opisuje sytuacje: Jeden trojkat zbudowany jest z 3 patyczkow.

Dwa potaczone tréjkaty zbudowane sg z 5 patyczkéw.

Trzy potaczone tréjkaty zbudowane sa z 7 patyczkéw.

Dzieci doktadajg kolejne patyczki i buduja ciagi tréjkatow.

Dzieci odliczaja 17 patyczkéw i sprawdzaja, ile da sie z nich zbudowac pofaczonych
trojkatow.

Dzieci odliczajg 20 patyczkéw i sprawdzaja, ile da sie z nich zbudowaé potaczonych
tréjkatow.

W klasach -1

Dzieci buduja z patyczkéw ciagi z trojkatow. Obliczajg, ile potrzebuja patyczkéw, zeby
zbudowac ciag z 2 trojkatow, z 3 trojkatéw, z 4 trojkatéw itd. Buduja kolejne trojkaty
i sprawdzaja, jak zmienia sie liczba patyczkow.
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Uczniowie mogg oblicza¢ w dowolny sposéb jaka liczba patyczkéw jest potrzebna

i dowolnie to zapisywac. Wazne jest, zeby wyjasniaty co obliczaja. Ponizej przyktadowe
obliczenia i ich wyjasnienia:

Aby znalez¢ liczbe patyczkéw, trzeba policzy¢ 2 dla kazdego trojkata, a nastepnie do-
dac 1 do zamkniecia ostatniego tréjkata. Jezeli ciag zbudowany jest z 5 tréjkatdw, to
mozna zapisac to tak 2 x 5 = 10 (2 razy liczba tréjkatéw) 10 + 1 = 11 (zamkniecie ostat-
niego tréjkata)

Aby znalez¢ liczbe patyczkéw, trzeba rozpoczac od 1 patyczka, a nastepnie dodad 2 pa-
tyczki dla kazdego trojkata. Jesli ciag zbudowany jest z 5 tréjkatdw, to mozna zapisac
to tak 1 + (rozpoczac od 1 patyczka) 2 x 5, co daje 11 patyczkéw

Aby znalez¢ liczbe patyczkdw, trzeba pomnozy¢ liczbe trojkatdw przez trzy, a nastep-
nie odja¢ o jeden mniej od liczby tréjkatéw. Jesli jest zbudowanych 5 tréjkatéw, mozna
zapisac to tak 3 x 5 = 15 (3 razy liczba tréjkatéw) 15 — 4 = 11 (odjgc liczbe tréjkatow
pomniejszong o 1)

Aby znaleZ¢ liczbe patyczkéw, trzeba rozpoczad od 3, a nastepnie dodac 2 dla kazdego
z pozostatych trojkatow. Jesli jest zbudowanych 5 trojkatdw, mozna zapisac to tak 3 +
(zacza¢ od 3) 2 x 4 to razem 11

Uczniowie moga tez zapisywac dane w tabeli i na jej podstawie opisac zaleznosci mie-

dzy liczba trojkatow a liczba patyczkow.

liczba 2 3 4 5 6 7

trojkatow

Kiedy dzieci zrozumieja algorytm budowania ciaggu tréjkatéw nauczyciel méwi dowol-

na liczbe trojkatow, a dzieci obliczaja, ile patyczkow jest potrzebnych do ich zbudowania.

W starszych klasach

Uczniowie sytuacje — budowanie ciggu z potaczonych trojkatéw — moga opisac wzo-
rami:

P=2xT+1

P=1+2xT

P=3xT-(T-1)

P=3+2x(T-1)
gdzie P to liczba patyczkoéw, T to liczba trojkatow.

2.3. Podstawowe rozumowania matematyczne.

Seriacje

Do postugiwania sie liczbami naturalnymi w aspekcie kardynalnym i porzadkowym

istotne sa dwa typy operacyjnego rozumowania: wnioskowanie o statosci liczby oraz ra-
dzenie sobie z uktadaniem obiektéw w serie.
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Dzieci uczg sie porzadkowac obiekty wedtug narastajacej lub malejacej cechy, czyli
uktadaja obiekty w serie. Porzadkuja patyki od najdtuzszego do najkrétszego, czy sadzaja
misie od najmniejszego do najwiekszego.

Radzenie sobie z seriami to przejaw operacyjnego rozumowania na poziomie kon-
kretnym. Jest podstawa zrozumienia liczby naturalnej w aspekcie porzagdkowym oraz kar-
dynalnym: kazda kolejna liczba w uporzadkowanym szeregu jest o 1 wieksza od liczby
poprzedniej i o 1 mniejsza od nastepnej liczby .

Dziecko bardzo wczesnie zbiera doswiadczenia w tworzeniu serii i z tych doswiadczen
uczy sie korzysta¢. Mate dziecko naktada na patyk krazki: najpierw najwiekszy, potem nie-
Co mniejszy, i jeszcze mniejszy, a na koricu najmniejszy. Kiedy dziecko prébuje odtworzy¢
wieze zbudowana z coraz to wiekszych klockéw — zatrzymuije sie, gdy pominawszy wiasci-
wy klocek spostrzega, ze w innym miejscu ten klocek nie pasuje. Wieza, ktéra widziato na
poczatku byta inaczej zbudowana. Zdejmuje klocki i probuje utozy¢ je inaczej. Postuguje
sie metoda prob i bledow - prébuje utozyc tak jak zapamietato, kiedy jest Zle, to prébuje
jeszcze raz. Podobnie z uktadaniem pudetek r6znej wielkosci jednego w drugim. Wktada
do duzego pudta mniejsze, a do niego jeszcze mniejsze i jeszcze mniejsze. Jak nie udaje
mu sie za pierwszym razem, prébuje kolejny raz.

W ukfadaniu serii wazna jest cecha, wedtug ktérej porzadkuje sie obiekty. Najwcze-
$niej dziecko porzadkuje obiekty w serie w oparciu o dlugosc czy wysokosé, co jest o wiele
tatwiejsze niz na podstawie powierzchni, objetosci, czy wagi. Ltatwiej jest tez poréwnac
wysokos¢ przedmiotéw niz ich dtugosé. Kiedy przedmioty stojg, sg stabilne, kiedy lezg
mozna je przypadkiem przesuna¢, a to utrudnia ich poréwnanie. Doswiadczenia w po-
rzadkowaniu obiektéw wedtug dtugosci (szerokosci, wysokosci) sa mozliwe dopiero wte-
dy, kiedy dziecko potrafi bezposrednio poréwnaé dtugosci dwédch przedmiotéw (czyli
przez przytozenie jednego przedmiotu do drugiego).

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Warto proponowac dzieciom doswiadczenia w porzadkowaniu obiektéw nie
tylko wedtug dtugosci ale tez wedtug innych cech, na przykfad: od najciezszego
do najlzejszego, od najgtebszego do najptytszego, od najjasniejszego do
najciemniejszego, od najtadniejszego do najbrzydszego, od tego co sie lubi do
tego, czego sie nie lubi czy od tego, co jest najblizej do tego, co jest najdalej.

Zawsze trzeba brac¢ pod uwage umiejetnos¢ dziecka w postugiwaniu sie miarami, jeze-
lione sa wazne w tworzeniu serii. Kiedy uktada obiekty od najlzejszego do najciezszego, to
musi umiec okresli¢ ciezar. Jezeli réznica w ciezarze jest znaczaca, to moze wazy¢ w rekach
»na oko’, ale jezeli nie mozna ustali¢ jej w ten sposdb, to musi postuzy¢ sie na przyktad
waga szalkowa. W sytuacji kiedy dziecko porzadkuje obiekty wedtug cech, typu kolor, czy
lubie/nie lubig, to nalezy bra¢ pod uwage jego subiektywna ocene. Moze uporzadkowacd
przedmioty zupetnie inaczej, niz my bysmy to zrobili. Tworzenie serii wedtug kryterium
lubie/nie lubie jest zupetnie innej kategorii, to cechy nadawane subiektywnie, w przeci-
wienstwie do cech obiektywnych nie ma ich jak zmierzy¢.

4 A. Szeminska: Czynnosci ksztattujace pojecie liczby, w: Nauczanie poczatkowe matematyki, t. 1, Z. Semadeni
(red.), WSiP, Warszawa 1981.
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W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Warto proponowac dzieciom doswiadczenia w porzadkowaniu obiektéw

kiedy podstawowym kryterium sg upodobania. Nauczyciel przygotowuje 5
kartek, kazda w innym kolorze, r6znice miedzy kolorami powinny by¢ wyrazne

i jednoznaczne (na przyktad: czerwona, zielona, pomaranczowa, niebieska i zotta).
Wybrane dziecko tworzy serie: od tej, ktéra jest w kolorze ktéry najbardziej mu sie
podoba do tej ktdra jest w kolorze, ktéry podoba mu sie najmniej. Czy sg jeszcze
jakies dzieci, ktore utozytyby kartki podobnie?

Teraz inne dziecko moze utozy¢ kartki inaczej — zgodnie ze swoimi upodobaniami.
Jak bardzo zmienit sie uktad kartek?

Poczatkowo dziecko porzadkuje obiekty, ktére znacznie réznia sie cechg brang pod
uwage. Wraz ze zdobywaniem do$wiadczen trzeba zmniejszac réznice miedzy obiektami,
a tez zwiekszac liczbe porzadkowanych obiektéw. tatwiej jest tez porzadkowac obiekty
w serie, kiedy cecha zmniejsza sie lub zwieksza regularnie (na przyktad dziecko porzad-
kuje patyczki od najkrétszego do najdtuzszego, a réznica miedzy kazdym patyczkiem
w szeregu wynosi centymetr). Trudniej jest, kiedy cecha ta zmienia sie nieregularnie (czyli
réznica w dtugosci porzadkowanych patyczkéw nie zawsze wynosi 1 centymetr).

Latwiej jest uporzadkowac obiekty, kiedy zmienia sie tylko cecha, wedtug ktoérej dziecko
tworzy serie. Trudniej, gdy zmieniajg sie tezinne cechy. Na przykfad tatwiej jest uporzadkowac
drewniane domki od najnizszego do najwyzszego, kiedy te domki maja te sama szerokos¢, niz
kiedy zmienia sie tez szeroko$¢ domkéw. W momencie kiedy dziecko bedzie juz radzito sobie
z prostymi seriami mozna, a wrecz trzeba, dawac tego typu zadania, aby nauczyto sie bra¢ pod
uwage ceche, ktéra teraz jest istotna, ignorujac przy tym inne cechy.

Dziecko uczy sie tez szukaé miejsca obiektu w uporzadkowane;j serii, wskazywac obiekt
ostatni i pierwszy w serii. Na przykfad dziecko uktada kota od najwiekszego do najmniejsze-
go. Kiedy wszystkie juz uporzadkuje w szeregu, umieszcza jeszcze jedno koto — musi znalez¢
dla niego miejsce. Wskazuje dany obiekt oraz obiekty sasiednie (przed i za danym obiek-
tem). Kota w réznych kolorach uszeregowane sg wedtug wielkosci. Dziecko okresla w jakim
kolorze jest pierwsze i ostatnie koto w szeregu. Wskazuje zielone koto i okresla jakiego kolo-
ru koto jest tuz za nim w szeregu i tuz przed nim w szeregu. W tego typu zadaniach trudno-
$cig moga by¢ pojecia z zakresu orientacji w przestrzeni: zapamietanie kierunku w ktérym
dziecko uktadato kofa, a tez postugiwanie sie okresleniami: za i przed.

Dziecko uktada obiekty w serie jeden obok drugiego, a tez w gére - jeden na drugim.
Chodzi o to, zeby nauczyto sie, ze szeregowanie moze odbywac sie w ré6znych kierunkach
- w szkole bedzie umieszczato liczby na chodniczkach liczbowych, a potem na osiach licz-
bowych, ktére beda miaty rézne kierunki.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Warto proponowac dzieciom ré6znorodne doswiadczenia kiedy to beda tworzy¢
najrézniejsze serie: ustawianie sie od tego kto ma najmniej guzikéw, do tego kto
ma ich najwiecej; od tego kto ma najblizej do domu do tego kto ma najdalej, od
tego kto ma najkrétsze wiosy, do tego kto ma najdtuzsze. Szczegdlnie ciekawe sg
doswiadczenia, kiedy to miejsce w szeregu zmienia sie wraz ze zmiang kryterium
wedtug ktérego seria zostata utworzona.
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Doswiadczenia z ukladaniem obiektéw w serie przetoza sie na umiejetnos¢ postugiwa-
nia sie liczba naturalng w aspekcie porzadkowym. Dziecko ustawia i numeruje obiekty
z réznych stron: od prawej do lewej, od lewej do prawej, z géry na dét i z dotu do gory.
Okresla miejsce obiektu w uporzadkowanym szeregu. Wskazuje obiekt o danym numerze
oraz obiekty sasiednie, czyli o numerze o 1 wiekszym i 0 1 mniejszym.

Kiedy dzieci sprawnie juz porzadkuja obiekty, a tez dostaty doswiadczenia z seriami
utworzonymi wedtug réznych cech, mozna zaproponowac im zadania na samodzielne
okreslanie wedtug jakiej cechy, kto$ uporzadkowat obiekty w serie. W tego typu sytu-
acjach dziecko musi znalez¢ ceche wspdlng wszystkich obiektéw w serii, taka ceche ktéra
narasta lub maleje. Czasami dziecku moze by¢ trudno okresli¢ stowami, co to za cecha.
A moze sie tez zdarzy¢, ze dziecko zobaczy zupetnie inng ceche niz ta, ktérg miat na mysli
dorosty.

Waznym typem doswiadczen jest tez uktadanie tych samych obiektéw w rézne
serie. Dziecko porzadkuje klocki o réznej dtugosci i szerokosci. Najpierw porzadkuje je
wedtug dtugosci — od najkrétszego do najdtuzszego. Potem te same klocki porzadkuje od
najszerszego do najwezszego. Okazuje sig, ze niektére klocki po zmianie cechy zmienity
miejsce w serii.

Dzieci uktadaja w serie takze zbiory obiektéw od tego z najmniejsza do tego z najwiek-
sz liczba obiektow (lub na odwrdét). Na poczatku dzieci porzadkuja zbiory, ktére istotnie
réznig sie liczebnoscig (na przykfad 1 obiekt, 4 obiekty, 9 obiektéw). Im mniej zbioréw
porzadkuja, tym zadanie fatwiejsze. Szczegdlnie wazne sa doswiadczenia z porzagdkowa-
niem zbioréw, ktérych réznica w liczebnosci wynosi 1 (na przyktad 3 obiekty, 4 obiekty,
5 obiektéw). Sg one podstawa do konstruowania kolejnych liczb naturalnych w aspekcie
kardynalnym.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Dzieci maja kartoniki z kropkami. Uktadaja kartoniki od tego

z najmniejsza liczba kropek po ten z najwieksza liczba kropek. Dzieci buduja

z klockéw wieze. Pierwsza z 1 klocka. Druga z 1 klocka i doktadajg jeszcze jeden
klocek, czyli razem z 2 klockéw. Trzecig z dwdch klockéw i doktadajg jeszcze jeden
klocek, czyli razem z 3 klocéw itd.

Tego typu doswiadczenia sa niezbedne do zrozumienia kluczowej zasady, wedtug
ktérej tworzone s liczby naturalne. Kazda kolejna liczba naturalna jest o 1
wieksza od poprzedniej: 5to4i1;6to5i1;7to6i 1 itd.

Tego typu zadania moga by¢ bardzo trudne dla przedszkolakéw. Wymagaja
dobrej umiejetnosci liczenia oraz poréwnywania liczebnosci zbioréw.

Doswiadczenia (zadania) rozwijajace
w zakresie tworzenia serii

PRZEDSZKOLE

Odwzorowywanie serii

nauczyciel porzadkuje kilka obiektéw w serie. Dzieci maja takie same obiekty
i ukfadaja je w serie, tak jak nauczyciel. Dobrze, kiedy nauczyciel opisze, to co
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zrobit on i dzieci: Uporzadkowalismy misie od najwiekszego do najmniejszego. Tu
jest najwiekszy mis, a tutaj najmniejszy

Nauczyciel sadza misie: najpierw najwiekszego, potem nieco mniejszego na
koncu najmniejszego. Dzieci sadzajg swoje misie tak samo.

PRZEDSZKOLE
Porzadkowanie obiektéw w serie
dzieci porzadkuja obiekty w serie wedtug cechy wskazanej przez nauczyciela

Dzieci bawia sie zabawkami typu piramidki czy matrioszki.
Dzieci porzadkuja klocki od najdtuzszego do najkrétszego.

PRZEDSZKOLE

Porzgdkowanie obiektéw w serie wedtug réznych cech

dzieci porzadkuja obiekty w serie wedtug cechy wskazanej przez nauczyciela.
Cecha ta nie jest dtugosc¢ czy wielkos¢

Porzadkuja: pluszowego misia, pomarancze, kilogramowe opakowanie cukru od
przedmiotu najciezszego do najlzejszego.

Porzadkuja kredki od najjasniejszej do najciemniejszej.

Porzadkuja owoce od tego, ktdry najbardziej lubig do tego, ktéry najmniej lubia.
Porzadkuja obrazki pojazdéw (rower, autobus, wyscigéwka) od tego, ktéry
najszybciej jezdzi do tego pojazdu ktéry jezdzi najwolniej.

Przed dzie¢mi stoja kregle w réznych kolorach: najblizej niebieski, dalej zielony,
najdalej czerwony. Dzieci wymieniaja kolory kregli od tego, ktéry stoi najblizej
nich do tego, ktéry stoi najdalej od nich.

PRZEDSZKOLE

Porzadkowanie obiektéw w serie. Wskazywanie miejsca obiektu w serii
dzieci porzadkujg obiekty wedtug cechy podanej przez nauczyciela, a potem
szukaja miejsca w serii dla dodatkowego obiektu

Dzieci ustawiaja klocki od najnizszego do najwyzszego.
Potem dostajg dodatkowy klocek i szukaja miejsc dla niego w juz
uporzadkowanej serii.

PRZEDSZKOLE
Porzadkowanie obiektéw w serie. Wskazywanie pierwszego i ostatniego obiektu
w serii

Dzieci ustawiaja samochody jeden za drugim od najmniejszego do najwiekszego.
Wskazuja pierwszy i ostatni samochod w serii.
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PRZEDSZKOLE
Porzadkowanie obiektdw w serie z uwzglednieniem réznych kierunkéw uktadania
obiektow

Dzieci sadzaja misie od najmniejszego do najwiekszego od strony lewej do
prawej.

Ukfadaja szaliki od najkrétszego do najdtuzszego od prawej do lewej strony.
Ustawiaja samochody jeden za drugim od najmniejszego do najwiekszego.
Ustawiaja pudetka jedno na drugim — od najwiekszego do najmniejszego.
Uktadajg kota roznej wielkosci i w réznych kolorach od najwiekszego do
najmniejszego.

W jakim kolorze koto potozyly jako pierwsze? Jakie potem? A jakie na samym
koncu?

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

Porzadkowanie tych samych obiektéw w rézne serie

dzieci ucza sie porzadkowac obiekty wedtug réznych narastajacych czy
malejacych cech. Ucza sie dostrzegac wiele cech obiektéw. Nabierajg wprawy

w porzadkowaniu wedtug wybranej cechy, z jednoczesnym ignorowaniem innych
cech

Dzieci porzadkuja klocki od najkrétszego do najdtuzszego, a potem te same klocki
od najwezszego do najszerszego.
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PRZEDSZKOLE | SZKOtA

Tworzenie szeregu zbioréw

dzieci ucza sie porzadkowac zbiory od tego z najmniejsza liczba obiektow do tego
z najwieksza liczba obiektéw (lub odwrotnie)

Dzieci ustawiajg z klockdw wieze: pierwsza z 1 klocka, druga z 2 klocéw, trzecia
z 3 klockéw itd. Wskazujg wieze zbudowana z najmniejszej liczby klockow
i z najwiekszej liczby klockéw. Liczg, ile jest wiez.

Dzieci porzadkuja pociggi od tego z najmniejszg liczba wagonikéw do tego

z najwiekszg liczbg wagonikéw. Wskazujg pociag z najwieksza i najmniejsza liczba
wagonikéw.

Licza pociagi.

Dzieci maja po 3 kubeczki, w ktérych sa kamyki (na przyktad 1 kamyk, 4 kamyki, 9
kamykow). Dzieci porzadkuja kubeczki od tego z najmniejsza liczba kamykoéw do

tego z najwieksza liczba kamykow.

lle kamykow jest w pierwszym kubeczku? lle kamykoéw jest w ostatnim kubeczku?

Dzieci ustawiajg 4 pudetka. Do pierwszego wktadajg klocek. Do drugiego dwa
klocki.
Do kolejnego trzy, a do ostatniego cztery.

Dzieci ustawiajg 4 kartoniki. Na pierwszym ukfadaja 1 klocek.

Na drugim tez ukfadaja 1 klocek i dokfadaja jeszcze jeden klocek. lle jest klockéw
na tym kartoniku?

Na kolejnym uktadaja 2 i doktadaja jeszcze 1 klocek. lle jest klockow?

Na ostatnim uktadaja 3 i doktadaja jeszcze 1. lle jest klockdw na ostatnim
kartoniku?

Okreslaja, ile jest klockow na kolejnych kartonikach.
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2.4. Podstawowe rozumowania matematyczne.
Statos¢ liczby, rownowaznosc i transformacja

Dla zrozumienia statosci liczby czy statosci miary kluczowe jest powigzanie réwno-
waznosci i transformacji. 9 stoni i 9 slimakoéw, to tyle samo, bo mozna kazdemu jednemu
stoniowi przyporzadkowac jednego slimaka. Chociaz ston jest znacznie wiekszy od slima-
ka, to stoni i slimakéw jest po tyle samo. Dziecko uznaje, ze liczba obiektéw jest taka sama.
Rozsuwamy slimaki. Liczba obiektéw nie zmienia sie - mozna policzy¢, zeby to sprawdzic.
Zachodzi réwnowaznos¢, bo chociaz zmieniono ustawienie obiektéw, to jest ich po tyle
samo. Uznac tez trzeba transformacje - mozna wréci¢ do wczesniejszego utozenia rozsu-
nietych obiektow.

Dziecko ma dwa sznurki o tej samej dtugosci — jeden jest czerwony, a drugi niebieski.
Czerwony sznurek zawigzuje w kokardke. Wydaje sie, ze jest on teraz krétszy od niebie-
skiego, ale uznajac statos¢ dtugosci wnioskuje, ze zmienit sie tylko ksztatt sznurka, a nie
jego dtugos¢. Nadal oba sznurki sg tej samej dtugosci. To uznanie réwnowaznosci. Dziecko
tez jest przekonane o tym, ze mozna kokarde rozwiaza¢ i sznurek bedzie wygladat doktad-
nie tak samo jak na poczatku - to uznanie transformacgji.

Zdaniem J. Piageta* mate dziecko, do 2. roku zycia, poznaje $wiat gtéwnie przez ruch
i zmysty. Charakteryzuje sie egocentryzmem poznawczym, co 0znacza, ze postrzega $wiat
tylko z wiasnego punktu widzenia, nie potrafi spojrze¢ z punktu widzenia innego cztowie-
ka. Pomiedzy 8 a 12 miesigcem zycia zaczyna rozumie¢ statos¢ obiektéw - obiekty na-
dal istnieja, nawet jesli nie mozna ich zobaczy¢. Kiedy dorosty przykrywa kocykiem misia,
dziecko dobrze wie, ze mis$ sie schowat i wystarczy podnies¢ kocyk, zeby znowu sie poja-
wit. To bardzo duze osiaggniecie rozwojowe. W kolejnych miesigcach zycia odkrywa nowe
mozliwosci obiektow, eksperymentuje z r6znymi przedmiotami. Sprawdza, co sie dzieje,
kiedy zabawke daleko sie rzuci, jak mozna najwyzej wejs¢ po meblach, czy da sie utopic
klocek, jak gtosno trzaskaja drzwi itd.

Dzieciom w przedszkolu trzeba dawa¢ wiele okazji do obserwowania i doswiadczania
zaréwno zmian odwracalnych, jak i nieodwracalnych, czy czesciowo odwracalnych.

Na czas przedszkola przypada okres myslenia przedoperacyjnego. Wtedy to inten-
sywnie rozwija sie mowa dziecka, zaczyna tez powoli korzystac z r6znych symboli. Poznaje
Swiat gtéwnie za pomoca swojego dziatania, a czynnosci konkretnych nie cechuje jeszcze
odwracalnos¢. Przedszkolak nabiera do z6ttego wiaderka piasek. Potem caty piasek prze-
sypuje do wiekszego czerwonego wiaderka. Zapytane o to, czy teraz piasku jest wiecej czy
mniej, a moze tyle samo co w z6itym wiaderku, pewnie odpowiada, ze mniej. Dlaczego
mniej? Bo wida¢. Nie potrafi wnioskowac o odwracalnosci — przeciez z czerwonego wia-
derka mozna przesypac piasek z powrotem do zéttego.

W okresie wczesnoszkolnym dziecko zaczyna rozumiec sens przeksztatcen. W rozu-
mowaniach kieruje sie zasada niezmiennosci (statosci), a czynnosci zaczyna cechowacd
odwracalnos¢. Nadal jednak jego rozumowania oparte sg na czynnosciach fizycznych
wykonywanych na przedmiotach. To okres ksztattowania sie myslenia operacyjnego na
poziomie konkretnym. Dziecko dziata na przedmiotach. Dostrzega relacje, rozumie je
i wyjasnia. Porzadkuje obiekty na rézne sposoby — wedtug jakie$ cechy (lub cech), wedtug

4 J. Piaget, B. Inhelder: Psychologia dziecka, op. cit., s. 26-30; J. Piaget: Studia z psychologii dziecka, PWN,
Warszawa 1966, s. 14-43.

63



Matematyka od przedszkola ®

porzadku rytmicznego, czy ukfadajac w serie, czyli wedtug narastania lub zmniejszania
sie jakie$ cechy. Jest w stanie zwrdci¢ uwage na przyczyny i skutki konkretnych dziatan.
Poprzez powtarzanie takich dziatan, ze zmianami lub w réznych kontekstach i na réznego
rodzaju obiektach, dziecko uczy sie uogodlniac.

Poczatkowo kazde dziatanie matematyczne wykonywane przez dziecko dokonuje sie
w Swiecie fizycznym. PéZniej nie musi juz dziata¢ w oparciu o realne przedmioty, moze
wykonywac czynnosci w swoim umysle.

Zinterioryzowane (uwewnetrznione) czynnosci to operacje umystowe. W przedszko-
lu dziecko dodaje na przedmiotach. Po wielu ¢wiczeniach tego typu konstruuje pewien
schemat postepowania, ktéry obowigzuje podczas dodawania liczb. Schemat ten stop-
niowo doskonali, utrwala, poszerza o nowe spostrzezenia. taczy rézne schematy i tworzy
strukture poznawcza. Poczatkowo schematy sa widoczne w czynnosciach dziecka wyko-
nywanych na realnych przedmiotach, po pewnym czasie dziecko odtwarza schemat po-
stepowania w umysle — wtedy to umiejetnos¢ dodawania zostaje zinterioryzowana. Na
polecenie obliczenia wyniku dodawania uczen odwotuje sie do posiadanego schematu
(asymilacja*) i podaje wynik obliczen. Tak sie dzieje az do nowej dla siebie sytuacji, na
przyktad do zaje¢, na ktérych po raz pierwszy pojawia sie tak zwane ,dziatania z okien-
kiem"*. Posiadany przez dziecko schemat dodawania liczb nie pasuje do nowej sytuacji.
Nastepuje zaburzenie réwnowagi miedzy tym, czego sie od niego oczekuje a tym, co po-
siada. Musi zmodyfikowac swoj system dziatania, aby dopasowac do nowej sytuacji (ako-
modacja®). Kiedy to nastgpi, to dochodzi do zréwnowazenia struktur poznawczych, ale
jest to mozliwe tylko wowczas, gdy operacje umystowe sg odwracalne.

Kompetencje matych dzieci w zakresie rozumowania sg wieksze, niz powszechnie
sie o tym sadzi.

Na podstawie wielu réznych badan prowadzonych w nurcie postpiagetowskim, wy-
daje sie, ze kompetencje matych dzieci w zakresie rozumowania sg wieksze, niz zaktadat
to Piaget*. Znacznie wczesniej, niz myslat Piaget, dzieci rozumiejg pojecie statosci przed-
miotdw, fizyczne wiasciwosci przedmiotow znajdujacych sie poza zasiegiem ich wzroku,
znaczenie symboli, potrafiag takze przyjmowa¢ punkt widzenia innych i sg zdolne do em-
patii®.

Na badania J. Piageta mozna tez spojrze¢ w kontekscie badan prowadzonych przez
Stanislas'a Dehaene’a.>® Zdaniem tego badacza dzieci rodzg sie ze zmystem liczby®'. Brak

4 Asymilacja zdaniem Piageta to dopasowanie istniejacych obiektéw swiata zewnetrznego do istniejacych
juz schematdéw. Nie zmienia schematu, ale rozbudowuje. W zetknieciu z nowym bodzcem dziecko stara sie go
zasymilowac do istniejacych schematéw. J. Piaget: Studia z psychologii dziecka, op. cit., 5.103.

4 Sa to réwnania jednodziataniowe o niewiadomej w postaci okienka, na przyktad 3 + ... =5.

47 Akomodacja zdaniem Piageta to taka modyfikacja posiadanych schematéw, ktéra dopasowuje je do Swiata
zewnetrznego. Jezeli bodzca nie mozna zasymilowa¢ do istniejgcego schematu (nie ma schematu do ktérego
pasuje), dziecko tworzy nowy schemat, w ktérym nowy bodziec znajdzie miejsce lub tez modyfikuje istniejacy
schemat. J. Piaget: Studia z psychologii dziecka, op. cit., s. 103.

% Piaget badat rozumowania dzieci uzywajac do tego zadan diagnostycznych. Zdaniem S. Thornton nie byty to
zbyt trafne narzedzia diagnostyczne. Na przyktad Piaget nie uzywat w zadaniach sytuacji znanych dzieciom, gdyz
chciat unikna¢ wptywu uczenia sie z doswiadczenia. To mogto znacznie utrudniaé rozwigzywanie problemoéw.
por. S. Thornton: Growing Minds, Palgrave Macmillan, Basingstoke, 2002.

4 por. C.Tarvis, C. Wade: Psychologia. Podejscia oraz koncepcje, Zysk i S-ka, Poznarn 1999.

%0 por. S. Dehaene: The Number Sense: How the Mind Creates Mathematics, Revised and Updated Edition,
Oxford University Press, Nowy Jork 2011.

51 Wiecej o tym w rozdziale 3.1 Liczba naturalna - wynalezienie liczb.
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tego zmystu moze spowodowac w przysztosci trudnosci w uczeniu sie arytmetyki. Ludzie,
atakze szczury, gotebie, szopy i szympansy maja wrodzone wyczucie liczebnosci.Ten kieru-
nek badan stoi w poprzek myslom Piageta, ktéry uwazat, ze niemowleta nie maja zadnych
mozliwosci postugiwania sie liczbami. Jego zdaniem dzieci najpierw musza skonstruowac
podstawowe pojecie liczby, co osiggaja w ciggu kilku lat manipulowania klockami, kaszta-
nami czy innymi obiektami. W koncu zaczynajg rozumie¢, ze zmiana potozenia klockéw na
stole, nie zmienia ich liczby (stato$¢ liczby). Jak widac J. Piaget w wielu miejscach mylit sie
w swoich koncepcjach. Budowanie rozumienia liczb rozpoczyna sie duzo wczesniej niz za-
ktadat. Miedzy innymi z tego powodu proponujemy by liczby pojawiaty sie w przedszkolu
tak szybko. Nie chodzi o to by oczekiwac od dzieci biegtosci w postugiwaniu sie nimi.
Trudnos¢ postrzegamy w zrozumieniu jej abstrakcyjnego charakteru. Jezeli od poczatku
liczby beda reprezentowane w realnym swiecie, ktéry otacza dziecko, bedzie ono mogto
zbiera¢ doswiadczenia niezbedne do tego by pojecie liczby wyabstrahowac®2.

Nim dziecko uogélni zasade wnioskowania o statosci liczby, bedzie stosowato jg do
obiektéw dobrze sobie znanych, ktére zaspakajaja jakies jego potrzeby®.

Piaget badat rozumowania dzieci korzystajac z eksperymentéw diagnostycznych.
Byly to specjalnie zaaranzowane sytuacje, w ktérych obserwowat dziecko. W zaleznosci
jak dziecko zachowato sie w danej sytuacji, Piaget wnioskowat o jego poziomie rozwo-
ju operacyjnego. Pojawia sie coraz wiecej zarzutéw kierowanych pod adresem takiego
sposobu badania. Na przyktad do badan operacyjnego rozumowania w zakresie wnio-
skowania o statosci liczby Piaget uzywat krazkéw matych i duzych. Francuscy badacze Ja-
cques Mehlera i Emmanuel Dupoux>* zamienili krazki na fakocie, co znaczaco wptyneto
na wyniki eksperymentu. W ich zadaniach pojawity sie czekoladki. Zaproponowali dzie-
ciom zjedzenie wszystkich czekoladek znajdujacych sie w jednym z dowolnie wybranych
rzedéw. Okazato sie, ze z reguly dzieci wybieraty rzad krétszy, lecz zawierajacy wieksza
liczbe czekoladek. Majac do czynienia z czekoladkami dziecko chciato po prostu uzyskac
jak najwieksza korzys¢ dla siebie. Dlatego tez odpowiadajac na pytania nie popetniato
btedéw. Francuscy badacze uwazaja, ze w eksperymentach Piageta dzieci udzielaty takich
odpowiedzi, jakich od nich oczekiwat dorosty.

Dorosty gestem, zdziwieniem lub pytaniem moze zwrdéci¢ uwage dziecka na to, co
W zmianie jest wazne.

Na problem zadan diagnostycznych zwracata uwage tez Margaret Donaldson - czasa-
mi wystarczy zmienic stosowane w zadaniach sformutowania aby wywota¢ zmiany w my-
$leniu dziecka i doprowadzi¢ do poprawnego rozwigzania®®. Kiedy dziecko interpretuje
to, co do niego méwimy, pozostaje pod wptywem co najmniej trzech czynnikéw i r6znych
zachodzacych miedzy nimi interakgji:

- swojej wiedzy, zasobu posiadanego stownika;

- swojej oceny tego, jakie sg intencje dorostego, sygnalizowane przez niewerbalne za-
chowania;

- sposobu, w jaki rozwigzatoby problem, gdyby dorostego tam nie byto*.

%2 Wiecej o zagadnieniach zwigzanych z pojeciem liczby naturalnej w czesci 3.

53 Poréwnaj z eksperymentem opisanym ponize;j.

% J. Mehler, E. Dupoux: What Infants Know. The new cognitive science of early development., Wiley-Blackwell,
Cambridge 1994, rozdz. IIli IV.

* M. Donaldson: Myslenie dzieci, Wiedza Powszechna, Warszawa 1986, s. 54-55.

% op.cit.s. 88.

65



Matematyka od przedszkola ®

Z tej analizy wynika, ze przebudowie powinno ulec myslenie na temat intencji przy-
Swiecajacych proponowanym dzieciom zadaniom. Na przyktad zadania majace na celu
konstruowanie pojecia statosci liczby powinny dazy¢ do uogdlnienia tego pojecia. Doko-
na sie to na gruncie wielu réznorodnych powtérzen.

Przez wiele jednakowych jakosciowo, cho¢ réznorodnych pod wzgledem formy do-
$wiadczen, powinno sie dazy¢ do uogdlnienia i nabrania przez dziecko przekonania, ze
konstruowana zasada jest uniwersalna. Dziecko uczy sie tez, co w tej zasadzie jest istotne,
a co zalezy od okolicznosci. Stato$¢ liczby dotyczy zaréwno krazkéw, czekoladek jak i stoni,
czy ciezaréwek. Dziecko bedzie przekonane, ze liczebno$¢ nie zmienia sig, jezeli obiekty
s tylko przestawiane. Nawet wtedy kiedy wydaje sie, ze jest inaczej, gdy ktos bedzie je
przekonywat, ze jest inaczej lub bedzie w to watpit.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Nie warto przekonywac¢ dziecka, ze obiektéw po zmianie jest tyle samo.

Ma samo to wywnioskowac na podstawie wtasnych doswiadczen.

Dobrze, zeby dziecko uzasadniato swoje sady na temat liczebnosci zbioru, czyli
trzeba zadawac pytanie: Dlaczego tak myslisz?

Dziecko powinno samo sprawdza¢, czy ma racje. Powinno samo liczy¢

i sprawdzag, ile jest.

Jezeli przy wprowadzaniu zmian w uktadzie obiektéw w jednym z dwéch
réwnolicznych zbioréw i ponownym wnioskowaniu o réwnolicznosci tych
zbioréw, dziecko nie potrafi wnioskowac o statosci liczby, moze powrdéci¢ do
sytuacji wyjsciowej*.

W zadaniach na statos¢ liczby trzeba stosowac taka liczbe obiektéw, zeby dziecko
nie mogto policzy¢ wzrokiem - chodzi bowiem o to, zeby po kazdej zmianie
whnioskowato o liczbie obiektéw, a nie po prostu wzrokiem je policzyto.

Przy wnioskowaniu o statosci liczby obiektéw w zbiorze po dodaniu i odjeciu
takiej samej liczby obiektow, najpierw dziecko dodaje i zabiera (lub zabiera

a potem dodaje) te same obiekty, a potem moga by¢ to inne obiekty (obiekty
wprawdzie zmienity sie, ale ich liczba nie zmienita sie).

Uznawanie statos¢ liczby oznacza, ze dziecko jest w stanie wnioskowac o tym, ze
liczebnos¢ zbioru nie zmienita sie, pomimo zmiany utozenia obiektéw. Czyli myslenie
dziecka nie jest juz zdominowane przez wtasciwosci percepcyjne i nie jest go tatwo zwies¢
poprzez zmiany wygladu. Ten etap Piaget nazywa operacyjnym mysleniem na poziomie
konkretnym. W okresie kiedy dziecko przechodzi na kolejny etap wielokrotnie przelicza
obiekty, zeby ustali¢, ile ich jest, bo nie jest pewne swoich sadéw. Nawet w sytuacji, gdy
widzi, ze niczego nie dodano, nie ujeto, tylko zmieniono utozenie®®. Wczedniej jeszcze wy-
snuwa whniosek, ze tego jest wiecej, co ,wyglada” na wiecej (zajmuje wiekszg powierzch-

7 W opisie zadania z pieskami i miseczkami (Doswiadczenia /zadania) rozwijajgce w zakresie uznawania statosci
liczby) — dziecko uktada miseczki jedna na drugiej, jezeli ma watpliwosci o réwnolicznosci pieskdw i miseczek
moze z powrotem postawi¢ miseczke przed kazdym pieskiem.

%8 Ten poziom Piaget nazywa poziomem przejsciowym.
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nie)*. Dziecko bedzie wnioskowato o statosci liczby, jezeli ocene wzrokowa zajmie opera-
cja umystowa (nie dodano, nie odjeto, musi by¢ tyle samo)®.

W zakresie wnioskowania o statosci liczby dziecko niekoniecznie musi okreslac ile jest
obiektéw, wystarczy, ze nabierze pewnosci, ze obiektéw jest po zmianie tyle samo.

Whnioskowanie o statosci liczby jest podstawg do postugiwania sie aspektem kardy-
nalnym liczby naturalnej. Moze by¢ siedem réznych obiektéw: 7 kréw, 7 kotéw, 7 samo-
chodéw, 7 koralikéw, czy 7 kropek. Wszystkich obiektow jest po tyle samo, po siedem,
mimo ze zajmuja wiecej lub mniej miejsca, inaczej wygladaja. Jest tyle samo kréw i kro-
pek, mimo Zze ocena wzrokowa moze sugerowac inaczej. Dziecko odlicza 15 klockéw. Wie,
ile ich ma. Rozrzuca je po stole, a potem wszystkie klocki chowa do pustego pudetka. Bez
liczenia wie, ile w pudetku jest klockéw - pietnascie. Mimo ze zajmujg w pudetku mniej
miejsca niz na stole.

Ustalanie podobienstw i réznic to podstawowe procesy poznawcze szczegdlnie
wazne w rozwijaniu myslenia matematycznego. Znalezienie takich samych cech (podo-
bienstwo) prowadzi do ustalenia réwnowaznosci: to i to jest takie samo. Zas znalezienie
réznic prowadzi do ustalenia transformacji: w jaki sposéb trzeba to zmieni¢, zeby byto
takie samo. Rdwnowaznos¢ zachodzi wtedy, gdy da sie rozpoznac w jaki$ matematycz-
ny sposob takie same liczby, ksztatty. Transformacja zachodzi zas wtedy, gdy okresla sie
réznice pomiedzy liczbami czy ksztattami i to, co nalezy zrobi¢, aby jedna liczbe zamieni¢
w drugg czy z jednego ksztattu zrobi¢ inny. Mamy liczbe 2 i liczbe 6. Te liczby nie s3 takie
same, liczba 2 jest mniejsza od liczby 6. Zeby liczby byly rownowazne (takie same) trzeba:
do 2 dodac 4 lub 2 pomnozy¢ przez 3, albo tez od 6 odjac 4 lub tez 6 podzieli¢ przez 3 -
wszystkie te dziatania sa transformacjami. W ten sposdb uzyskamy liczby réwnowazne
(liczby 2 lub 6)°.

Powszechnym procesem w uczeniu sie przez dzieci matematyki jest szukanie podo-
bienstw i ustalanie réwnowaznosci. To wazna cze$¢ procesu konstruowania poje¢ mate-
matycznych i narzedzie do postugiwania sie tymi pojeciami. We wczesnych etapach po-
znawania liczb dzieci ucza sie rozpoznawac, ze czegos jest po tyle samo, na przyktad 5
dzieci i 5 misiéw. Te dwa zbiory réznig sie od siebie, bo misie réznia sie od dzieci, ale co$
jest takiego samego miedzy nimi — do kazdego misia mozna dopasowac¢ dziecko (zasada
jeden do jednego). Oba zbiory mozna opisac liczebnikiem ,pie¢”. Tworzac taka rownowaz-
nos$¢ dzieci poznaja pojecie liczby naturalne;j.

Jeszcze jeden przyktad. Poznajac pojecie ,kwadrat’, dzieci segregujg kartoniki o réz-
nych ksztattach na rézne sposoby. Wszystkie kwadraty umieszczajg razem, bo wszystkie
one maja ten sam ksztatt. Ksztatty te nie sg jednak takie same pod wzgledem innych cech
- moga sie rézni¢ kolorem, grubosciag czy wielkoscia. Jednak majg wszystkie wtasciwosci
(atrybuty), ktére czynia je kwadratami. Sg one réwnowazne®,

Dziecko uczy sie uznawad¢, ze pojecia sa takie same pod wzgledem pewnych cech,
a jednoczesnie rézne pod wzgledem innych cech. Szukajac podobienstw miedzy pojecia-
mi czesto trzeba zignorowad, ze majg one tez cechy rézniace je. Biorgc zas pod uwage réz-
nice miedzy pojeciami koncentrujemy sie na procesie transformacji. Okreslamy, co trzeba
zrobi¢, aby jedno pojecie zamieni¢ na inne. Poznajac pojecia matematyczne czasami sku-

% Ten poziom Piaget nazywa poziomem przedoperacyjnym.

% J. Piaget: Studia z psychologii dziecka, op. cit., s. 58-59.

¢ D.Haylock: Mathematics Explained for Primary Teachers, op. cit., s. 25.
52 op.cit.s. 26.
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piamy sie na rGwnowaznosci, a czasami na transformacji. Na przyktad dwaj przedszkolacy
maja takie same czekolady. Jeden z nich dzieli swojg czekolade na potowy i zjada potowe
(zjada 1/2 czekolady). Drugi dzieli czekolade na 8 rownych czesci i zjada 4 z nich (zjada 4/8
czekolady). Czesci zjedzonej czekolady nie byty identyczne - inaczej wyglada czekolada
podzielona na dwie czesci, a inaczej podzielona na 8 czesci. Ale jest w tej sytuacji cos
takiego samego - przedszkolaki zjadly po tyle samo czekolady. Kiedy patrzymy na ilos¢
zjedzonej czekolady, to stawiamy na rownowaznos¢. Ale kiedy patrzymy na zamiane 1/2
w 4/8, uzyskanga przez pomnozenie licznika i mianownika przez 2, to widzimy przemiane —

transformacje. Za kilka lat te dzieci naucza sie, ze utamki 1/2 i 4/8 s rownowazne.*

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

W pudetku sg szescienne klocki w czterech kolorach - czerwone, zielone,
niebieskie i z6tte. Kazde z dzieci bierze, ile chce klockéw w jednym z koloréw.
Ustalaja:

Kto ma takie same klocki jak ja (czyli w tym samym kolorze)?

Kto ma tyle samo klockéw co ja?

Kto ma takie same i tyle samo klockéw co ja?

Odpowiedzi na te pytania wymagaja rozpoznania réwnowaznosci.

Kasia ma 5 zéttych klockdéw, Stas 7 niebieskich. Co Kasia ma zrobic, zeby miec¢
takie same klocki jak Stas? Wymieni¢ 5 zéttych klockéw na 5 niebieskich.

Co ma zrobi¢, zeby miec tyle samo klockéw, co Stas? Wzigc jeszcze 2 zétte klocki.
A co ma zrobi¢, zeby miec takie same i tyle samo klockow co Stas? Wymienic 5
z6ttych klockéw na 5 niebieskich i dotozy¢ jeszcze 2 niebieskie klocki.
Wszystkie te dziatania sg transformacjami.

Doswiadczenia (zadania) rozwijajace

w zakresie uznawania statosci liczby

PRZEDSZKOLE

poréwnywanie liczebnosci dwdch zbioréw i ustalanie, Ze jest w nich tyle samo
obiektow

dzieci ucza sie konstruowac zbiory o takiej samej liczbie obiektéw. Moga to
robi¢ na dwa sposoby - przez policzenie obiektéw lub przez pofgczenie w pary
obiektéw z obu zbioréw. Ten drugi sposéb jest prostszy dla dzieci. Opiera sie na
zasadzie jeden do jednego, ktdrej znajomos¢ jest niezbedna do tego, by dzieci
zrozumialy pojecie liczby naturalnej w réznych aspektach

Dzieci maja pieski — zabawki. Kazdy piesek musi mie¢ swoja miseczke.
Pieskéw i miseczek jest po tyle samo.

Dziecko wyjmuje gars¢ klockow.

Uktada je w rzedzie. Obok kazdego klocka ktadzie patyczek.

Klockoéw i patyczkéw jest po tyle samo.
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PRZEDSZKOLE

ustalanie liczby obiektéw w zbiorze, wprowadzanie zmian w ich potozeniu

i wnioskowanie o liczbie obiektéw po takiej zmianie

dzieci wnioskuja o tym, ze liczba obiektdw nie zmienia sie, jezeli zmieni sie tylko
potozenie obiektéw, bez ich dodania czy odjecia

Dzieci ustawiajg przed soba wszystkie pieski — zabawki. Moga policzy, ile ich jest.
Teraz pieski rozbiegaja sie po stole. Czy pieskow jest tyle samo? A moze jest mniej
lub wiecej? Dlaczego tak mysla?

Pieski wchodzg do domu (puste pudetko). lle pieskéw jest w domu? Czy dzieci
wiedza to bez liczenia, czy musza policzy¢?

Dzieci wyjmuja gars¢ kredek. Licza je. Wszystkie kredki wktadaja do pustego
pudetka.

lle kredek jest w pudetku? Musza liczy¢, czy wiedza to bez liczenia?

Teraz kredki ukfadajg na stole, jedng obok drugiej. lle jest kredek?

Czy wiedza to bez liczenia?

PRZEDSZKOLE

ustalanie liczby obiektéw w dwdch réwnolicznych zbiorach, wprowadzanie
zmian w ukfadzie obiektéw w jednym z tych zbioréw i ponowne wnioskowanie

o réwnolicznosci tych zbioréw

dzieci tacza dwa poprzednie rodzaje doswiadczen, czyli w dwdch zbiorach jest po
tyle samo obiektéw i na liczbe obiektéw nie wptywa zmiana ich potozenia

Dzieci maja pieski — zabawki. Kazdy piesek musi mie¢ swoja miseczke. Pieskow
i miseczek jest po tyle samo.

Dzieci zbierajg miseczki i ukfadajg je jedng na druga.

Czy teraz pieskéw i miseczek jest po tyle samo?

Wiedza to bez liczenia, czy musza policzy¢?

Dzieci wyjmuja gars¢ kredek, a potem tyle samo klockdw, czyli obok kazdej kredki
ktada klocek. Kredek i klockéw jest po tyle samo.

Wszystkie kredki wktadajg do pustego pojemnika.

Czy teraz kredek i klockéw jest po tyle samo?

Musza liczy¢, czy wiedza to bez liczenia?

PRZEDSZKOLE | SZKOtA

whnioskowanie o statosci liczby obiektéw w zbiorze po dodaniu i odjeciu takiej
samej liczby obiektow

dzieci ucza sie wnioskowac o tym, ze po dotozeniu (zabraniu), a potem zabraniu
(dotozeniu) takiej samej liczby obiektow liczebnos¢ zbioru nie zmienia sie. Czyli
do okreslonej liczby przedmiotéw doktadaja kilka kolejnych przedmiotéw,

a potem zabierajg tyle samo i okreslaja, czy przedmiotéw jest teraz tyle samo, co
na poczatku (moga tez najpierw zabra¢, a potem tyle samo przedmiotéw dotozy¢)
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Dzieci wyjmuja gars¢ czerwonych klockéw. Licza je.

Ze wszystkich tych klockéw buduja dom.

Doktadaja 3 zielone klocki. Potem zabierajg te klocki.

Czy wiedza bez liczenia, z ilu klockéw zbudowany jest dom?

Dzieci wyjmuja gars¢ kredek w réznych kolorach. Licz je.

Ze wszystkich kredek ustawiaja ptotek.

Doktadaja do ptotka w dowolnym miejscu 4 kolejne kredki.

Teraz zabierajg 4 dowolne kredki.

Z ilu kredek zbudowany jest ptot. Musza liczy¢, czy wiedza to bez liczenia?

Dzieci wyjmuja gars¢ kasztanéw. Liczg je. Zabieraja 3 kasztany.
Wktadaja pozostate do pustego pudetka.

| do tych kasztanéw dokfadajg jeszcze 3 kasztany.

Czy kasztanow jest tyle samo co na poczatku?

Musza liczy¢, czy to wiedza bez liczenia?

Dzieci wyjmuja gars$¢ kamykow. Licza je. Zabieraja 3 kamyki.

Wktadaja pozostate do pustego pudetka. | do kamykéw doktadaja jeszcze 3 klocki.
Czy przedmiotéw jest tyle samo co na poczatku kamykdéw?

Muszg liczy¢, czy to wiedza bez liczenia?

PRZEDSZKOLE | SZKOtA

whnioskowanie o liczebnosci jednego z dwdch réwnolicznych zbioréw na
podstawie wiedzy o liczebnosci tylko jednego z nich

dzieci wiedzg, ze w obu zbiorach jest po tyle samo obiektéw. Liczg, ile jest
obiektéw w jednym zbiorze i wnioskuja o liczbie obiektéw w drugim zbiorze

Dzieci wyjmuja gars¢ kredek. Nie licza ich. Uktadaja w rzedzie.
Pod kazda kredka ktada klocek. Ustalaja, ze kredek i klockéw jest po tyle samo.
Licza klocki. lle jest kredek?

Dzieci wyjmuja gars¢ klockow. Nie licza ich. Uktadaja w rzedzie na kartce.
Pod kazdym klockiem rysuja kreske. Ustalaja, ze klockéw i kresek jest po tyle
samo.

Licza kreski. lle jest klockow?

Dzieci na kartce obrysowuja szablony réznych koét.

Kot ma by¢ tak duzo, jak duzo zmiesci sie na kartce.

Nie licza kot Na kazdym kole rysuja kreske i jednoczesnie gtosno je licza.
Ille jest kot?
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PRZEDSZKOLE | SZKOLA

whnioskowanie o liczebnosci jednego z trzech réwnolicznych zbioréw na
podstawie wiedzy o liczebnosciach pozostatych zbiorow

dzieci uczg sie stosowac zasade przechodniosci: jezeli w zbiorze A jest tyle samo
obiektéw, co w zbiorze B, a w zbiorze B jest tyle samo obiektéw, co w zbiorze C, to
w zbiorze C jest tyle samo obiektéw co w zbiorze A. Jezeli ciastek jest tyle samo
co cukierkow, a cukierkéw jest tyle samo co jabtek, to jabtek jest tyle samo co
ciastek®.

Dzieci maja klocki i papierowe talerzyki. Ustawiajg talerzyki jeden obok drugiego.
Na kazdym talerzyku ktada po jednym czerwonym klocku.

Czy wiecej jest czerwonych klockéw, czy talerzykéw? Czy moze jest ich po tyle
samo? Zdejmuja klocki z talerzykow.

A czy teraz wiecej jest czerwonych klockéw czy talerzykéw?

A moze jest ich po tyle samo? Dlaczego tak sadza?

Dzieci ktada po jednym zielonym klocku na kazdym talerzyku.

Czy wiecej jest zielonych klockéw, czy talerzykow?

Czy moze jest ich po tyle samo?

Zdejmuja zielone klocki z talerzykow.

A czy teraz wiecej jest zielonych klockéw czy talerzykéw?

A moze jest ich po tyle samo? Dlaczego tak sadza?

Czy wiecej jest czerwonych czy zielonych klockéw, a moze jest ich po tyle samo?
Czy wiedza to bez liczenia? Dlaczego tak sagdza?

Dzieci sprawdzaja czy czerwonych i zielonych klockéw jest po tyle samo:

w jednym szeregu ustawiaja czerwone, a w drugim szeregu zielone klocki.

Dzieci ustawia na stole kilka talerzykéw. Na kazdym talerzyku ustawiajg kubeczek.
Talerzykéw i kubeczkéw jest po tyle samo. Do kazdego kubeczka wktadaja
tyzeczke. Kubeczkoéw i tyzeczek jest tyle samo. Licza tyzeczki. lle jest talerzy?
Musza liczy¢, czy wiedza to bez liczenia?

Dzieci wyjmuja garsc¢ kredek. Nie licza ich.
Ukfadaja w rzedzie. Pod kazda kredka kfada klocek.
Ustalaja, ze kredek i klockéw jest po tyle samo.
Obok kazdego klocka kfada kamyk.

Kamykow jest tyle samo co klockéw. Licza kamyki.
lle jest kredek?

Musza liczy¢, czy wiedza to bez liczenia?

Przed doswiadczeniami ze stosowaniem zasady przechodniosci, nalezy da¢ dzieciom wiele doswiadczen

w poréwnywaniu liczebnosci trzech zbioréw. Jest to bardzo trudne i dziecko powinno postugiwac sie metoda
ustawiania obiektéw w trojki: jeden ze zbioru A, obok ze zbioru B, obok ze zbioru C. Jezeli dzieci na radza sobie
ztym, trzeba odtozy¢ w czasie zadania na wnioskowanie o zasadzie przechodniosci.
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3. Liczby naturalne

3.1. Liczby naturalne.
Wynalezienie liczb

Dzieci na dtugo jeszcze przed poéjsciem do przedszkola postuguja sie liczbami. Do-
skonale wiedza, jak uzy¢ pilota do telewizora, zeby obejrze¢ ulubiony program: trzeba
na pilocie nacisng¢ 555. Dziecko moze rozpoznawac usytuowanie klawisza na pilocie lub
pamietac¢ symbol 5. Niezaleznie od tego, czy poznaje symbol, czy klawisz wie, ze bajka po-
jawi sie, kiedy nacisnie trzy razy, potrafi skorzystac ze schematu jeden, jeden i jeszcze raz
jeden”. Zrédto tego zachowania tkwi we wrodzonym mechanizmie (zmysle) liczby.

Wynalezienie liczby i operacji na liczbach mialo niewatpliwie wyjatkowe znacze-
nie dla rozwoju ludzkosci. Kazdy z nas codziennie korzysta z tego wynalazku. Opiera
sie na nim rozwdj nauki i techniki. Ludzie wynaleZli liczby (podobnie jak wiele innych
rewolucyjnych usprawnien) z potrzeby - chcieli policzy¢ cztonkéw swoich spotecznosci,
swoj stan posiadania, swoje straty, jencow, liczy¢ czas od zatozenia swoich miast, liczbe
dni od swoich zwyciestw. Tak narodzily sie liczby. Historia powstania liczb, to historia
zupetnie anonimowa. Stworzona przez ludzi i dla ludzi. Liczby, mimo Ze sg jednym z naj-
wiekszych wynalazkéw cztowieka, nie zostaty opatentowane. Znamy nazwiska niektérych
z tych, ktorzy je przekazywali, stosowali, czy objasniali. Ale imiona wynalazcéw nie sg zna-
ne. To produkt zbiorowej mysli — rachmistrzéw, ksiezy, astronoméw, astrologdw, a na kon-
cu dopiero matematykow®.

Mozna dostrzec pewne podobienstwa pomiedzy tym, jak ludzko$¢ wynalazta liczby,
a tym jak dziecko w swoim umysle konstruuje pojecie liczby. Poczatkowo s3 to liczby na-
turalne, ktére staja sie baza dla wynalezienia/skonstruowania liczb catkowitych i utamkoéw
oraz innych liczb wymiernych, a dalej liczb niewymiernych.

Pojecia liczbowe zajmuja kluczowe miejsce w programach nauczania matematyki, za-
czynajac juz od przedszkola. Liczby sg kluczowe dla wtasciwego rozumienia matematyki,
a takze w rozwoju zdolnosci poznawczych cztowieka. Liczby i podstawowe operacje na
liczbach sa fundamentem dla konstruowania dalszych poje¢ matematycznych. Sa one
réwniez waznym narzedziem, ktére umozliwia i utatwia dostep do wiedzy z innych dzie-
dzin. Dzieci w wieku przedszkolnym i mtodszym wieku szkolnym bardzo interesuja sie
liczbami. Czy to zainteresowanie bedzie sie rozwija¢ i owocowac biegtoscia w matema-
tyce w ogromnym stopniu zalezy od jakosci pierwszych matematycznych doswiadczen.
Rola nauczyciela w tym procesie jest ogromna.

Trudno uwierzy¢, ze jeszcze dzisiaj funkcjonuja spotecznosci, ktére nie postuguja sie
abstrakcyjnymi liczbami. Sa to plemiona Zuluséw i Pigmejéw w Afryce, szczepy Aranda
i Kamilarai w Australii. Postuguja sie oni dwiema liczbami: jeden oznacza pojedynczy
obiekt i dwa, ktéry oznacza pare. Dalej w liczeniu brakuje juz im doktadnosci. Nie pojmuja
liczby w sensie abstrakcyjnym, ale ,odczuwajg” ja jak inne cechy - zapach, smak, barwe,
dzwiek, jako co$, czego nie mozna oddzieli¢ od natury obiektow, ktérych dotyczy.

% G. Ifrah: Dzieje liczby czyli historia wielkiego wynalazku, Zaktad Narodowy im. Ossolinskich, Wroctaw -
Warszawa - Krakow - Gdanisk - £6dz 1990, s.10.
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Potrafimy oceni¢ liczebnosci od 1 do 4 za pomocg szybkiego ogladu. Badania wska-
ZUja, ze rodzimy sie z tg zdolnoscia. Zmyst liczby umozliwia okreslenie bez liczenia, ktéry
zbiér jest wiekszy. Zbiory musza by¢ poréwnywane réwnoczesnie i rozni¢ sie w istotny
sposoéb liczba elementéw. Poréwnywanie zbioréw odbywa sie podswiadomie i automa-
tycznie®®.

W drugim poétroczu zycia dziecko osigga zdolno$¢ globalnej oceny przestrzeni wypet-
nionej rzeczami i osobami w jego otoczeniu. Potrafi taczy¢ w jedno kilka analogicznych
przedmiotoéw, ktére z poczatku widzi oddzielnie, a jesli czegos w tej catosci brakuje, od
razu to spostrzega. W pierwszej potowie drugiego roku zycia dziecko uczy sie rozrézniac
jeden, dwa i wiele przedmiotéw, oceniac jednym spojrzeniem, ktéry z dwoch nieduzych
zbioréw ludzi lub przedmiotdw jest wiekszy. Kilka miesiecy pdzniej, w trzecim roku zycia,
postuguje sie nazwami liczb, zna poczatkowe liczby, rzadziej postuguje sie liczbami, kté-
re trudno wymowic®. 2-3-letnie dziecko czesto sadzi, ze kilka pierwszych liczebnikéw to
jedno dtugie stowo®,

Bardzo waznym etapem w konstruowaniu pojecia liczby jest wyabstrahowanie liczby
- niejako oddzielenie cechy liczebnos¢, od tego co opisuje.

Zupetnie czym innym jest: trzy klocki, a zupetnie czym innym trzy.

Trzy klocki - trzy, jest tu liczebnoscia klockéw, wytacznie do klockéw sie odnosi, funk-
cjonuje, ma sens z punktu widzenia dziecka wylacznie w zestawieniu z klockami.

Trzy - moze by¢ liczebnosciag klockéw, ale tez liczebnoscia domoéw czy wagonow.
Ale tez liczba godzin (3 h), zasobnoscia portfela (3 PLN) czy numerem linii tramwajowej
(,tréjka”). W pewnym sensie zawsze, kiedy postugujemy sie liczbami w codziennym zyciu
mianujemy je. Miano okredla, czy liczba odnosi sie do metréow czy ztotych — mianami sg
tu odpowiednio metry (trzy metry) i ztote (trzy ztote). Poczatkowo dziecko doswiadcza
wylacznie, liczb mianowanych’, czyli takich ktére zawsze odnosza sie do rzeczy lub innych
obiektéw. Nie sg to oczywiscie miana w rozumieniu jakim postugujemy sie w matematyce.
Miana, ktére znamy z matematyki w przeciwienstwie do tych pierwotnych ,mian” sg juz
bardziej abstrakcyjne, umowne czy symboliczne, takie jak decymetry, hektary, czy stopnie
Celsjusza.,Mianami pierwotnymi“ beda w takim ujeciu klocki, kamyki czy patyki.

Spotecznos¢ Aborygendw Walpiri postuguje sie tylko trzema liczebnikami: 1, 2 i wie-
le. Spotecznos¢ Anindilyakwa z Wyspy Groote Eylandt u pétnocnych wybrzezy Australii,
oznacza liczby stowami 1, 2, 3 i wiele. W jednym z badan grupa dzieci z obu spotecznosci
stuchata, jak ktos stukat od 1 do 7 razy i wyktadat tyle Zetondw, ile razy stuknat. Czasami
eksperymentator,mylit sie”z wykfadaniem zetonéw. Dzieci doskonale potrafity wskaza¢,
w ktérym momencie pomylit sie. Swiadczy to o tym, ze dzieci potrafity utworzyt umy-
stowa reprezentacje liczby, odnies¢ ja zaréwno do liczenia stuchem jak i wzrokiem. Nie
znaty jednak liczebnikéw do okreslania liczebnosci 4, 5, 6 czy 7. Wynika¢ z tego moze, ze
stowa okreslajace liczby - liczebniki, sg potrzebne dla precyzji liczenia, dla komunikowa-
nia sie ludzi miedzy sobag, ale nie sa konieczne dla tworzenia abstrakcyjnej reprezentacji
liczby®®.

% B.Brozek, M. Hohol: Umyst matematyczny, Copernicus Center Press, Krakéw 2014, s. 22.

% G.Ifrah: Dzieje liczby czyli historia wielkiego wynalazku, op. cit., s. 15-16.

% K. Fuson: Relationship between counting and cardinality from age 2 to 8: w: J. Bideaud, C. Meljac, J. Fischer
(red.) Pathways to number, children’s developing numerical abilities, Hillsdale, LEA: Nowy Jork 1992.

% por. B. Butterworth: The Mathematical Brain, Macmillan, Londyn 1999.
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Mozliwos¢ postugiwania sie liczbami u tych ludéw nie wykracza poza percepcje bez-
posrednia liczby, czyli zdolnos¢, z ktdra rodzi sie kazdy cztowiek. Nie jest to jednak to samo,
co abstrakcyjne postugiwanie sie liczbami’®.

Ludzie wynalezZli liczby, bo byly im one potrzebne do zaspokajania konkretnych po-
trzeb. W dokonaniu tego imponujacego wynalazku pomogty cztowiekowi pewne wta-
snosci jego rozumowania. Ludzie i niektére gatunki zwierzat s zdolni do bezposrednie-
go postrzegania liczebnosci, dzieki posiadanemu zmystowi liczby. Ta naturalna zdol-
nos¢ pozwala rozpoznad, ze pewien (nieliczny) zbiér, widziany po raz drugi, zmienit sie
przez odjecie lub dodanie jakiegos$ elementu. Bez btedu wzrokiem rozrézniamy 1, 2, 3, 4
elementy. Na tym sie konczy zdolnos¢ identyfikowania liczebnosci. Powyzej 4 oko prze-
staje by¢ doktadnym przyrzadem pomiarowym?’. Zmyst liczby posiadaja juz niemowleta.
Osoby, ktére rodza sie bez niego, pozbawione s3 intuicji dotyczacej liczb, majg duze kto-
poty z postugiwaniem sie liczbami. Zmyst liczby odkryt francuski neurobiolog i matema-
tyk Stanislas Dehaene. Jego zdaniem ewolucja wyposazyta mdzg w intuicje liczb. Ocena
liczebnosci niewielkiej grupy obiektéw (1-4) nastepuje za pomoca szybkiego ogladu, czyli
szacowania (subitizing). Zmyst ten rozwija sie jeszcze przed urodzeniem i petni role me-
chanizmu startowego dla umiejetnosci liczenia. Trzy do pieciu dni po urodzeniu dzieci
potrafig odrézni¢ zbiory dwuelementowe od czteroelementowych. Czteromiesieczne nie-
mowleta rozumieja, ze gdy do jednego przedmiotu dodany zostanie drugi, to w sumie
sa dwa przedmioty. Dzieci zdaja sie tez rozumie¢ odwrotng operacje, czyli odejmowanie.
Niewiele pézniej zdolnosci te rozszerzaja sie, obejmujac 3 przedmioty. Kilkumiesieczne
dzieci potrafig poréwnac informacje pochodzace z réznych zmystéw - sg w stanie ustali¢,
ze liczba uderzen w bebenek jest taka sama jak liczba klockow, ktore widzg™.

Liczenie w poréwnaniu z szacowaniem jest procesem bardziej czasochtonnym i anga-
zujacym dodatkowe zdolnosci poznawcze. Pozwala okresli¢ liczebnosci zbiorow z wiekszg
precyzja niz szacowanie i moze dotyczy¢ zbioréw o duzej liczbie elementow?3.

Mate dziecko potrafi poréwnac liczebnosci dwdch zbioréw bez postugiwania sie
abstrakcyjnym liczeniem. Stosuje parowanie, czyli obiekty z poréwnywanych
zbioréw ustawia w pary. Miedzy zbiorami zachodzi odpowiednios¢ wzajemnie
jednoznaczna. Wtasne nogi, rece stanowia dla dziecka pierwszy wzorzec pary.
Para nie jest uswiadomiona jako liczba, ale jako komplet. Metoda jeden - jeden
pozwala poja¢ pewne liczebnosci, bez liczenia, bez nazywania, bez uruchamiania
wyobrazni. Metode odpowiedniosci jeden do jednego uzywa tez dziecko, gdy
postuguje sie wyliczanka: jedno stowo wyliczanki - jedna liczona osoba.
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G. Ifrah: Dzieje liczby czyli historia wielkiego wynalazku, Zaktad op. cit., s.13-14.

I W Rzymie meskim potomkom (dziewczynki nie miaty w tamtych czasach imion) do czwartego z kolei syna
nadawano imiona wiasne. Poczawszy od pigtego syna nadawano dzieciom numery. Tylko 4 pierwsze miesiagce
pierwotnego roku rzymskiego miaty swoje nazwy (Martius, Aprilis, Maius, lunius). Nazwy pozostatych miesiecy
byly numerami. Wiezien, gdy liczyt czas swojego przebywania w wiezieniu, to na scianie celi ztobit tyle kresek,
ile dni przesiedziat. Kazde 4 kreski skreslat. To moga by¢ dowody na to, ze u cztowieka zdolno$¢ bezposredniego
spostrzegania liczb nie przekracza 4. Nierbwnomierne rozmieszczenie palcéw reki respektuje granice zdolnosci
cztowieka do natychmiastowego wzrokowego rozpoznania liczby. Kciuk jest wyraznie oddalony od palca
wskazujacego. por. G. Ifrah: Dzieje liczby czyli historia wielkiego wynalazku, op. cit., s.16 - 17.

72 B.Brozek, M. Hohol: Umyst matematyczny, Copernicus Center Press, Krakéw 2014, s. 50.

73 |bidiem, s. 30-31.
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Wynalezienie liczby zaczeto sie od metody odpowiedniosci jeden - jeden. Daje ona
mozliwos¢ fatwego poréwnania dwéch zbiorédw obiektow tej samej lub réznej natury bez
odwotywania sie do liczenia.

Pasterz, ktory miat owce, nie wiedzial, ile ich jest, ale wiedziat, ze duzo. Kazdego wie-
czoru owce wracaty z pastwiska do jaskini, ale pasterz nie wiedziat, czy wszystkie wrécity,
bo byto ich tak duzo, Ze nie dato sie kazdej z nich zapamieta¢. Wpadt na pomyst — usiadt
z kawatkiem kosci i krzemieniem u wejscia do jaskini i nacinat kos¢ za kazdym razem, gdy
do jaskini wchodzita owca. Kiedy wszystkie owce byly juz w jaskini, pasterz miat doktad-
nie tyle nacie¢, ile byto zwierzat. Dalej nie majac pojecia, ile tych owiec jest. Odtad tatwo
mogt sprawdzi¢, czy cate stado wrécito — wpuszczat owce pojedynczo i przesuwat palec
po nacieciach, za kazdym razem gdy weszta owca. Kiedy narodzito sie jagnie, ztobit nowe
naciecie. Dzieki metodzie jeden — jeden mozna okresla¢ rownolicznos¢ zbioréw, nie umie-
jac jeszcze postugiwac sie liczebnikami.

Uwaza sie, ze po raz pierwszy liczb zaczeto uzywac ok. 30 000 lat p.n.e. Z tego okresu
pochodza kosci, na ktérych znaleziono $lady nacie¢, uwazane za préby liczenia. Nie wia-
domo, czy zliczano wtedy dobra, dni, czy moze ludzi. Najstarszy znany przyktad malowi-
dta z kreskami, sugerujgcymi liczenie, pochodzi z jaskini w potudniowej Afryce.

Pierwszymi pojeciami liczbowymi, jakie poznaje dziecko sa liczby naturalne. Pojecie
liczby naturalnej jest podstawg do konstruowania pojecia liczb catkowitych’, a to staje
sie podstawa konstruowania pojecia liczb wymiernych” i niewymiernych’s. Okreslone
abstrakcyjne pojecia stanowia punkt wyjscia do tworzenia nowych, réwniez abstrakcyj-
nych pojec. W ten sposéb tworzy sie pietra abstrakgji.

Stworzenie Scistej definicji zbioru liczb naturalnych, cho¢ proste, zajeto matematykom
wiele czasu. Jeszcze do korica XIX wieku uwazali, ze pojecie liczby nalezy do pierwotnych,
niewymagajacych zdefiniowania. Wtoski matematyk i logik Giuseppe Peano zapropono-
wat warunki (tzw. postulaty lub aksjomaty Peano), ktére musza spetniac liczby naturalne.
Najmniejsza liczba naturalna jest 0. Istnieje nieskoriczenie wiele liczb naturalnych. Kazda
liczba naturalna ma swdj nastepnik, czyli liczbe o 1 wieksza. A jednoczesnie kazda liczba,
z wyjatkiem zera, ma liczbe ja poprzedzajaca, ktdra jest o 1 mniejsza. Zero nie jest nastep-
nikiem zadnej liczby naturalnej, bo jest najmniejszg liczba ze zbioru liczb naturalnych”.

Na poczatku dziecko ma nabra¢ przekonania, ze liczba oznacza zbiér jednosci
i zaleznie od tego zbioru moze by¢ wieksza lub mniejsza. Nie moze liczy¢
tylko stownie, bo wtedy wypowiada tylko stowa - liczebniki. W ten sposéb nie
powiaze okreslen (liczebnikéw) z pojeciem liczby. Powinno zawsze przelicza¢ cos
rzeczywistego — konkretne przedmioty, osoby.

Pojecie liczby naturalnej jest pojeciem abstrakcyjnym. Liczba jako taka w rzeczy-
wistosci nie istnieje. Na parkingu stoi 5 samochodéw. Nie liczba pie¢ stoi na parkingu,
ale samochody: samochéd, samochéd, samochdéd, samochdd i jeszcze jeden samochéd.
Dziecko nie moze liczby zobaczy¢, dotkna¢, przetozy¢, powachad. Proces konstruowania

4 Liczby catkowite to liczby naturalne (dodatnie) oraz przeciwne do nich, czyli liczby ujemne.

7> Liczby wymierne to liczby, ktére mozna przedstawi¢ w postaci utamka, ktéry powstaje przez podzielenie
liczby catkowitej (licznik) przez liczbe catkowita r6zng od zera (mianownik).

76 Liczby niewymierne to liczby, ktére nie da sie przedstawi¢ w postaci utamka, na przyktad v2.

77 ). Stupecki, K. Pir6g-Rzepecka, K. Hatkowska: Elementy arytmetyki teoretycznej, WSiP, Warszawa 1979, s. 6-7.
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pojecia liczby naturalnej jest dtugi, wymaga oderwania sie mysli dziecka od rozmaitych
modeli i sytuacji. Chaotyczne i naturalne sytuacje pochodzace z do$wiadczen przedszkol-
nych dziecka w szkole porzadkuje sie tak, aby uwzglednic aspekt kardynalny, porzadkowy,
arytmetyczny i miarowy, by doprowadzi¢ do syntezy, jaka ma by¢ pojecie liczby natu-
ralnej. Chodzi o to, aby dziecko zdobyto przekonanie, ze liczba oznacza zbiér jednosci
i zaleznie od tego zbioru moze by¢ wieksza lub mniejsza’®. Postugujemy sie tu zasada
rekurencji - kazdy wyraz ciggu liczb naturalnych otrzymuje sie przez dodanie 1 do liczby
poprzedniej. Kazda liczba naturalna (z wyjatkiem liczby zero) ma wiec przyczyne swego
istnienia we wszystkich poprzednich liczbach.

Kiedy dziecko otrzymuje kartoniki z liczbami i jeden kartonik ma potozy¢ po prawej
stronie, a drugi po lewej, okazuje sig, ze zazwyczaj kartonik z mniejszg liczbg uktada po
lewej stronie, a z wieksza po prawej. Dziata efekt SNARC” (spatialnumerical association
of response codes, co mozna przettumaczy¢ jako: przestrzenne skojarzenie kodéw licz-
bowych), ktéry odnosi sie do zwigzku miedzy umystowymi reprezentacjami liczb i prze-
strzenia. To tak jakby liczby rozmieszczone byty na odcinku w ten sposéb, ze kazde miejsce
odpowiada pewnej wielkosci. Zblizone do siebie liczby reprezentowane sg w sasiednich
miejscach, zero znajduje sie skrajnie z lewej strony, wieksze liczby znajduja sie coraz bar-
dziej na prawo. Kolejne liczby wyobrazamy sobie jako rozmieszczone na linii — im wiek-
sza liczba, tym bardziej preferowana jest prawa strona, im mniejsza liczba - strona lewa &
Myslac o liczbach szeregujemy je w umysle. Tworzymy ciag rosnacy. W naszej kulturze
od lewej strony do prawej. Liczba bardziej na prawo jest wieksza od tej na lewo. Dodajac,
posuwamy sie w ciggu w prawo, a odejmujac — w lewo. Wyobrazenie sobie ciagu liczbo-
wego wymaga dobrego rozumienia relacji przestrzennych. Pierwszy chodniczek liczbowy
jaki poznaje dziecko, powinien by¢ skonstruowany tak, aby liczby rosty od lewej strony do
prawe;j i sktadac sie przynajmniej z liczb pierwszej dziesiatki.

Wazna liczba, jaka poznaje i postuguje sie dziecko jest liczba 10. Jest ona wazna co
najmniejzdwdch powodéw. To podstawa systemu liczenia, ktorym sie postugujemy.
Dziesigtka odgrywa tezistotna role w rachowaniu, dlatego juz w przedszkolu wazne
sg doswiadczenia w doliczaniu i odliczaniu od 10, a tez w grupowaniu przy liczeniu
obiektéw po 10.

Wazna role w rozwoju cywilizacji odegrato wynalezienie bazy w postugiwaniu sie licz-
bami. Trzeba byto wynalez¢ sposob na oznaczanie (materialnie, stowne, na pismie) duzych
liczb za pomoca jak najmniejszej liczby symboli. Uczac sie grupowac dowolne elementy
wedtug przyjetej bazy, cztowiek nauczyt sie ocenia¢, oblicza¢ i mierzy¢ rézne wielkosci:
ciezar, dlugos¢, pole powierzchni, objetos¢, pojemnosé. Nauczyt sie tez siegac do coraz
wiekszych liczb i pojmowac je zanim jeszcze byt zdolny opanowaé pojecie nieskonczo-
nosci. Mégt w ten sposéb opracowac kilka technik obliczeniowych i stworzy¢ poczatki
arytmetyki, ktora najpierw byta czysto praktyczna, zanim stata sie abstrakcyjna i dopro-

78 Wiecej na temat zaleznosci miedzy klasyfikowaniem a rozumieniem pojecia liczby naturalnej piszemy
w rozdziale 2.1 Rozumowania matematyczne - klasyfikacja.

72 B.Brozek, M. Hohol: Umyst matematyczny, op. cit., s. 62-66.

8 W. Fias, J. Ph. van Dijck, W.Geveras: How is Number Associated with Space? The Role of Working Memory, in:
Space, Time and Number in the Brain, Searching for the Foundation of Mathematical Thought, S. Dehaene, E.
Brannon (red.), Elsevier, Londyn 2011, s. 13.
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wadzita do algebry. Otworzyta sie przed cztowiekiem droga do kalendarza, do astronomii,
do geometrii. Baza 10 byfa i jest najbardziej rozpowszechniona. Ma zalety, gdyz wielko-
$cig odpowiada zdolnosciom pamieciowym cztowieka: niewiele nazw liczb, niewiele sym-
boli®'. Dziesigtkowy system pozycyjny oznacza, ze dziesie¢ jednostek nizszego rzedu
tworzy jedna jednostke rzedu bezposrednio wyzszego. Czyli 10 jednosci to 1 dziesiatka,
a 10 dziesiatek, to 1 setka. Numeracja jaka sie postugujemy, oparta na 10 cyfrach, pozwala
w prosty i racjonalny sposob przedstawi¢ dowolng liczbe niezaleznie od jej wielkosci oraz
wykonac wszystkie dziatania arytmetyczne. Cyfra w zapisie liczby wskazuje r6zng wartos¢,
w zaleznosci od potozenia, czyli miejsce cyfry w liczbie ma szczegdlne znaczenie. Moze
znajdowac sie na pierwszym, drugim, trzecim miejscu od konca (liczac od prawej strony).
Odnosi sie wtedy do réznych rzedéw numeracji. W liczbie 123 cyfra 3 oznacza 3 jednosci,
w liczbie 132 oznacza 3 dziesigtki, a w liczbie 321 oznacza 3 setki.

Dziesigtkowy system pozycyjny opiera sie na pewnych zasadach:

zasadzie faczenia po 10: 10 jednosci, to jedna dziesigtka; 10 setek, to jeden

tysiac;

- te same symbole stosuje sie wielokrotnie, czyli za pomoca 10 cyfr mozna
przedstawi¢ nieskonczenie wiele liczb;

- miejsce cyfry wzgledem innych cyfr w liczbie okresla jej wartos¢, z tym, ze coraz
wieksze liczby sa na lewo;

— aby okresli¢ wielkos¢ liczby trzeba pozna¢ wartos¢ wskazywang przez kazda
z cyfr, a nastepnie dodac je, na przyktad w liczbie 358 — 3 oznacza 300, 5 oznacza
50, a 8 oznacza 8. Catkowita wartos¢ liczby jest suma tych wartosci, czyli 300 +
50 + 8 = 358.

3.2. Liczby naturalne.
Liczenie

Dzieci w wieku przedszkolnym bardzo lubig liczy¢. Liczg zabawki, ptyty chodnikowe,
ale i drzewa w lesie czy ile razy ,kuka” kukutka. Przyjemnosc¢ sprawia spontaniczne licze-
nie, jak najdalej sie da. To doskonale obrazuje nieskoriczonos¢ zbioru liczb, najwazniejsze
jest wiasnie jej doswiadczanie. Dziecko samo wyznacza kres dostepnej mu przestrzeni
liczbowej. Nie nalezy ogranicza¢ zakresu liczenia. Wysokie liczby maja dla dziecka silna,
pozytywnga wartos¢ uczuciowa. Wzbudzajg zaciekawienie, zdziwienie, przyjemnos¢ z ob-
cowania z nimi. Dziecko postuguje sie tym wiekszymi liczbami, im mniej jest w zabawie
czy zadaniach odniesien do rzeczywistosci.

8 G. Ifrah: Dzieje liczby czyli historia wielkiego wynalazku, Zaktad Narodowy im. Ossolinskich, Wroctaw -

Warszawa - Krakow - Gdanisk - £6dz 1990, s. 50.
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W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE
a8 &% &% &8 &%
jeden dwa trzy cztery piec

ten jest piaty

wszystkich jest
piec

Policzy¢ obiekty pewnego zbioru, to znaczy przypisa¢ kazdemu z nich symbol
(stowo, gest lub znak graficzny) odpowiadajacy pewnej liczbie z naturalnego ciaggu
liczb catkowitych, od jednego zaczynajac, przez kolejne liczby az do wyczerpania
wszystkich liczonych obiektow. W ten sposéb zbiér przeksztatca sie w ciag symboli,
z ktorych kazdy bedzie numerem porzadkowym, ktéry zostat przypisany danemu
obiektowi. Ostatni z tych numeréw bedzie wyrazat liczbe wszystkich obiektéw,
a wiec liczbe obiektéw liczonego zbioru®2.

W przeliczaniu obiektdw dziecku pomaga dotykanie, przesuwanie kazdego z nich.
Trudniej jest liczy¢ tylko ,wzrokiem”.

Pojawienie sie w zachowaniu matego dziecka gestu wskazywania to poczatek ksztat-
towania sie czynnosci skfadajacych sie na umiejetnos¢ liczenia. To czas, gdy dziecko in-
tensywnie uczy sie komunikowa¢ ze $wiatem zaréwno jezykiem werbalnym jak i poza-
werbalnym. W tym samym czasie dziecko poznaje rzeczywisto$¢ wokét siebie i uczy sie
ja porzadkowac. Gestem wskazywania dziecko komunikuje dorostemu, Zze skupito uwage
na danym obiekcie i dopomina sie, aby on uczynit to réwniez i oznaczyt stowem - nazwa
wskazana rzecz. Gest wskazywania ma podstawowe znaczenie dla ksztattowania sie umie-
jetnosci liczenia.

Dziecko w wieku przedszkolnym poznaje zasady obowigzujace przy liczeniu. Nie nale-
2y dziecku objasnia¢ stownie tych zasad (podawac definicji). W ten sposob i tak ich nie
zrozumie, a co najwyzej nauczy sie na pamiec. Wystarczy ,podpowiadac” jak liczy¢, liczy¢
razem z nim.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Dzieci w ciggu pierwszych lat swojego zycia ucza sie zasad poprawnego

liczenia:

- zasady kardynalnosci: ostatni wypowiedziany liczebnik jest liczbg kardynalng
zbioru. Liczy klocki: jeden, dwa, trzy, cztery, pie¢, szesc. Jest szes¢ klockow;

- zasady jeden do jednego: liczac wskazuje sie kazdy liczony obiekt i okresla sie go
nazwa; poczatkowo kazda liczba to zbiér jednosci;

- zasady ustalonego porzadku: wybiera porzadek w zbiorze obiektéw i zgodnie
z nim przelicza je; na przyktad liczy od lewej do prawej, z dotu do gory;

82 |bidiem, s. 34-35.
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- zasady abstrakcji: mozna policzy¢ razem niejednorodne obiekty. Mozna policzy¢
razem misie, jabtka i klocki;

zasady niezaleznosci porzadkowej: porzadek liczenia w ustalonym zbiorze jest
bez znaczenia. Mozna liczy¢ od prawej strony do lewej, od lewej do prawej,
z gory na dot, z dotu do gory, czy w kazdym innym kierunku. Wazne, zeby
policzy¢ kazdy obiekt, zadnego nie poming¢ i zadnego nie policzy¢ kilka razy®.

Dziecko powinno liczy¢ r6znego rodzaju obiekty, ale poczatkowo najlepiej kiedy zbiér
liczonych obiektéw jest jednorodny. Przeliczanie zbioréw réznorodnych; czy to liczac
wszystkie, czy tylko wyodrebnione jest trudniejsze. Na poczatku ma przed soba tylko te
obiekty, ktére ma policzy¢. Potem oprécz nich sg tez inne, ktérych liczy¢ nie trzeba.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE
& * & * & &
jeden dwa trzy cztery
sg cztery
kwiaty

Przy liczeniu wybranych obiektéw, kiedy inne trzeba poming¢, dziecko na poczatku
wybiera (odktada) te, ktére ma policzyc. Nastepnie dziecko nie rozdziela przedmiotéw, na
te ktére nalezy policzy¢ i na te, ktdre maja by¢ ignorowane. Liczac, ze wszystkich przed-
miotéw, wyodrebnia tylko te, ktdre sg w tej chwili istotne.

Przedmioty, ktére dziecko ma policzy¢ najlepiej uktadac w rzedzie lub w szeregu. Z czasem
mozna je grupowag, rozprasza¢, a nawet uktadac po okregu. W sytuacjach, w ktérych dziecko
ma ktopoty z liczeniem, trzeba ponownie przedmioty ustawic¢ w szeregu lub w rzedzie.

Bardzo trudne jest liczenie wstecz. Wymaga ono juz dobrego poruszania sie w regu-
tach liczenia, a tez dobrego pamietania nazw kolejnych liczebnikéw.

* * * * *
pie¢ cztery trzy dwa jeden

ten jest piaty

wszystkich jest pie¢

Wszystkie te zasady dotycza wytacznie liczb naturalnych. W potocznym rozumieniu
wyczerpuja one definicje liczby. Na kolejnych etapach edukacji zakres poznawanych liczb
znacznie sie rozszerza, a poznane wczesniej zasady staja sie niewystarczajace, czy wrecz

83
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czasami sprzeczne z rozbudowywanym pojeciem liczby. Przytoczone zasady liczenia
moga prowadzi¢ do wniosku, ze liczby sa stowami i symbolami uzywanymi do liczenia.
Tak jakby istniaty wytacznie liczby naturalne. A tak nie jest. Czesto dorosli zapytani, ile jest
liczb w przedziale od 2 do 12, odpowiadaja ze jest ich dziesie¢. Pomimo tego, ze od wielu
lat znaja utamki zwykte i dziesietne. Tymczasem istnieje nieskonczenie wiele liczb pomie-
dzy dwiema dowolnie wskazanymi liczbami. Wielu szkolnych przez nas nauczycieli zapy-
tanych o to, czy istnieje taka para liczb, ktérych suma wynosi 4, a réznica 9, odpowiada, ze
nie ma takiej pary liczb. Para liczb, o ktérg pytamy to... zagadka dla czytelnika®“.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Przy przeliczaniu obiektow dorosty powinien dziecku podpowiadac kolejne
liczebniki. Trudne do zapamietania sa zwfaszcza liczebniki drugiej dziesiatki, bo ich
nazwy sa inaczej zbudowane niz liczebniki pierwszej, trzeciej i kolejnych dziesigtek.
Zdarzy¢ sie moze, ze dziecko zamiast pietnascie bedzie méwito ,dziesie¢ piec”
(podobnie jak méwi sie dwadziescia piec).

W stosowaniu zasady jeden liczebnik - jeden liczony obiekt, dziecko poczatkowo
bedzie wigzato przeliczanie ze wskazywaniem kolejnych obiektéw i nazywaniem ich jako:
jeden, dwa, trzy, cztery ... Wypowiadajac liczebniki dziecko odnosi je do kolejnych obiektow.
Poczatkowo liczebniki sq wylacznie nazwami rzeczy, z czasem staja sie nazwami z inne-
go nizrzeczy porzadku, by w koncu stac sie nazwami liczb. Dziecko nie rozumie, Ze liczebniki
to,,specjalne” stowa okreslajace liczby: dwa: to jeden i jeszcze jeden, a trzy: to dwa i jeszcze
jeden. Przy liczeniu kazde ze stéw jest powigzane z odpowiednim miejscem liczby w szere-
gu, ale tez z dziataniem polegajacym na doliczaniu (dodawaniu) kolejnych obiektéw.

Dziecko uczy sie podstawowej wiasciwosci konstruowania liczb naturalnych: kolejna
liczba powstaje przez dodanie 1 do poprzedniej liczby i kazdy wypowiadany liczeb-
nik wyraza wynik takiego dodawania. Takie podejscie jest dobra podstawa budowania
dalszych umiejetnosci z arytmetyki.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Najlepiej poznawac kolejne liczby na zasadzie dodawania jeden (jednosci, jednego
obiektu) do poprzedniej liczby.

Dziecko liczy obiekty — ustalaile ich jest.

Dokfada jeszcze jeden obiekt.

Liczy ponownie, ile jest.

*x kX

sq trzy
jeden dwa trzy
* * * * o catery
jeden dwa trzy i jeszcze jeden
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D. Haylock, A. Cockburn: Understanding Mathematics for Young Children. Fully Revised and Expanded
Edition, SAGE, London 2008, s. 27.
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Badania® pokazaty, ze kiedy dzieci przez dtugi czas ucza sie liczenia bez dobrego zro-
zumienia pierwszych 3-4 liczb, to ucza sie mechanicznego liczenia. Staraja sie robic to, co
kaze im dorosty, bez zrozumienia, Zze dziatanie to zmierza do okreslenia liczebnosci zbioru.
Dziecko, ktére postuguje sie liczeniem mechanicznie, nie rozumiejac dobrze co robi, bez
problemu obliczy, ze jabtek jest 8. Nie bedzie jednak potrafito podac 5 jabtek, gdy zostanie
o to poproszone. Z powodzeniem wykona zadanie ,lle jest?”, poniewaz jest bardzo dobrze
~wyszkolone’, ale wyraznie widac ze pojecie liczby jest jeszcze ,mgliste”, na pewno liczba
nie jest traktowana jak suma innych liczb.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

*x Kk Kk X
*x X Kk X *

i . i jeszcze jeden, razem jest
dwa cztery szesc osiem S,
dziewiec
Najpierw dziecko uczy sie liczy¢ po 1 do przodu i do tytu. Potem zaczyna liczy¢
tez po 2, czy po 3. Warto pokaza¢, ze w ten sposob liczy sie szybciej. Na poczatku
dziecko ma tyle obiektéw, ze da sie je bez reszty policzy¢, na przyktad po 3 (czyli 6,
12, czy 21). Potem mozna prébowac dawac dzieciom liczebnosci, ktérych nie da sie
bez reszty policzy¢ po iles. Dziecko uczy sie dolicza¢, na przyktad liczy kamyki: Trzy,
sze$¢, siedem i osiem. Jest osiem kamykow. To sa juz bardzo trudne zadania. Wokot
siebie dziecko znajduje wiele sytuacji wystepowania relacji typu jeden do wielu. Psy
maja po 4 tapy, a rowery po 2 kota. Bardzo wazna jest umiejetnos¢ liczenia po 10,
gdyz jest to podstawa do postugiwania sie dziesigtkowym systemem pozycyjnym.
Oczywiscie po iles fatwiej jest liczy¢ do przodu niz do tytu. Wazna role odgrywa
dorosty, ktéry pokazuje jak mozna liczy¢ po iles. Dziecko na poczatku na pewno
bedzie liczy¢ z pomoca dorostego.

Czesto poprzestajemy na liczeniu wzrokiem - wystarcza nam jeden rzut oka by oceni¢
ile 0séb jest w grupie, ile ksigzek na potce a ile samochodéw na parkingu. Oceny doko-
nujemy nie wedtug liczby sztuk, ale szacujac ile miejsca obiekty zajmuja. Takie liczenie
nazywa sie liczeniem geometrycznym.® Przedszkolaki wola dostac te samga ilos¢ soku
w dwéch szklankach niz w jednej, bo dwie szklanki zajmujg wiecej miejsca na stole, niz
jedna szklanka i przedszkolakom wydaje sie, ze dostang wiecej soku. Swiadczy to o bardzo
wczesnym dysponowaniu przez cztowieka umiejetnoscia liczenia geometrycznego. Warto
zacheca¢ dzieci do szacowania czy jest duzo czy mato, gdzie jest wiecej a gdzie mniej.
Takie doswiadczenia takze przyczyniaja sie do budowania pojecia liczby.

8 B.W.Sarnecka, S. Carey: How Counting Represents Number: What Children Must Learn and When They Learn
it, “Cognition” 108, 2008, s. 662-674.
8 M. Szurek: O nauczaniu matematyki. Wyktady dla nauczycieli i studentéw, tom 2, GWO, Gdansk 2005, s. 49.
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@ Kx B x £ & &
O o £ oKk P *
duzo mato

Warto szacowac z dziecmi, intuicyjnie okreslajac liczebnosci. Zabawy doskonalace
umiejetnos¢ szacowania utatwiaja dziecku zrozumienie i ugruntowanie pojecia liczby
oraz pomagaja rozwijac strategie arytmetyczne.

Zgodnie z teorig o liczbach jako nastepstwie czasowym, liczby powstajg nie w prze-
strzeni, lecz w czasie, nie przez ustawianie przedmiotéw obok siebie, lecz przez doznawa-
nie pewnych wrazen po sobie wystepujacych. Dziecku wydaje sie, ze im dtuzej liczy, tym
wiecej jest liczonych obiektéw?.

Miedzy liczeniem i postrzeganiem przestrzeni, a takze czasu, istniejg zapewne silne
zwiazki. Jednak ich natura i kulturowe zakorzenienie wymagaja dalszych badan?.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE
Dziecizfatwosciguczasieliczyénapalcach.Waznarzeczajestrozwijanie wzrokowego
rozpoznawania liczebnosci zbioréw. Zapamietujg wzrokowo poszczegoélne uktady
palcéw oraz automatyzuja czynnosci zwigzane z pokazywaniem i odczytywaniem
liczb. Zazwyczaj palce lewej reki tworza uktady dla liczb od 1 do 5, a prawej od 6 do
10. Dzieci leworeczne moga liczy¢ odwrotnie. Liczbe 0 pokazuje zacisnieta pies¢,
a 1 to wysuniety kciuk. Liczbe 4 mozna pokaza¢ na dwa sposoby. Trudniej jest
pokaza¢, gdy dziecko liczy od kciuka kolejne palce. Podobna sytuacja wystepuje
przy liczbie 9.

Palce poczatkowo petnig role konkretnych przedmiotéw do liczenia - podobnie jak
klocki, czy kasztany. Z czasem zaczynaja petnic role zbioréw zastepujacych liczone obiek-
ty. Dziecko pokazuje 3 palce (palce wystepuja tutaj w roli liczonych obiektéw). Dziecko
pokazuje na palcach, ile w domu ma kotéw - Kicius, Mruczek i Kajtek — palce petnig role
obiektéw zastepujacych liczone koty. Liczenie na palcach opiera sie na kilku zdolnosciach
poznawczych: grupowaniu obiektéw (w mysli lub fizycznie), porzadkowaniu i taczeniu ich
w pary (powigzac przedmiot z kolejnym palcem), zapamietywaniu wynikéw przeprowa-
dzonych operacji, rozumieniu, ze uzyskany wynik jest niezalezny od kolejnosci manipula-
¢ji obiektami.®

8  |bidiem, s. 51-52.
8  B.Brozek, M. Hohol: Umyst matematyczny, op. cit., s. 70.
8 @G. Lakoff, R. E. Nunez: Where Mathematics Comes From, Basic Books, New York 2000, s. 51-52.
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W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Dzieci powinny mac liczy¢ na palcach tyle ile chca i tak dtugo jak tego potrzebuja.
Obawy, z ktérymi mozna sie czasem spotka¢, ze dziecko powinno juz przestac
liczy¢ na palcach sa zupetnie niepotrzebne. Kiedy tylko przestana potrzebowac
liczy¢ na palcach, na pewno nie beda sie nimi postugiwac. Wielu dorostym zdarza
sie wracac do liczenia na palcach w réznych sytuacjach, co wcale nie znaczy, ze
nie potrafig liczy¢ w pamieci, postugujac sie abstrakcyjnymi liczbami. Kiedy na
przyktad chcemy ustali¢ jaka doktadnie bedzie godzina po uptywie czterech i pét
godziny, liczac od 17.18 — bardzo wielu dorostych liczy wiasnie,,na palcach” Tak jest
nam najwygodnie;j.

Szacowanie to zdolnos¢ okreslania liczby obiektéw bez liczenia, ,na oko’, z mata pre-
cyzja. Na przyktad szacujemy, ze okoto 50 samochodéw stoi na parkingu. Szacowanie nie
wymaga przeliczania. Ma charaktery przyblizenia, bez potrzeby angazowania doktadnych
reprezentacji liczbowych. Proces ten powszechnie wystepuje u ludzi, niezaleznie od ich
wieku, jezyka, kultury, poziomu wyksztatcenia®.

Typy szacowania

Percepcyjne - lezy u podstaw uczenia sie liczenia. Umozliwia podzielenie wystepu-
jacych w grupie przedmiotéw na poszczegdlne obiekty, czy grupy obiektéw, co stanowi
warunek wstepny do ich policzenia;

Pojeciowe — pozwala ocenic liczebnosc¢ zbioru bez liczenia, dzieki rozpoznaniu znane-
go wzorca. Moze miec¢ charakter przestrzenny jak na przyktad charakterystyczny uktad
kropek na kostce do gry, kinestetyczny na przyktad 5 palcéw na jednej dtonii 2 na drugiej
- bez liczenia wiemy ile ich jest.

Rytmiczne - wyklaskujac rytm utworu muzycznego, bez liczenia wiemy, ile gestow
wykonac w okreslonym czasie.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Dzieci szacujac,,na oko’, moga tez poréwnywac wielkosci zbioréw, szczegdlnie gdy
réznica liczebnosci jest tatwo uchwytna wzrokiem. Ale gdy zbiory maja podobna
liczbe obiektéw, dzieci beda musiaty ustawi¢ przedmioty w pary, aby dowiedzie¢
sie, gdzie jest wiecej/mniej obiektow.

% B.Brozek, M. Hohol: Umyst matematyczny, op. cit., s. 49.
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Doswiadczenia (zadania) rozwijajace

umiejetnosci liczenia

84

PRZEDSZKOLE

Liczenie obiektow i ustalanie ile ich jest

dzieci liczg obiekty, postugujac sie liczebnikami kardynalnymi
koncentruja sie na catkowitej liczbie obiektéw.

Dzieci przenosza w wiaderku zabawki. Liczg, ile zabawek zmiescito sie w wiaderku.

PRZEDSZKOLE
LICZENIE WYBRANYCH OBIEKTOW Z POMINIECIEM INNYCH
dzieci maja wiele réznych obiektéw, licza wskazane, a inne pomijaja

Dzieci maja pudetko z kolorowymi klockami. Liczg tylko klocki niebieskie; tylko
duze; tylko dtugie; tylko cienkie itp.

Dzieci maja kartke, na ktérej narysowane sa doniczki: mate i duze; zétte, czerwone,
zielone. Licza czerwone doniczki. Liczg zielone doniczki. Licza duze doniczki,
potem mate. Liczg mate zétte doniczki. Licza duze zielone. Liczg czerwone

i zielone razem.

PRZEDSZKOLE
ODLICZANIE OKRESLONEJ LICZBY OBIEKTOW
dzieci maja wiele przedmiotéw, podaja tyle o ile zostang poproszone

Dzieci wyjmuja do pudetka tyle przedmiotéw, ile powie nauczyciel.

PRZEDSZKOLE

KORZYSTANIE W LICZENIU Z ZASADY JEDEN DO JEDNEGO

dzieci licza obiekty w jednym zbiorze; kazdemu obiektowi ze zbioru
przyporzadkowuja obiekty z drugiego zbioru i na tej zasadzie wnioskuja, ile
obiektéw jest w drugim zbiorze

Sa 3 misie. Kazdy z nich potrzebuje 1 miske. Przed kazdym misiem dzieci maja
postawic jedng miske. lle misek potrzebuja?

Jest 6 szczotek. lle potrzeba szufelek, zeby kazda szczotka miata pare?
Jest 5 samochodoéw. lle garazy trzeba zbudowac z klockéw, zeby kazdy samocho6d
miat swoj garaz?
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PRZEDSZKOLE / SZKOLA

OKRESLANIE WZROKIEM LICZBY OBIEKTOW W ZBIORZE

dzieci licza wzrokiem, dlatego liczebnosci obiektéw nie moga by¢ zbyt duze.
Takie liczenie utatwia utozenie obiektow tak, jak uktad kropek na tradycyjnej
kostce do gry.

Gry z wykorzystaniem kostki. Tradycyjne domino z kropkami.

PRZEDSZKOLE / SZKOLA

LICZENIE NA PALCACH

dzieci na palcach pokazuja liczebnos¢ zbioru, postugujac sie reguig 1 palec
- 1 obiekt

Praca w parach. Patyczki w réznych kolorach. Jedno dziecko pokazuje na
palcach liczbe patyczkéw i podaje ich kolor, drugie dziecko ukfada tyle, ile trzeba
patyczkéw w odpowiednim kolorze.

PRZEDSZKOLE / SZKOLA

LICZENIE W ROZNYCH KIERUNKACH

dzieci przeliczaja obiekty od lewej strony do prawej, od prawej do lewej, z géry na
déti z dotu do gory. Sprawdzaja, czy wynik liczenia zalezy od kierunku liczenia.

Dzieci ustawiaja w szeregu figurki zwierzat (jedna obok drugiej).
Licza zwierzeta od lewej strony do prawej, a potem od prawej do lewe;.
Dzieci licza kétka na piramidce: z dotu do gory i z géry do dotu.

PRZEDSZKOLE / SZKOLA

PODWOINA ROLA OSTATNIEGO WYPOWIEDZIANEGO W LICZENIU LICZEBNIKA

dzieci licza obiekty nietrwate (znikajace — klocki wrzucane do kosza z innymi
klockami, przemijajace - klasniecia), w ten sposéb koncentruja sie na ostatnim
wypowiedzianym w liczeniu liczebniku — wskazuje on na dany obiekt, ale tez
liczbe wszystkich liczonych obiektéw.

Dzieci licza, ile razy nauczyciel uderzy w bebenek.
Dzieci maja pudetka z klockami. Wrzucajg do nich kolejne klocki, gtosno je liczac.
Ile klockéw wrzucity do pudetka?

PRZEDSZKOLE / SZKOLA
szacowanie
dzieci ustalajg liczebnos¢ zbioru ,na oko’, szacuja ile jest

Nauczyciel pokazuje duzy stoik do potowy wypetniony klockami.

Doktada klocki, tak zeby zapetni¢ stoik.

Nie liczy klockéw, ktére wrzuca i zastanawia sie, jak wiele klockéw w nim jest.
Dzieci szacuja, ile jest klockdw w stoiku.

Moga na kartce narysowac tyle kresek, ile uwazaja, ze jest klockéw w stoiku.
Potem sprawdzaja, czy miaty racje.

Na kazdej kresce kfada klocek ze stoika.
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PRZEDSZKOLE / SZKOLA

KODOWANIE | DEKODOWANIE LICZEBNOSCI ZBIORU

dzieci koduja liczebnos¢ zbioru za pomoca kresek: 1 liczony obiekt — 1 kreska.
Korzystaja z zasady jeden do jednego

dzieci dekoduja — odczytuja liczbe obiektéw zakodowang kreskami

Nauczyciel stawia pudetko z zabawkami.

Dzieci majg policzy¢ i zakodowag, ile jest zabawek kazdego rodzaju.

Na kartce z rysunkiem misia rysuja tyle kresek, ile misidw jest w pudetku.
Wyjmujg misie i za kazdym razem, rysuja kreske.

Podobnie postepujg z innymi rodzajami zabawek.

Na koniec korzystajac z zapisow liczebnosci (kartek z kreskami) odpowiadaja
na pytania:

Jakie zabawki byty w pudetku? lle byto misiow? lle byto lalek?

Czy byty w pudetku byty jakies pitki?

Dzieci wrzucaja do pudetka tyle klockéw, ile kropek narysowanych jest na
kartoniku.

PRZEDSZKOLE / SZKOLA
LICZENIE DO PRZODU | DO TYtU OD DANEJ LICZBY
dzieci uczg sie liczy¢ do przodu, a potem wstecz

Dorosty liczy cicho. Dzieci méwig STOP. Nauczyciel wskazuje na ktorej liczbie
skonczyt liczy¢ i od tej liczby wybrane dziecko liczy dalej do przodu, albo wstecz.
Dzieci potrafig juz odczytywac liczby zapisane cyframi. Licza do przodu, do tytu od
danej liczby, wskazujac kolejne liczby na przyktad na chodniczku liczbowym.

SZKOLA
LICZENIEPO 1,P0 2,P0 3,P0 10
dzieci uczy sie liczy¢ po iles

Dzieci majg kilkanascie kamykéw (poczatkowo powinna to by¢ liczba parzysta).
Liczg, ile jest kamykéw wrzucajac po 2 do woreczka.

Dzieci licza obiekty, ktére naturalnie wystepuja parami, na przyktad buty,
rekawice.

Dzieci majg duzo patyczkéw. Muszg je policzy¢. Grupuja po 3 i prébuje liczyc¢
tréjkami.

Dzieci liczg obiekty na rysunku, ktére sa narysowane w sposéb ufatwiajacy
liczenie po 2, po 3 (zgrupowane).

Dzieci maja bardzo duzo patyczkéw.

Grupuja po 10, a kazda dziesiatke patyczkéw tacza gumka recepturka.
Licza, ile jest dziesigtek.

Licza patyczki z dziesigtkami, oczywiscie z duzg pomoca dorostego.
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3.3. Liczby naturalne.
poréwnywanie liczebnosci

Poczatkowo dzieci,na oko” okreslaja gdzie jest wiecej a gdzie mniej obiektow. Wiecej
jest tu, gdzie obiekty zajmujg wiekszg przestrzen, sa wieksze. Zresztg bardzo podobnie
oceny dokonujg dorosli, szczegdlnie wtedy kiedy chca sie tylko zorientowa¢, bez potrzeby
precyzyjnego ustalania liczebnosci i doktadnego ich poréwnywania.

Kiedy ludzie nie wynalezZli jeszcze liczb musieli bez nich oszacowac réznice wielkosci,
na przyktad czy oddziat atakujacych ich wrogdw jest wiekszy czy mniejszy od ich oddziatu.
Decydujace znaczenie miata zdolnos¢ do szacowania waznych liczebnosci i poréwnywa-
nie ich, czyli okreslanie przyblizen i ocena ich proporcji. Wraz z doskonaleniem wynalazku
liczby, podobnie jak z postepujaca u dziecka umiejetnoscia postugiwania sie abstrakcyjna
liczbg - liczenie wypiera okreslanie ,na oko”, gdzie jest wiecej, a gdzie mniej obiektdw.
Ale nie do konca. Czesto postugujemy sie szacunkowym poréwnywaniem liczebnosci.
W supermarkecie, gdy wybieramy kase, do ktdrej staniemy, to raczej,,na oko” okreslamy,
gdzie stoi najmniej klientéw. Nie liczymy, ile doktadnie oséb stoi w kazdej kolejce, a po-
tem nie poréwnujemy, gdzie jest ich najmniej. Szacunkami postugujemy sie tez przy ob-
liczeniach czasowych. Zapytani, ile czasu zajat nam dojazd do pracy, odpowiadamy, ze
okoto 20 minut, a nie 22 minuty i 33 sekundy.

Liczby naturalne na osi liczbowej rozmieszczone sa réwnomiernie, linearnie: na przy-
ktad zaznaczamy kolejne liczby na osi co 1 cm. Jednak nie od poczatku dziecko tak spo-
strzega rozmieszczenie liczb. Im wieksza liczba, tym wydaje sie dziecku, ze odlegtosci
miedzy liczbami sg mniejsze. Jest to logarytmiczne pojmowanie liczebnosci. Mate
dzieci uwazaja, ze wieksze liczby znajduja sie blizej siebie niz mniejsze liczby. Oczywiste
dla nich jest, ze odlegto$¢ miedzy 1 a 5 jest o wiele wieksza niz miedzy 11 a 15. Dzieci,
ktére nie potrafig postugiwac sie jeszcze abstrakcyjna liczbg, nie maja innego wyboru
niz szacowanie proporcji. Najpierw postuguja sie przyblizeniami i proporcjami,na oko”,
a potem dopiero precyzyjnymi liczbami i proporcjami miedzy tymi liczbami. Rozwdj
umiejetnosci liczenia, poznawanie nazw liczb i ich symboli powoduje, ze dziecko zaczy-
na spostrzegac liczby coraz bardziej linearnie®'. Gteboko zakorzenione logarytmiczne
postrzeganie liczb ujawnia sie i u dorostych, gdy postuguja sie na przyktad czasem, czy
bardzo duzymi liczbami. Czesto wydaje nam sie, ze im starsi jestesmy tym czas biegnie
szybciej, ale wczorajszy dzien wydaje nam sie dtuzszy niz caty ubiegty tydzien. Dobrze
rozumiemy réznice miedzy 1 a 10, ale stabiej miedzy 1 miliardem a 10 miliardami. R6z-
nica jest ogromna, a my postrzegamy obie te wielkosci bardzo podobnie. Czesto za-
miennie uzywa sie okreslenia milioner i miliarder, tymczasem miliarder jest 1000 razy
bogatszy od milionera®.

9 Badania na ten temat przeprowadzili w 2004 roku Robert Siegler i Julie Booth z Carnegie Mellon University
w Pittsburghu. A. Bellos: Przygody Alexa w krainie liczb. Podréze po cudownym sSwiecie matematyki, Wyd.
Albatros S.Kurytowicz, Warszawa 2013, s. 32-33.

%2 |bidiem, s. 23-25.
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W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Kiedy metoda,na oko” nie wystarcza do poréwnania liczebnosci zbiorow, dziecko
stara sie to robi¢ bardziej precyzyjnie. Najtatwiej jest potaczy¢ w pary obiekty

z dwoch poréwnywanych zbioréw. Ten zbiér jest mniejszy, ktérego obiekty przy
faczeniu w pary skonczg sie wczesniej.

Kiedy nie chodzi o to, zeby dziecko ustalito liczebno$¢ poréwnywanych zbiorow
wzrokiem (bez koniecznosci liczenia czy sparowania obiektow), liczba obiektéw
w zbiorze powinna by¢ co najmniej wieksza od 5.

Kiedy dziecko doswiadcza abstrahowania cechy liczebnosci od innych cech
poréwnywanych obiektéw, to warto mu dac wiele doswiadczen, w ktérych na
przyktad obiektéw mniejszych jest wiecej, a wiekszych mniej.

W przypadku postugiwania sie metoda parowania najtatwiej jest manipulowac
przedmiotami, trudniej jest taczy¢ linig obiekty na rysunku a jeszcze trudniej
~wykonywac” takie tgczenie tylko w umysle.

Poréwnywanie liczebnosci zbioréw przez taczenie obiektéw w pary nazywa sie me-

toda parowania (sparowania). Taki sposéb poréwnywania dostepny jest dziecku, nim
nauczy sie sprawnie liczy¢ i pozna nazwy kolejnych liczebnikéw. Postuguje sie tutaj zasada
jeden do jednego, ktéra jest niezbedna do zrozumienia pojecia liczby naturalnej, zwtasz-
cza w aspekcie kardynalnym.
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W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Kiedy dziecko sprawnie zaczyna liczy¢, to przy poréwnywaniu liczebnosci zbioréw
korzysta tez z liczenia.

O wiele tatwiej jest dziecku poréwnac liczebnosci dwdch zbioréw, niz trzech.
Dotyczy to zarowno metody sparowania, jak i przeliczania.

Dziecko opisuje stowami sytuacje poréwnywania liczebnosci, na przyktad 5
misiow to wiecej niz 2 misie; 2 lalki to mniej niz 5 lalek; tu i tu tyle samo, po 6 pitek.

Stosowanie liczenia do poréwnywania liczebnosci zbioréw wymaga zastosowania
bardziej skomplikowanych operacji niz w przypadku sparowania. Trzeba

policzy¢ obiekty jednego zbioru i zapamietac. Policzy¢ obiekty drugiego zbioru

i zapamietac. Przypomniec sobie liczebnosci obu zbioréw i ustali¢, ktéra z liczb
jest wieksza/mniejsza.

Najpierw dziecko poréwnuje liczebnosci obiektéw nalezacych do jednej klasy
(tego samego rodzaju), na przyktad poréwnuje liczebnosci klockéw i klockéw,
misiow i misiéw, czy lalek i lalek. Potem moze poréwnywac liczebnosci obiektéw
nalezacych do réznych klas, czyli na przykfad liczbe lalek z liczba misiéw. To
pierwsze kroki w abstrahowaniu cechy liczebnos¢ od innych cech.
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Doswiadczenia w poréwnywaniu liczebnosci zbioréw maja doprowadzi¢ dziecko do
umiejetnosci abstrahowania cechy®® liczebnos¢ od innych cech. Wazna jest teraz liczeb-
nos¢, a nie kolor, wielko$¢, czy gatunek obiektéw. Mieszanie klas (rodzajéow poréwnywa-
nych zbioréw, czy nawet przedmiotéw w zbiorach) moze by¢ dla dziecka duzym utrudnie-
niem. Latwiej poréwnywac liczebnosci obiektéw jednorodnych, nalezacych do tej samej
klasy, najlepiej klasy podstawowej**. tatwiej poréwnywac liczebnosci kubkéw czerwo-
nych i kubkéw niebieskich, niz liczebnosci kubkéw i jabtek. Dla nie jednego dziecka kubki
i jabtka to kategorie nieporéwnywalne. Dzieje sie tak, dopdki liczebnos¢ jest jeszcze trak-
towana podobnie jak inne cechy jakosciowe, dopiero ,przeniesienie” pojecia liczba do
innej niz cechy jakosciowe kategorii sprawia, ze poréwnywanie liczebnosci nabiera sensu
- takze z punktu widzenia dziecka.

Kiedy dziecko opanuje juz sposéb poréwnywania liczebnosci zbioréw, zadania nale-
zy utrudniac tak, aby zwracato uwage na liczbe obiektéw, a nie na ich cechy. To bardzo
trudne zadania. Sa 4 duze czekolady i 6 malutkich czekoladowych cukierkéw. Czego jest
wiecej? Nie jednemu wydaje sie, ze oczywiscie czekolady - wiecej sie jej zje niz cukier-
kow. Tymczasem biorgc pod uwage liczebnosci, wiecej jest oczywiscie cukierkdw, mimo

Ze s3 mate.
GOOO GO
poréwnywanie liczebnosci
rézne klasy obiektow takie same klasy obiektow
N N |V N | R S |/ N 1)) R S A Y SR

W wielu miejscach w edukacji matematycznej mozna zaobserwowac droge: od dzia-
tania na liczbach opisujacych rzeczywistos¢ znana dziecku, przez dziatania na sa-
mych liczbach, nastepnie dziatania na liczbach mianowanych zwigzanych z opisem
réznych miar po wyrazenia algebraiczne. Dziecko w przedszkolu poréwnuje liczebno-
$ci tego co dla niego jest konkretne: liczbe misiéw z liczba misiow, liczbe lalek z liczbg mi-

% Poczatkowo liczebnos¢ jest traktowana przez dziecko jak inne cechy jakosciowe, wiecej na ten temat piszemy

w czesci poswieconej klasyfikacji, rozdziat 2.1.
% Wiecej o hierarchii w klasyfikowaniu piszemy w rozdziale 2.1.
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siow, liczbe duzych klockéw z liczba matych klockéw. Potem w poréwnywaniu liczebnosci
abstrahuje sama liczbe: 4 to wiecej niz 3, 4 > 3. Kiedy poznaje jednostki pomiaru, wraca do
poréwnywania liczb opisujacych rzeczywistos¢, teraz opisang réznymi mianami — dtugo-
$ci, ciezaru, pojemnosci, powierzchni, czy czasu. To sg juz bardzo trudne zadania, gdyz wy-
magaja nie tylko biegtosci w postugiwaniu sie liczbami, ale tez biegtosci w postugiwaniu
sie mianami i hierarchii tych mian (1 cm to 10 mm, 1 m to 100 cm, 1 km to 1000 m itd.). 35
litrbw jagdd to nie jest tyle samo co 35 kg jagdd: 35 litréw jagdd nie wazy 35 kilograméw.
Mozna zapisa¢ 35=35, ale kiedy dodamy miana to 35 litréw jagdd nie réwna sie 35 kg
jagod. Tego typu doswiadczenia sg podstawg do zrozumienia zawitosci algebry 4 a =4 b,
tylko kiedy a = b. Ale moze by¢ tez tak 4 a > 4 b, z tego wniosek, ze a > b.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Jezeli dziecko radzi sobie ze stosowaniem prostych symboli, mozna pokaza¢ mu
zapis znaku =", pamietajac, zeby dziecko umieszczato kartonik z tym znakiem
miedzy kartonikami z cyframi lub z figurami liczbowymi®. Nie jest wtasciwym
umieszczanie znaku = (podobnie jak innych symboli matematycznych: +, -, <,

>) miedzy rysunkami, na przyktad biedronek. W zapisie formuty matematycznej
nalezy stosowac tylko znaki z jezyka matematyki. Rysunki, na przyktad biedronek,
nie naleza do jezyka matematyki.

HOOO=oIF

Przyktady btednego
stosowania znakéw @
matematycznych:
w zestawieniu ze
znakami N A
\ t —
niematematycznymi (‘Z“ & @3 & — & ? @

GO DO =-08

Metoda taczenia w pary lub liczenia, dzieci w przedszkolu ustalaja, w ktérym zbiorze
jest wiecej/mniej obiektéw. W klasie | poznajg sposéb zapisu relacji rownosci i nieréwnosci
liczebnosci. Uczg sie stosowac znak =%, ktéry umieszczajg miedzy liczbami i wyrazeniami
o tej samej wartosci oraz znaki <, >. W szkole wszystkie te trzy znaki (=, <, >) dzieci poznaja
razem. Ucza sie symbolicznie zapisywac sytuacje, ktére dobrze znaja z dziatan w realnym
Swiecie: tyle samo, wiecej, mniej.

% O figurach liczbowych piszemy w rozdziale 3.4 Liczby naturalne. Aspekty liczb naturalnych.

% Autorstwo znaku =" przypisuje sie walijskiemu matematykowi i fizykowi Robertowi Recorde. Opisat go w naste-
pujacy sposob: ,Nakresle, jak to czynie w pracy, pare linii réwnolegtych albo blizniaczych, tej samej dtugosci, w ten
sposob: = =, poniewaz zadne 2 rzeczy nie mogg by¢ bardziej sobie réwne”. Robert Recorde po raz pierwszy uzyt znaku
= w ksigzce The Whetstone of Witte wydanej w 1557 roku. www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Recorde.html
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@ @ @ tyle samo & & &

3 = 3
otowkow
& & & & jest wiecej T ©
4 > 3
S OGS TN 5SSO O
4 < 5

Wazne jest, zeby dziecko nauczyto sie poréwnywac obiekty pod wzgledem okre-
Slonych cech, pomijajac pozostate cechy. Zbiér lalek i misiow mozna poréwnywac pod
wzgledem liczebnosci, pomijajac wyglad zabawek.

Znak,="odnosi sie nie do identycznosci, ale do réwnowaznosci. Dziecko buduje dwie
wieze z klockéw o tej samej wielkosci, ale réznych kolorach: jedna sktada sie z dwéch czer-
wonych klockéw i jednego niebieskiego, a druga z jednego czerwonego i dwéch niebie-
skich. Liczba klockéw jest taka sama, wielkos$¢ wiezy jest taka sama, ale wieze nie sg takie
same. Mozna zapisac 3 = 3. Znak,=" odnosi sie do liczby klockdw, ktéra w obu wiezach jest
taka sama. Uwaga dziecka jest skoncentrowana na takiej samej liczbie klockéw. Nie jest
wlasciwym utozsamianie znaku,=" jako zapisu,,tu i tu jest to samo”. Kazda z wiez jest inna,
choc w zapisie po obu stronach znaku réwnosci bedzie to samo. Zapis odnosi sie jedynie
do aspektu liczbowego sytuacji, inaczej méwiac to opis sytuacji jezykiem matematyki.

Réwnos¢ odnosi sie tez do przeksztalcenia. Kiedy dziecko ma 3 klocki czerwone
i 2 niebieskie, a nastepnie je potaczy, to razem jest 5 klockdw. Zapisze to jako 3 + 2 = 5.
Znak,=" bedzie reprezentowat pewne przeksztatcenie. Uwaga dziecka w tym przypadku
bedzie skoncentrowana na przeksztatceniu. Pdzniej dzieci testujg i weryfikuja dziatanie
warunkéw réwnania, kiedy poddane zostaje transformacji, zauwazajac, niektdre z jego
wiasciwosci. Na przyktad jezeli po obu stronach znaku = doda sie lub odejmie te sama
liczbe, to wyrazenia po obu stronach réwnania nadal beda sobie réwne
(5+42=7,atez5+2+3=7+3).

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Kiedy dzieci poréwnuja liczebnosci zbioréw przez sparowanie, warto obiekty
z dwdch zbioréw uktadac w rzedy, jeden obok drugiego.

tatwo wtedy zobaczy¢ nie tylko, w ktérym zbiorze jest wiecej/mniej obiektéw,
ale tez o ile jest wiecej/mniej obiektow.

Dzieci poréwnuja liczbe klockéw i kasztanéw.
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Uktadaja w rzedzie klocki. Obok kazdego klocka ktada kasztan, okazuje sie, ze dla
3 klockéw zabrakto kasztanow.

Znaczy to, ze klockéw jest o 3 wiecej niz kasztandéw, a kasztanéw jest o 3 mniej niz
klockéw.

Nauczyciel opisuje sytuacje stowami i gestami.

Ustalanie o ile jest wiecej/mniej obiektéw w poréwnywanych zbiorach to poréwny-

wanie réznicowe. Dziecko ustala o ile obiektéw jest mniej w jednym zbiorze niz w dru-
gim, a jednoczesnie o ile wiecej jest obiektéw w drugim zbiorze niz w pierwszym.

Doswiadczenia (zadania) rozwijajace

w zakresie umiejetnosci poréownywania liczebnosci
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PRZEDSZKOLE | SZKOtA

postugiwanie sie pojeciami,to samo’, ,tak samo’, ,tyle samo”

dzieci uczg sie réznicowac sytuacje, w ktérych jest to samo, albo tak samo, albo
tez tyle samo

Nauczyciel rysuje na tablicy prosty domek. Dzieci rysujg na kartce tak samo.
Nauczyciel rysuje drzewo. Dzieci rysuja to samo, ale nie takie samo. Czyli rysuja
drzewo, ale inne niz nauczyciel.

Nauczyciel rysuje 3 kétka. Dzieci rysuja tyle samo kétek. Nauczyciel rysuje 4
gwiazdki, a dzieci rysuja tyle samo, ale czegos innego. Na przyktad rysujg 4 kreski.

PRZEDSZKOLE

poréwnywanie liczebnosci zbioréw obiektow, ktére nalezg do jednej klasy,

a potem naleza do réznych klas

dzieci, zazwyczaj metoda sparowania, ustalaja, w ktédrym zbiorze jest wiecej/mniej
obiektow

Dzieci poréwnuja liczebnosci swoich misiéw i misiéw kolegi;
Dzieci poréwnuja liczebnosci lalek i misiow

PRZEDSZKOLE

poréwnywanie liczebnosci zbioréw najpierw bez liczenia, czyli,na oko’,

a nastepnie precyzyjne ustalenie, w ktérym zbiorze jest wiecej/mniej obiektow
poprzez sparowanie

dzieci przekonuja sie, ze poréwnywanie liczebnosci zbioréw ,na oko” moze by¢
zawodne
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Dzieci bawig sie klockami. Liczg, ile majg klockéw.

Ustalaja, czy majg mniej, czy wiecej klockéw niz kolega. Ile majg czerwonych
klockéw? Wiecej, czy mniej niz kolega? A ile maja dtugich klockéw? Mniej, czy
wiecej niz kolega?

Dzieci maja stos klockéw. Ustalaja, czy maja tyle samo klockow, co kolega.

A moze maja wiecej lub mniej?

Ile musza wzig¢ klockéw, zeby miec tyle samo co kolega?

Dzieci maja klocki i nauczyciel ma klocki.

Nauczyciel i dzieci buduja wieze ze swoich klockéw.

Dzieci liczg, z ilu klockéw nauczyciel zbudowat wieze. Z ilu one zbudowaty wieze.
Kto zbudowat wieze z mniejszej/wiekszej liczby klockéw?

Czy mozna zbudowac wieze, w ktdrej bedzie tyle samo klockéw, co w wiezy
nauczyciela?

PRZEDSZKOLE

poréwnywanie liczebnosci zbioréw obiektow, ktérych cechy moga utrudniac
ustalenie, czego jest wiecej, a czego mniej

dzieci poréwnujg liczebnosci zbioru matych obiektéw oraz zbioru duzych
obiektéw. Wielkos¢ obiektow moze utrudni¢ dziecku skoncentrowanie sie na
liczebnosci, bo pierwszenstwo bedzie miata ocena wzrokowa

Dzieci maja 7 duzych klockow plastikowych oraz 10 matych klockéw drewnianych.
Maja ustali¢, czego jest wiecej, klockéw drewnianych czy plastikowych.

Dzieci maja 6 duzych jabtek i 9 rodzynek.

Ustalaja, czego maja wiecej: jabtek czy rodzynek.

PRZEDSZKOLE

tworzenie zbioréw o takiej samej liczbie obiektow

dzieci ucza sie konstruowac zbiory o takiej samej liczbie obiektéw. Moga to robi¢
na dwa sposoby przez policzenie obiektéw lub przez potaczenie w pary obiektow
z obu zbioréw

Dzieci wyjmuja kilka czerwonych klockéw.
Maja wyjac tyle samo niebieskich klockow.
Dzieci liczg, ile maja talerzykéw. Wyjmuja tyle samo kubeczkéw.

PRZEDSZKOLE

tworzenie zbioréw o wiekszej lub mniejszej liczbie obiektéw

dzieci uczg sie konstruowac zbiory o mniejszej lub wiekszej liczbie obiektow.
Moga to robic¢ przez policzenie obiektow lub przez potaczenie w pary obiektow
z obu zbioréw

Dzieci wyjmuja kilka czerwonych klockéw.
Maja wyjac¢ wiecej/mniej niebieskich klockéw.
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3.4. Liczby naturalne
Aspekty liczb

Pierwsze wyobrazenia liczbowe wytaniajg sie z codziennych doswiadczen. Dzieci
obserwuja i nasladuja dorostych, czy starsze dzieci. Chca liczy¢, tak jak oni. Wytaniaja li-
czebniki wraz z zastyszanym kontekstem: mam 4 lata, film jest o godzinie piatej. Widza
tez wokoét siebie zapisane cyframi liczby: godziny na tarczy zegara, daty w kalendarzu, nu-
mery autobuséw, numery stron w ksigzce, rejestracje samochodoéw, liczby na pilocie do
telewizora.

Dziecko rodzi sie z intuicjg liczby®’. Postugiwanie sie tg intuicjg pozwala konstruowac
abstrakcyjne pojecie liczby. Dzieje sie to juz na dtugo przed tym, nim dziecko pojdzie do
przedszkola. Na poczatku korzysta z réznych strategii, aby oszacowac liczebnos¢ i podaje
ja w przyblizeniu, stosujac nieprecyzyjne okreslenia, typu duzo, mato, wiele, kilka, troche.
Nastepnie uczy sie postugiwac liczbami niezaleznie od jakosciowego wygladu obiektéw,
bioragc pod uwage to, ze wystepuja pojedynczo oraz jako catosci zbudowane z jednosci.
Poréwnuje liczebnosci zbioréw i wnioskuje o réwnosci lub nieréwnosci miedzy liczebno-
$ciami. Liczbe zaczyna traktowac jako wyraz porzadku, jako element pewnej serii. Stop-
niowo nastepuje interioryzacja pojecia liczba - dziecko odrywa sie od realnych obiektéw
i potrafi postugiwac sie liczbami na poziomie abstrakcji. Jednoczesnie uczy sie korzystania
z symboli i réznych konfiguracji tych symboli, aby reprezentowac liczby i stosunki miedzy
nimi. Uczy sie rozumie¢ umownos$¢ i arbitralno$¢ znakéw matematycznych. Ma to ogrom-
ne znaczenie uzytkowe. Dzieje sie to wszystko na przestrzeni przedszkola oraz pierwszych
lat nauki szkolne;j.

Wiele razy w ciagu dnia dziecko ¢éwiczy liczenie, nasladujac przy tym dorostych. Zresz-
ta dorosli chetnie wspieraja dzieci w tych czynnosciach, gdyz postugiwanie sie liczbami
przez mate dziecko uznaje sie powszechnie za symbol rozwoju intelektualnego. Rozumie-
nie liczby jest jeszcze bardzo powierzchowne, mato uswiadomione, petne btedéw, nie-
uogdlnione. W tym czasie trwa w umysle dziecka intensywny proces budowania pojecia
liczby, ktory bedzie podstawa do tego, by pézniej korzystato z liczb w coraz wiekszym
zakresie, wykonywato na nich coraz bardziej skomplikowane obliczenia i korzystato z liczb
do rozwigzywania coraz bardziej ztozonych probleméw.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Dzieci zbierajg w ogrodzie kasztany, kamyki i liscie. Sktadaja swoje znaleziska
w jednym miejscu, porzadkujac: osobno kasztany, osobno liscie osobno kamyki.
Prébuja na oko ocenic czego jest najwiecej, a czego jest najmnie;j.

Kazdy podaje swoj szacunek. Okazuje sie, ze sa rézne typowania.

Trzeba sprawdzi¢ kto dobrze ocenit, a kto sie pomylit. Jak to mozna sprawdzi¢?
Latwiej bedzie najpierw sprawdzic czy wiecej jest lisci czy kamykdw.

% Pojecie intuicja liczby mozna traktowac jako zblizone do pojecia zmyst liczby, o ktérym wiecej piszemy
w rozdziale 3.1.
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iscie 4 4 4 4 4 ¢ 4444444+

kmvki 9 © © © © © © © © © © © © 0 0 0O

lisci jest mniej, kamykow jest wiecej
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kasztandéw jest najmniej, lisci jest wiecej, kamykow jest najwiecej

Liczby kardynalne wyrazaja moc zbioru, opisuja, ile czegos jest. Na stole stoja 4 kubki,
autobusem jedzie 12 pasazeréw, po boisku biega 22 pitkarzy. Dorosli najczesciej uzywaja
liczb kardynalnych przy uczeniu matych dzieci liczenia.

Liczby w aspekcie kardynalnym odgrywaja takze w przedszkolu uprzywilejowana
role, tymczasem dziecko bardzo wczes$nie zaczyna wprowadzac porzadek: ten jest pierw-
szy, a ten drugi. Moze dzia¢ sie to wczesniej, niz zacznie uzywac liczb jako odpowiedzZ na
pytanie ,ile jest?”. Postugujac sie liczebnikami porzadkowymi dziecko fatwo zauwaza, ze
kazda liczba ma swoje towarzystwo - liczbe poprzedzajaca i liczbe nastepna. Trzeba pa-
mietac o tym, ze liczby nabieraja dla dziecka znaczenia wtedy, gdy wystepuja w szeregu
liczbowym, podobnie jak litery w wyrazie, czy nuty w zapisie melodii. Przy liczeniu z za-
stosowaniem liczebnikéw porzadkowych prosta jest tez do zastosowania zasada jeden do
jednego - jeden gest, jeden wypowiedziany liczebnik, jeden okreslony obiekt w uporzad-
kowanym ciagu. W przypadku liczebnikéw kardynalnych sytuacja nie jest juz tak jedno-
znaczna: jeden gest, jeden wypowiedziany liczebnik, ktory informuje, ile do tej pory razem
policzono obiektow.

Problemem nawet dla kilkuletniego dziecka moze by¢ podwadjna rola ostatniego
wypowiedzianego liczebnika: ostatni obiekt w liczonym szeregu jest 6smy, co oznacza,
ze wszystkich policzonych obiektow jest osiem.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Dzieci ustawiajg z krzeset pociag. Najpierw krétki pociag, dla trzech pasazeréw.
Ustawiaja krzestfa jedno za drugim: pierwsze, drugie i trzecie. lle jest wszystkich
krzeset?

Pocigg okazuje sie za kroétki, trzeba dostawi¢ jeszcze dwa krzesta.

lle teraz krzeset stoi w pociggu?

Trzeba dostawic jeszcze piec krzeset. lle teraz jest krzeset w pociggu?
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Liczby porzadkowe wyrazajg uporzadkowanie, hierarchie, nastepstwo w czasie,
stosunki przestrzenne. Gdy na pudetku z batonikami widzimy napis 7, to rozumiemy,
ze jest w nim 7 batonikéw. Gdy w pociggu zobaczymy przedziat oznaczony numerem
7, to nie pomyslimy, ze siedzi w nim 7 osob, tylko, ze jest to siodmy przedziat od po-
czatku wagonu. W poczekalni wielu pacjentow czeka na swoja wizyte u lekarza. Kaz-
dy wie za kim jest i kto przed nim stoi. Numerujemy pacjentéw od poczatku kolejki.
Zatem pierwszy w kolejce czeka najdtuzej, ale teraz najszybciej wejdzie do lekarza.
Przychodzi kolejny pacjent i staje na koncu kolejki. Praktycznie nic sie nie dzieje. Byto
duzo ludzi, jest ich nadal duzo, a porzadek nie ulegt zmianie. Co sie dzieje, gdy ko$
chce dostac sie bez kolejki, stajac na jej poczatku? Osoba, ktéra byta pierwsza staje sie
druga, druga trzecia itd. Nadal jest wielu pacjentéw i numeracja zmienia sie. Podob-
nie dzieje sie, gdy nowy pacjent wchodzi do kolejki, przypusémy jako czwarty. W tej
sytuacji numeracja oséb, ktore sg przed nim nie zmieni sie, za to zmieni sie numeracja
0s6b, ktére beda za nim.

W jezyku polskim pierwsze dwa liczebniki kardynalne réznia sie w nazwie od porzad-
kowych: jeden - pierwszy, dwa - drugi. Kolejne liczebniki tez r6znia sie w nazwie od kardy-
nalnych, ale sg juz fatwiejsze do rozpoznania. Inne nazewnictwo oddaje inna funkcje liczb
porzadkowych: wyrazajg one hierarchie, nastepstwo, a nie liczebnos¢. Dzieci moga miec
ktopoty z wypowiadaniem nazw liczebnikéw porzadkowych.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Dzieci ustawiajg sie ,w kolejke” do okienka, w ktérym do odebrania jest cos
bardzo ciekawego. Trzeba w kolejce zaprowadzi¢ porzadek i doktadnie ustali¢, kto
jest ktory.

Kazdy dostaje numerek, na ktérym zapisane sa kolejne liczby: 1, 2,3,4 ...
Wszystkie dzieci w kolejce, po kolei dostaty numerki.

Pierwsze dziecko dostato numer 1, drugie dziecko dostato numer 2, trzecie
dziecko dostato numer 3 i tak do ostatniego dziecka, ktére jest dziewiate — to
dziecko dostato numer 9.

Ile jest wszystkich dzieci? Tyle ile numerkéw, jest ich 9.

Jaki numer ma ostatnie dziecko? lle dzieci stoi przed dzieckiem z numerem 4? lle
dzieci stoi za dzieckiem z numerem 6? Jaki numer ma dziecko ktére stoi przed
dzieckiem z numerem 3?

Do kolejki przyszto jeszcze jedno dziecko. Zajmie miejsce za dzieckiem

z numerem 7. Jaki numer bedzie miato? Czyje numery trzeba zmienic¢? Czy te
dzieci ktére stoja na poczatku, z numerami od 1 do 7 muszg zmienia¢ swoje
numery? Czy dzieci ktére stoja dalej, te ktére maja numery 8 i 9 musza zmieniac
swoje numery, kiedy w kolejce pojawia sie nowe dziecko, po numerze 7?
Dziecko z numerem 1 juz odebrato z okienka to co byto do odebrania, teraz
pierwsze jest dziecko z numerem ...? Trzeba zmieni¢ numery, kazdy musi
przekazac swoj numer temu kto stoi za nim.

Dziecko bez liczenia podaje liczbe obiektéw w zbiorze. Potrafi to zrobi¢ w zakresie 4.
Jezeli ma w ten sposéb rozpoznac wieksze liczebnosci trzeba mu je pokaza¢ w statym
ukfadzie. Stuza do tego tak zwane figury liczbowe. S3 to konkretne obrazy liczb stwo-
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rzone za pomocg zbioru znakdw, najczesciej kropek, w statym uktadzie®®. Taki staty uktad
odréznia figury liczbowe od przypadkowego zobrazowania liczby za pomoca liczmanéw.
Daje jasny, jednoznaczny obraz liczby jako jednosci wielu jednosci®.

Figura liczbowa ma pozwoli¢ dziecku przez dtuzszy czas zachowac zwigzek nazwy licz-
by, a potem tez obrazu cyfry, z konkretnym wyobrazeniem liczby. Z biegiem czasu, wraz
z rozwojem intelektualnym dziecka, obraz cyfry zastapi ukfady kropek. Dorosty, kiedy
ustyszy osiem, wyobraza sobie zapis za pomoca cyfr, a nie uktad kropek. Dla dziecka waz-
ne jest utrwalenie zwigzku nazwy liczby z jej konkretnym wyobrazeniem, zanim zacznie
sprawnie postugiwac sie cyframi.

Dziecko powinno dosta¢ wiele doswiadczen z pigtkowymi figurami liczbowymi, czyli
takim uktadem kropek, ktéry oparty jest na pigtce. W takim ukfadzie dziesiatka sktada sie
z dwéch piatek. Jest to uktad kropek tradycyjnie wystepujacy na szesciennych kostkach

do gry.
j ) i .
° ° °
° ° o0

Dzieci poznajg tez liczbe w aspekcie symbolicznym, czyli uczg sie kodowac liczby
cyframi. Cyfra to przyjety na oznaczanie liczb znak, czyli symbol liczby. Wazne jest, zeby
nauczyciel we wiasciwym znaczeniu uzywat okreslen liczba i cyfra.

W przedszkolu dziecko raczej samo nie zapisuje cyfr, zwtaszcza dtugopisem czy otéw-
kiem. Moze to niekorzystnie wptywac na zdobywanie biegtosci w pisaniu. To nie znaczy, ze
dziecko ma nie probowa¢ kodowac liczebnosci cyframi. Moze korzystac z kartonikéw z cy-
frami, stempelkdw, a tez moze samo probowac zapisywac cyfry grubym pedzlem, palcem
zanurzonym w farbie, czy kreda na chodniku. Wazne, zeby robito to z wiasnego wyboru,
nie przymuszane przez dorostego. Metodyka uczenia dzieci zapisu cyfry jest taka sama jak
metodyka uczenia zapisu litery.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Na stole lezg kartoniki z cyframi. Nauczyciel prosi: Podaj mi kartonik z cyfra,
ktéra oznacza liczbe 5. Dbatos¢ o whasciwe stosowaniu obu okreslen to w tym
przypadku nie pedanteria, ale troska o to, zeby dziecko zrozumiato cyfre jako
symbol liczby. tatwiej mu bedzie wtedy, gdy zacznie postugiwac sie liczbami
dwucyfrowymi, czyli liczbami kodowanymi za pomoca dwodch cyfr.

Dzieci wczesniej poznaja liczbe niz jej znak graficzny, cyfre. Dlatego, jezeli
nauczyciel bedzie prawidtowo okreslat oba pojecia, to dzieci nie powinny
miec klopotéw w rozréznianiu miedzy liczba a cyfra. Pojecie cyfry powiaze

z zapisywaniem, ze znakowaniem. Dobrze skonstruowane pojecie cyfry bedzie
podstawg do zrozumienia formuty, czyli zapisu dziatari’®.

% L. Jelenska: Metodyka arytmetyki i geometrii w pierwszych latach nauczania, op. cit., s. 141.
% porlbidem,s. 10.
100 |bidem, s. 16 - 17.
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Liczba naturalna wystepuje rowniez w aspekcie arytmetycznym - kazdg mozna
przedstawi¢ w postaci dziatania arytmetycznego. Na poczatku dzieci przedstawiaja liczbe
w postaci dodawania lub odejmowania, w dalszych latach nauki dojdzie jeszcze mnoze-
nie i dzielenie, a pod koniec szkoty podstawowej i w gimnazjum tez potegowanie i pier-
wiastkowanie.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Podstawa postugiwania sie liczba w aspekcie arytmetycznym jest umiejetnos¢
rozkfadania liczby na sktadniki. Dziecko wyjmuje 6 klockéw - rozktada je na

4i 2 klocki. Sze$¢ to 4 i 2. Jak bedzie juz zapisywato formuty matematyczne, opisze
sytuacje 6 =4 + 2. Tez dolicza i odlicza tyle obiektdw, aby byta ich wskazana liczba.
Ma 3 kamyki, ile trzeba dotozy¢, zeby byto ich 5.3 + 2 =5.

W aspekcie miarowym liczba oznacza, ile razy w danej wielkosci miesci sie wielkos¢
jednostkowa. Sznurek ma dtugos$¢ 12 cm, co oznacza, ze odcinek o dtugosci 1 cm moze-
my w nim odmierzy¢ 12 razy. Aspekt miarowy zwigzany jest z mierzeniem réznych wiel-
kosci — dtugosci, powierzchni, objetosci, masy, czasu. W edukacji matematycznej aspekt
miarowy stuzy nie tylko do ksztattowania pojecia liczby naturalnej, ale tez jest podstawg
wprowadzania utamkow, liczb catkowitych i rzeczywistych. Aspekt miarowy uwazany jest
za jeden z najtrudniejszych sposrdd tych, ktdre pojawiaja sie w przedszkolu. Dzieje sie tak
z kilku powodéw: pomiar dokonywany przez przedszkolaka jest zawsze przyblizony, za-
lezy od doktadnosci, ktéra na ogoét nie daje wartosci catkowitej; wynik pomiaru moze nie
by¢ liczba naturalng i zalezy od wyboru jednostki. Dziecko mierzy dtugos¢ sali: najpierw
krokami —,21 krokdw i jeszcze troche”, potem sprawdza ile zmiesci sie patykéw o takiej
samej dtugosci utozonych jeden za drugim - prawie 26, na koniec mierzy dtugoscia klocka
- doktadnie 32.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Bardzo trudnym dla dziecka jest aspekt miarowy liczby, kt6ry zwigzany jest

z podawaniem wyniku mierzenia okreslonej wielkosci. Dla prawidtowego
zrozumienia aspektu miarowego liczby mozna uzywac takich zwrotéw jak,prawie
cztery”,,cztery i jeszcze troche”,,okoto czterech”. Mierzac rézne przedmioty
dziecko powinno powtarza¢ pomiar ze zmiang jednostki. Dzieki temu moze

zobaczyc¢ zaleznos¢ wyniku pomiaru od wybranej jednostki.

Liczba wystepuje tez w aspekcie kodowym. Numery linii tramwajowych, numer
konta bankowego, NIP, PESEL numery serii na banknotach - we wszystkich tych przypad-
kach liczby wystepuja w tym aspekcie. Tylko w niektérych przypadkach wazne jest, ze
zapisano je cyframi. Mogtyby je z powodzeniem zastapic inne symbole, na przyktad litery.
Po miescie jezdza tramwaje. Zlikwidowana zostaje linia tramwajowa numer 6 - nie trzeba
w tej sytuacji zmienia¢ numeracji pozostatych linii. Numer 6 w tym przypadku oznacza,
Ze tramwaj jezdzi z punktu A do punktu B, a nie to, Ze jest on szésty w jakim$ porzadku.
Z powodzeniem mozna by zastapi¢,6" litera ,G" lub znakiem ,>9-".

Zdarza sieg, ze dzieci spotykaja sie z liczbami, ktére wystepuja wytacznie w postaci ja-
kiegos kodu, na przyktad zeby wejs¢ do domu musza nacisna¢ w okreslonej kolejnosci
przyciski z cyframi na klawiaturze domofonu.
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Zero - szczegolnie trudna dla dzieci liczba

W dziesigtkowym systemie pozycyjnym, ktérym sie postugujemy stosujemy zasade
»pozycjonowania”. Kazdy rzad wielkosci, na przyktad jednosci, dziesiagtki czy tysigce, ma
swoje miejsce. Cyfra w zapisie, wskazuje warto$¢, odpowiednio: jednosci, dziesigtek czy ty-
siecy. Gdy stosuje sie zasade pozycyjna, trzeba mie¢ do dyspozycji jaki$ znak oznaczajacy,
ze jednostek pewnego rzedu w danej liczbie nie ma. Stopniowo uswiadomiono sobie, ze
trzeba to nic czyms wyrazi¢, a doktadnie oznaczy¢ brak jednostek pewnego rzedu. W ten
sposéb wymyslono zero. Kiedy na przykfad jest dziesie¢ cukierkdw i chcielibysmy ich
liczbe zapisa¢ cyframi, korzystajac z dziesigtkowego systemu pozycyjnego, to zapiszemy
liczbe cukierkéw jako 1 dziesigtke i zero jednosci. Liczba dziesiatek to 1, liczba jednosci,
ktérych nie ma to zero. Postugujemy sie zerem i zapisujemy 10. Liczba siedemset dwa, to
siedem setek i dwie jednosci. Zapisujemy: na pierwszym miejscu jest 7 (setki), na trzecim
2 (jednosci), a miedzy nimi O (dziesiatki). Ten przyktad bardzo dobrze ilustruje jak bardzo
abstrakcyjny jest ten sposéb kodowania liczb.

Dla dziecka, ktére jeszcze nie abstrahuje liczebnosci (liczb) od rzeczy, do ktérych liczby
sie odnosza dziesiec cukierkdw to ... dziesiec¢ cukierkdw. Na te dziesiec cukierkdw sktada
sie dziesie¢ pojedynczych cukierkdéw — dziesie¢ jednosci. Proces ,zamiany” dziesieciu cu-
kierkéw, na jedng ,paczke”’, ,wigzke”, ktérag mozna zapisac postugujac sie cyfra 1 jest dtu-
gotrwaty i musi by¢ oparty na bardzo wielu doswiadczeniach. Dodatkowo, po raz kolejny,
mamy tu do czynienia z bardzo relatywnym charakterem symboli w matematyce. Cyfra 1
(podobnie jak kazda inna cyfra), zaleznie od miejsca w zapisie koduje bardzo rézne liczby.
Inna jest wartosc¢ zapisana tylko przy uzyciu cyfr 1i0 o obrazie 10 ainna o takim 1 000 000.
To czego dziecko powinno sie nauczy¢, by dobrze postugiwac sie jezykiem matematyki, to
przede wszystkim to, ze symbole matematyczne, ktérych jest stosunkowo niewiele moga
nies¢ bardzo rézne informacje zaleznie od kontekstu. A kontekstem tym sa najczesciej
inne znaki matematyczne. Czesto bywa tak, ze stosowane w matematyce symbole, s za-
czerpniete z innych jezykéw i alfabetéw; co tylko poteguje trudnos¢ w ich stosowaniu.
Symboli w matematyce jest stosunkowo niewiele. Zasadnicza trudnos¢ w sprawnym
postugiwaniu sie nimi przez dzieci tkwi w ich relatywnym uzyciu. Czasem cyfra jeden be-
dzie wskazywata, Ze jest bardzo duzo (1000), a czasem bardzo mato (1); czasem potowa to
bedzie bardzo duzo (potowa catego tortu), a czasem bardzo mato (potowa matej czeko-
ladki).

Poczatkowo zero miato tylko za zadanie wypetni¢ puste miejsce powstate wskutek
Lbraku wartosci” jakiegos rzedu w liczbie wyrazonej ustnie lub w pismie. Uczeni indyjscy
wzbogacili pojecie zera o znaczenie, jakie mu dzi$ gtéwnie nadajemy - zbiér pusty.'*
Wynika z tego, Zze na poczatku liczba zero wystepowata w zasadzie tylko w aspekcie sym-
bolicznym, potem dopiero w aspekcie kardynalnym i porzadkowym.

Stowo zero nie miesci sie w codziennym jezyku. Rzadko uzywamy tego stowa w domu,
rzadko wystepuje w rymowankach, piosenkach, opowiadaniach, czy wierszykach. Rzad-
ko uzywa sie go tez w zabawach. Typowym jest stosowanie okreslen takich jak ,nic’, ,nie
ma’,,pusty”. Z tego powodu zero jest trudnym dla dziecka pojeciem. Utrwalenie myslenia
o zerze jako o niczym jest konsekwencja przywigzywania zbytniej wagi do kardynalnego
aspektu liczby.

1 G. Ifrah: Dzieje liczby czyli historia wielkiego wynalazku, op. cit., s. 184.
192 |bidem, s. 222.
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Liczba zero wystepuje oczywiscie tez w aspekcie porzadkowym. Uczen rysuje o licz-
bowa, poczatkowo wytacznie z liczbami naturalnymi. Zaznacza liczby - pierwsza od lewej
to zero. Zero na osi liczbowej ma taki sam status jak inne liczby. Staje sie wrecz bardzo
wazng liczba. Jest czesto punktem poczatkowym, pdzniej oddziela liczby dodatnie od
ujemnych, wskazuje parter w wysokich budynkach, wskazuje pétnoc na zegarze cyfro-
wym, na termometrze jest punktem zamarzania, granicag miedzy temperaturami dodatni-
mi a ujemnymi. Temperatura 0 stopni nie oznacza, ze nie ma temperatury, pietro zerowe,
tez nie oznacza niczego. Pietro istnieje 1%,

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Jedli skoncentrujemy sie na jednym tylko wymiarze liczby zero - na

przyktad, ze zero oznacza,nic” — kosztem innego znaczenia, to zwieksza sie
prawdopodobienstwo, ze dzieci bedzie konstruowaty znieksztatcone pojecie
liczby zero. Trudno bedzie dzieciom zrozumiec role zera w liczbie 10 i w innych
liczbach, a tez istote liczb ujemnych4.

Warto uzywac okreslen wskazujacych na liczbe zero.,Na potce nie ma ksigzek,
liczba ksiazek na poétce wynosi zero.”,Nie mam cukierkow, liczba cukierkéw wynosi
zero”,Oddatem wszystkie balony, nie mam teraz ani jednego, jest zero balonéw”

W rozwoju umiejetnosci postugiwania sie liczbami mozna dostrzec zwigzek z rozwo-
jem mowy. Dziecko rozréznia w jezyku liczbe pojedyncza i mnoga (lepiej mie¢ cukierki niz
cukierka). Dziecko uzywa stowa drugi w znaczeniu do pary, a takze w roli liczebnika po-
rzagdkowego (jeden but i drugi but — para butéw; ale drugi w kolejce do lekarza). Dziecko
uzywa liczebnika jeden gdy wydziela jednosci (tylko jeden: jeden cukierek i jeszcze jeden,
i jeszcze jeden) oraz, gdy odréznia jednos¢ od wielosci (mam tylko jeden cukierek czyli
mato).

Ewoluuje rola liczebnika dwa: od okreslenia zwigzanego z parg do okreslenia mocy
réznych zbioréw dwuelementowych: dwie nogi, dwa buty. Kasia zjadta dwa placki.

Pojawia sie poczatek rozumienia tego, ze jesli jest jeden i drugi, to sg dwa. Dziecko uczy
sie nazw kolejnych liczebnikéw (najpierw przelicza 1,2,1,2,1,2 - jeden, dwa, jeden, dwa, je-
den, dwa ...). Potem wzrasta liczba wypowiadanych liczebnikéw w rytmicznych ciggach
(1,2,3,7,1,2,3,7,1,2,3,7). Stopniowo rozbudowuje je do dtuzszych ciggéw, we whasciwym
porzadku i prébuje zastosowac do liczenia obiektéw, odpowiednio przyporzadkowujac
liczebniki liczonym przedmiotom. Dziecko uczy sie nazw duzych liczb wraz z zastyszanym
kontekstem, na przyktad sto ztotych.

Brama do wkroczenia w $wiat abstrakcyjnej matematyki jest jezyk, ktéry odgrywa klu-
czowa role w rozwoju abstrakcyjnych poje¢ liczbowych. Zdaniem E. Spelke reprezenta-
cje liczb maja charakter jezykowy'®. Choc¢ dzieci bardzo wczesnie ucza sie wymawiac
nazwy podstawowych liczebnikéw to, do korica drugiego roku zycia raczej nie potrafig
przypisac im poprawnego znaczenia. Przetom dokonuje sie w okolicach 3.roku zycia. Wte-
dy zaczynaja rozumie¢, ze liczebnik jeden odpowiada liczbie 1. Mniej wiecej rok pdzniej

13 D. Haylock, A. D. Cockburn: Understanding Mathematics for Young Children. op. cit., s. 22.

104 A.D. Cockburn, G. Littler: Mathematical Misconceptions. A Guide for Primary Teachers, SAGE, Londyn, 2008, s. 8.
105 E.S. Spelke: Natural Number and Natural Geometry w: Attention and Performance Vol. 24, Space, Time and
Number in the Brain: Searching for the Foundations of Mathematical Thought, E. Brannon, S. Dehaene (red.),
Oxford University Press, Oxford 2011, s.313.
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proces ten powtarza sie dla kolejnych liczb i liczebnikéw, az do 4. Nastepnie umiejetnos¢
postugiwania sie liczebnikami zwieksza sie bardzo szybko. Dzieci ucza sie rozwiazywac
coraz trudniejsze zadania arytmetyczne. W ich umysfach tworzy sie ogélna reguta, ktéra
pozwala na przyporzadkowanie kazdej kolejnej liczby do kolejnego liczebnika. Od mniej
wiecej 4.roku zycia dzieci zaczynaja zdawac sobie sprawe z dwdch aspektéw liczby: kar-
dynalnego i porzadkowego. Wytworzone w ten sposéb potaczenia miedzy liczbami i li-
czebnikami ,naktadane” sg na struktury symboliczne (graficzne przedstawienia liczb, czyli
cyfry), ktérych dzieci ucza sie réwniez dosy¢ wezesnie's.

Pojecie liczby rozwija sie réwnolegle z rozwojem poznawczym dziecka. Liczba
jest konstruowana przez dziecko krok po kroku. Ma zwiagzek ze stopniowym rozwojem
umiejetnosci klasyfikowania i opanowaniem zasady inkluzji (hierarchii klas logicznych)
oraz zasady relacji asymetrycznych (ustalanie konsekwentnych serii)'?. Pojecie liczby jest
budowane na fundamencie bardziej podstawowych zdolnosci. Przede wszystkim jest to
zdolno$¢ do oderwania sie od fizycznych cech zbioru. W ocenie liczebnosci nie jest istotny
kolor, wielkos$¢, ksztatt, czy przeznaczenie.

W postugiwaniu sie liczba wazna jest tez zdolnos¢ do rozumowania odwracalnego
i przechodniego. Odwracalno$¢ jest zwigzana z operacyjnym rozumowaniem, przede
wszystkim z rozumieniem istoty zmian odwracalnych. O stosowaniu zasady przechodnio-
$ci mozemy méwic kiedy dziecko dostrzega, ze pudetko A (czerwone) jest wieksze od
pudetka B (zielonego), a B (zielone) jest wieksze od C (niebieskiego), to wie, ze pudetko
A (czerwone) jest wieksze od C (niebieskiego)'®. Zeby stwierdzi¢, ze niebieskie zmiesci sie
w czerwonym, wystarczy mu ustali¢ zaleznos¢ miedzy czerwonym a zielonym oraz zielo-
nym i niebieskim.

Najprosciej oczywiscie ustawic obok siebie trzy pudetka: czerwone, zielone i niebieskie.
Oceni¢: czerwone jest najwieksze, zielone jest mniejsze a niebieskie jest jeszcze mniejsze.
Czyli niebieskie jest najmniejsze oraz jest mniejsze od czerwonego. To, co jest najistot-
niejsze z punktu widzenia rozwoju myslenia matematycznego, to, przeniesienie” tej
operacji,do umystu”: wnioskuje o tym, czego nie widze (nie potrzebuje ustawia¢ pu-
detek, zeby wnioskowac o ich wzajemnych relacjach i zaleznosciach). Wiem, ze czerwone
jest wieksze od zielonego oraz wiem, ze niebieskie jest mniejsze od zielonego. Wnioskuje
na podstawie tego co wiem, Ze niebieskie jest mniejsze od czerwonego.

Ta zasada odnosi sie takze do liczebnosci. Tego typu wnioskowan dziecko doswiad-
cza kiedy na przyktad ma ustali¢ ile pestek zostanie kiedy 8 dzieci (A - liczba dzieci)
dostanie po jednej sliwce (B - liczba $liwek). Kazde dziecko dostato jedna $liwke i zjadto

16 B, Brozek, M. Hohol: Umyst matematyczny, op. cit., s. 87-88.

7). Piaget: The Child’s Conception of Number, op. cit.

1% O rozwoju operacyjnego myslenia w zakresie ujmowania statosciliczby piszemy w rozdziale 2.4 Rozumowania
matematyczne - statos¢ liczby, rwnowaznosci i transformacji.
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ja. Pestek zostato 8 (C liczba pestek). A =B; B =C; A = C. Zaczyna tez rozumie¢ (uznawac)
statosc¢ liczby®®.

Jezeli czerwonych jest tyle samo co niebieskich, a niebieskich tyle samo co zielonych,
to zielonych jest tyle samo co czerwonych.

Zaréwno w przedszkolu, jak i w klasie |, dobrze jest, kiedy dziecko poznaje liczby w ze-
stawach. Na przykfad, razem liczby od 1 do 5, liczbe 0, liczby od 6 do 10, liczby drugiej
dziesiatki, liczby trzeciej dziesiatki. Chodzi o to, aby dzieci widziaty powigzania miedzy
liczbami - liczba nabiera petniejszego sensu, gdy wystepuje w towarzystwie innych liczb,
gdy widza jej powigzanie z poprzednia i nastepna liczba.

Przed monograficznym wprowadzaniem liczb naturalnych wazne jest, aby dziecko do-
stato porcje doswiadczen w zakresie:
~ ustalania (uznawania) statosci ilosci nieciggtych (statos¢ liczby),
porzadkowania obiektéw w konsekwentne serie,
wyznaczania réwnolicznosci zbioréw,
liczenia,
ustalania miejsca liczby w szeregu liczb,
dodawania i odejmowania na konkretnych przedmiotach, realnych obiektach.

Te wszystkie czynnosci intelektualne potrzebne sg do tworzenia syntezy operacyjnej,
ktdra jest pojecie liczby naturalnej.

W pierwszej klasie uczniowie bardzo duzo czasu na zajeciach z edukacji matematycz-
nej poswiecaja monograficznemu opracowaniu liczb naturalnych, zwilaszcza liczb pierw-
szej dziesigtki. Monograficzne ujecie liczb odrebnie traktuje kazda z liczb. Nauczyciele
postuguja sie réznymi sposobami monograficznego opracowywania liczb pierwszej dzie-
sigtki. Zaprezentujemy najbardziej tradycyjny sposéb™®.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Przypus¢my, ze dzieci poznaja liczbe 8. Zaczynaja od liczenia: przeliczajg obiekty
do 8. Odliczaja 8 obiektow, czyli dobierajg po jednym az beda miec 8 obiektow,
czyli skfadaja liczbe 8 z o$Smiu jednosci. Uktadaja liczbe 8 z figur liczbowych.
Konstruuja liczbe 8 przez dodanie 1 do wczesniej poznanej liczby 7. Wykfadaja
7 liczmanow, podpisuja je cyfrg 7. Doktadaja jeszcze jeden liczman i zmieniaja
zapis cyfrowy. Poznaja cyfre 8 — analizuja jej ksztatt, ucza sie zapisywac. Dodaja
w zakresie 8. Jezeli juz potrafia, to zapisuja dziatania dodawania w postaci
formuty. Dziatajac na przedmiotach rozktadaja na rézne sposoby liczbe 8 na
sktadniki. Zapisuja kazdy nowy sposéb roztozenia liczby 8 na sktadniki. Na
poczatku rozkfadajg na dwa, potem na trzy i wiecej sktadnikéw —,na ile sie da”.

19 U. Oszwa: Psychologiczna analiza proceséw operowania liczbami u dzieci z trudnosciami w matematyce,
Wyd. Uniwersytetu Marii Curie-Sktodowskiej, Lublin 2009, s. 20.
"% por. L. Jelenska: Metodyka arytmetyki i geometrii w pierwszych latach nauczania, op. cit., s.18.
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Po zadaniach na rozkfadanie liczby na sktadniki odejmuja w zakresie 8. Nauczyciel
moze tez zaproponowac dzieciom zadania o ,,czystej liczbie” — Jaka liczba jest
przed liczbg 8? A wiecie jaka liczba jest po liczbie 8? Z ilu jednosci skfada sie
liczba 8? Z ilu dwdjek? Z ilu czwérek? We wszystkich tego typu zadaniach dzieci
pomagaja sobie w obliczeniach realnymi przedmiotami.

Sktadanie liczebnosci z jednosci i rozkladanie liczebnosci na jednosci to podstawa
konstruowania pojecia liczby. Liczba oznacza zbidr jednosci i w zaleznosci od wielkosci
tego zbioru moze by¢ wieksza lub mniejsza. Dzieci do zrozumienia, ze liczba oznacza zbiér
jednosci, nie doprowadzi tylko stowne liczenie, czyli wypowiadanie po kolei nazw liczeb-
nikdw. Doprowadzi do tego przeliczanie realnych obiektéw i okreslanie, ile ich jest.

Dzieci do pudetek wktadaja misia. W pudetku jest jeden mis. Doktadajg lalke
i pitke. Teraz w pudetku jest mis, lalka i pitka. Do tych zabawek doktadaja jeszcze
samochodzik. Zabawek jest teraz jeszcze wiecej.

Doswiadczenia prowadzace do zrozumienia pojecia liczby:

- doliczanie po 1;

— odliczanie okres$lonej liczby obiektéw;

- doliczanie do podanej liczby obiektéw nowej liczby obiektéw;

- odwzorowywanie liczebnosci zbioru. Pojecie liczby jest scisle zwigzane z liczeniem,
a liczenie to odwzorowywanie liczebnosci za pomoca kolejnych liczebnikéw;

- liczenie i okreslanie, ile jest obiektow;

- poréwnywanie liczebnosci zbioréw, na czym opiera sie pojecie liczby mniejszej
i wiekszej;

— okreslanie liczby obiektéw bez wczesniejszego liczenia;

- rozkladanie liczebnosci na sktadniki.

AN\

SZESC
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U podstaw tych doswiadczen lezg analogiczne doswiadczenia w klasyfikowaniu:
tworzenie kolekgji,

wyrdznianie podzbioru (podzbioréw) w zbiorze,

dotaczanie do kolekcji innych pasujgcych do niej obiektéw.

Doswiadczenia (zadania) rozwijajace

w zakresie konstruowania pojecia liczby w aspekcie kardynalnym

104

PRZEDSZKOLE
Doswiadczenia w doliczaniu po 1
Dzieci sktadajg liczebnosci po jeden: jeden klocek, jeden klocek i jeszcze jeden klocek

Dzieci wyjmuja 1 klocek. Doktadaja kolejny klocek i okreslaja, ile jest teraz
klockéw. Doktadaja kolejny klocek i okreslaja, ile jest. Moga w ten sposéb dojs¢ do
10 klockéw. Nie zapisuja jeszcze liczebnosci, tylko stownie okreslajg, ile jest.

PRZEDSZKOLE | SZKOLA
Doswiadczenia w doliczaniu po 1

Dzieci wyjmuja 1 klocek. Pod nim ktada kartonik z liczba 1. Dokfadajg kolejny
klocek i okreslajg, ile jest teraz klockéw. Zamieniajg kartonik z liczba 1 na kartonik
z liczba 2. Doktadaja kolejny klocek i okreslaja, ile jest. Zabieraja kartonik z liczba 2
i ktada kartonik z liczbg 3, i tak dalej.

PRZEDSZKOLE
Odliczanie okreslonej liczby obiektow

Na dywanie stoi pudetko z klockami. Kazde z dzieci ma wyja¢ z pudetka 5 klockéw.

PRZEDSZKOLE | SZKOLA
Odliczanie okreslonej liczby obiektow

Na rysunku sa rézne zabawki; dzieci maja policzyc i zapisa¢, ile jest wsréd nich
misiow.

PRZEDSZKOLE
Doliczanie do podanej liczby obiektéw nowej liczby obiektéw

Dzieci wyjmuja 3 kredki i doliczajg jeszcze 2 kredki. Licza, ile maja razem kredek.
Wyjmuja 4 zielone klocki, doliczajg 2 czerwone klocki. Liczg, ile maja razem klockéw.

Nauczyciel rysuje na tablicy kwiatki. Pyta dzieci, ile narysowat kwiatkéw.
Dorysowuje kolejne kwiatki i pyta, ile jest teraz kwiatkéw.
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PRZEDSZKOLE | SZKOLA
Doliczanie do podanej liczby obiektéw nowej liczby obiektéw

Dzieci wyjmuja 4 klocki. Podpisujg kartonikiem z liczba 4. Doliczaja jeszcze 3
klocki. Liczg, ile maja teraz razem klockow i ktada odpowiedni kartonik z liczba.

Dzieci dostajg kartke, na ktérej zapisane jest, ze ma byc¢ 6 kot. Licza, ze s juz
narysowane 3 kota. Dorysowuja kolejne tak, zeby razem byto ich 6.

PRZEDSZKOLE
odwzorowywanie liczebnosci zbioru

Odpowiednios¢,jeden do jednego” jest oczywista juz dla matych dzieci, ktére
bawig sie, dopasowujac kotki do otworéw, czy misie do tézek. W kazdym otworze
ma by¢ jeden kotek, a w kazdym t6zku jeden mis.

Dzieci w rzedzie ustawiaja klocki. Pod kazdym klockiem ktada patyczek.
Klockéw i patyczkéw jest po tyle samo. Moga policzy¢ klocki.

Czy wiedzy, ile jest patyczkow?

Dzieci pokazuja na palcach, ile maja ciastek. Jedno ciastko, to jeden palec.

PRZEDSZKOLE | SZKOLA
odwzorowywanie liczebnosci zbioru

Na kartce narysowane sg baloniki.
Dzieci w ramce rysuja tyle kresek, ile jest balonikow.

Dzieci z patyczkéw i wigzek patyczkéw po 10 uktadajg liczby dwucyfrowe.
Ktada 2 wiazki i 3 patyczki.

Jedna wiazka to jedna dziesiatka, a jeden patyczek do jedna jednosc.
Dzieci utozyly liczbe 23.
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PRZEDSZKOLE
poréwnywanie liczebnosci zbioréw

Dzieci ustalaja, czego maja wiecej klockéw, czy patyczkow.

Osobno gromadza klocki, osobno patyczki. Potem dobierajg w pary klocek
z patyczkiem. Co zostanie bez pary, tego jest wiecej.

Nie musza jeszcze postugiwac sie liczbami, wystarczy, ze wskaza, w ktérym
zbiorze jest wiecej/mniej obiektéw.

PRZEDSZKOLE | SZKOtA
poréwnywanie liczebnosci zbioréw

Dzieci poréwnuja na rysunkach liczebnosci zbioréw, taczac obiekt jednego zbioru
z obiektem z drugiego zbioru.

Dzieci liczg lub odczytuja liczebno$¢ jednego zbioru. Potem drugiego zbioru
i wskazuja, w ktérym zbiorze jest wiecej/mniej obiektow.

Postuguja sie znakami <, >,=. Umieszczaja je najpierw miedzy figurami
liczbowymi, a potem miedzy liczbami zapisanymi cyframi.

Umieszczajg znaki <, >, = miedzy dziataniami matematycznymi. Najpierw
po obliczeniach wynikéw, a potem bez dokonywania obliczer na podstawie
znajomosci liczb, ktére dodaja, odejmuja, mnoza czy dziela.

PRZEDSZKOLE
liczenie i okreslanie ile jest obiektéw™!

Dzieci liczg i ustalaja ile jest obiektow. Najpierw liczone obiekty s3 jednego
rodzaju (np. tylko kredki), potem r6znego rodzaju (licza kredki i klocki razem

i okreslaja, ile jest przedmiotow). Najpierw liczone obiekty ustawione sg

W szeregu, potem sa rozsypane, a jeszcze trudniej jest policzy¢ obiekty, gdy sa
ustawione po okregu. Warto liczy¢ tez,znikajace” obiekty, na przyktad dzwiegki.
Dzieci zauwazaja wtedy, ze ostatni wypowiedziany przy liczeniu liczebnik
wskazuje, ile jest wszystkich liczonych obiektow.

PRZEDSZKOLE
okreslanie liczby obiektéw bez wczesniejszego liczenia

Dzieci rzucaja kostka i pokazuja na palcach, ile wypadto kropek. Na poczatku
mozna da¢ dzieciom wieksza kostke, zeby mogty liczy¢ palcem kropki. Stopniowo
mniejsza kostka zastepuje wieksza, zeby sktoni¢ dzieci do okreslania liczby kropek
bez liczenia.

O rozwijaniu u dzieci umiejetnosci liczenia piszemy wiecej w rozdziale 3.2 Liczba naturalna - liczenie.
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Dzieci wyszukuja kartonik z dang liczba kropek.

Dzieci maja klocki w réznych kolorach. Segreguja je wedtug koloru, a kartonikiem
z kropkami podpisuja, ile maja klockéw w danym kolorze. Takie doswiadczenia,
prowadza nie tylko do nabrania biegtosci w liczeniu ucza tez kodowania -
liczebno$¢ mozna zakodowac w taki sposob, zeby inni mogli bez trudu ja
odczytac.

Dzieci dostaja kartoniki w czterech kolorach: czerwony kartonik,

niebieski, zielony i zotty. Kazdy kartonik w innymi kolorze. Dzieci wyjmuja
odpowiednia liczbe klockéw w danym kolorze, a potem ze wszystkich tych
klockéw buduja, na przyktad zamek. W tym zadaniu postuguja sie taczeniem
dwoch zakodowanych cech - szukaja okreslonej liczby klockéw w okreslonym
kolorze. tacza ceche kolor z cechg liczebnos¢.

Budowle pozostaja, a dzieci zamieniaja sie kartonikami z kropkami.

Dzieci szukajg budowli, ktéra pasuje do kartonikow, ktére dostaty. Na przyktad,
dziecko dostato z6tty kartonik z 3 kropkami, zielony z 2, czerwony z 5 i niebieski
z3.

Szuka budowli, ktéra zostata zbudowana z odpowiednio licznych zbioréw
klockéw zéttych, zielonych, czerwonych i niebieskich.

Oczywiscie poczatkowo moga to by¢ budowle tylko z klockéw w jednym kolorze

=] [ .Nastepnie w dwdch kolorach [7] ,az po bardzo

skomplikowane uktady liczebnosci i koloréw.

1 BT B EE

PRZEDSZKOLE | SZKOtA

okreslanie liczby obiektéw bez wczeéniejszego liczenia

Kiedy dzieci poznaja kolejne liczby w zakresie 100 pomocne moga by¢ obrazy
liczbowe z kropek utozonych dziesigtkami. Za pomoca takich figur mozna
skonkretyzowac kazda liczbe. Na przyktad 37 mozna przedstawic tak:
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Takie skonkretyzowanie liczb pomaga tez w rachunkach z przekroczeniem progu dzie-
sigtkowego. Dodawanie 37 + 8 mozna skonkretyzowac w ten sposob:

37 + 8 45

Odejmowanie 37 - 19 mozna skonkretyzowac zas$ tak:
000000606 OCGOCGFO 000000606 OCGCOCGFS
0000006060 O0COC 000000600

37- 19 18

PRZEDSZKOLE

rozkfadanie liczby na skfadniki

Rozktadanie liczby (liczebnosci) na sktadniki jest odwrotnym dziataniem do
sktadania liczby po jeden. Czynnosci te podkreslaja, ze liczba jest zbiorem
jednosci.

Dzieci budujg z klockéw, na przyktad zamek. Kiedy juz zbuduja rozktadajg
budowle na pojedyncze klocki, ktdre ustawiaja jeden obok drugiego.
Liczg, z ilu klockéw zbudowaty zamek.

Na poczatku chodzi o to, zeby dzieci dang liczebnos¢ rozktadaty po jeden.
Na przyktad w koszyku sg jabtka. Dzieci wyjmuja po jednym jabtku.
Ukfadaja je w rzedzie i licza, ile ich jest.
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PRZEDSZKOLE | SZKOLA

rozkfadanie liczby na skfadniki

Rozktadanie liczb po jeden jest podstawa do tego, zeby dzieci dostrzegty
mozliwosc¢ rozktadania liczby na rézne skfadniki, co jest podstawg nie tylko
rozumienia liczby w aspekcie kardynalnym, ale tez arytmetycznym.

Postugujac sie dziesigtkowym systemem pozycyjnym, dzieci rozktadaja liczby na
jednosci, dziesiatki, setki itd. Na przykfad liczba 124 sktada sie ze 124 jednosci; 124
to 12 dziesiatek i 4 jednosci; 124 to 1 setka 2 dziesiatki i 4 jednosci.

Doswiadczenia (zadania) rozwijajace
w zakresie konstruowania pojecia liczby w aspekcie porzadkowym

PRZEDSZKOLE
okreslanie pierwszego i ostatniego obiektu w szeregu/rzedzie - postugiwanie sie
okresleniami: pierwszy, ostatni

Dzieci ustawiajg samochodziki jeden za drugim.
Wskazuja pierwszy i ostatni samochod.

PRZEDSZKOLE | SZKOtA

numerowanie obiektow

dzieci numeruja kolejne obiekty, postuguja sie liczebnikami porzadkowymi. Jezeli
potrafig postugiwac sie kartonikami z liczbami, to moga cyfra kodowaé numer
kazdego obiektu

Dzieci uktadajg przedmioty w szeregu lub w rzedzie i numeruja je liczebnikami
porzadkowymi.

Dzieci sadzaja misie jeden obok drugiego. Numeruja je.

Pod kazdym misiem ktada odpowiedni kartonik z liczba.

Jeszcze raz odczytujg numery misidw.

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

wskazywanie obiektéw o danym numerze

dzieci uczg sie wskazywac obiekt o podanym numerze, dzieci ustawiaja
przedmioty w szeregu lub w rzedzie. Numeruja je liczebnikami porzadkowymi.
Wskazuja pierwszy, drugi, czwarty przedmiot

Dzieci bawia sie samochodzikami, ktore wjezdzaja i wyjezdzaja z parkingu. Kazdy
samocho6d ma swoje miejsce na parkingu. Numery zapisane sg cyframi. Dzieci
okreslaja, z ktérego miejsca parkingowego wyjezdza samochdd, albo na ktére
miejsce parkingowe ma wjechac.
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PRZEDSZKOLE | SZKOtA

zmiany w numerowaniu obiektow

dzieci sprawdzaja, jak zmieni sie numeracja obiektow, kiedy zabiorg pierwszy
z szeregu, ostatni z szeregu, dodadzg obiekt na poczatku szeregu, czy
dodadzg obiekt na koncu szeregu. Jak zmieni sie numeracja, gdy doda sie lub
odejmie obiekt w srodku ponumerowanego szeregu?

Dzieci sadzaja misie w rzedzie lub szeregu. Numeruija je.

Pod kazdym misiem ktada kartonik z liczba.

Zabierajg pierwszego misia. Ktory mis teraz jest pierwszy? Zmieniajg
numeracje misiéw. Zabieraja ostatniego misia. Ktdry mis teraz jest ostatni?
Czy misie sg dobrze ponumerowane? Zabieraja trzeciego misia. Wskazuja misia,
ktory teraz jest trzeci.

Czy misie s dobrze ponumerowane?

Dzieci bawia sie w lekarza. W poczekalni siedzg pacjenci.

Kazdy pacjent ma swéj,numerek”.

Pacjenci wchodza do lekarza, odchodza z kolejki, ,wpychaja” sie do kolejki.
Ustalaja, kto stoi tuz za danym dzieckiem, a kto tuz przed nim.

Jaki ma numer w kolejce?

PRZEDSZKOLE | SZKOtA

zmiany w numeracji w zaleznosci od tego, z ktérej strony zaczyna sie
numerowanie

dzieci zbieraja doswiadczenia, aby dojs¢ do tego, ze numer obiektu zmienia
sie w zaleznosci od tego, z ktdrej strony zacznie sie liczy¢

Dzieci maja piramidki z kotek. Zdejmuja kota i uktadaja je od najmniejszego
do najwiekszego. Numeruja kota liczebnikami porzadkowymi, zaczynajac
od najmniejszego. Pod kazdym kotem ktada kartonik z liczba. Teraz licza od
najwiekszego do najmniejszego i zmieniajg uktad kartonikéw z liczbami.

3.5. Liczby naturalne
Rachowanie

Karen Wynn z University of Arizona w 1992 roku przeprowadzita badania z dzie¢mi,
ktérych wyniki dyskutuja z tym, co o mysleniu matematycznym matych dzieci sadzit J.
Piaget. Zdaniem szwajcarskiego uczonego dzieci dtugo nie sg w stanie postugiwac sie
liczbami i dziataniami na liczbach. K. Wynn przed pieciomiesiecznym dzieckiem ustawita
matg scena. Na scenie umiescita lalke, a potem zastonita jg ekranem i dodata jeszcze jed-
ng lalke. Po zabraniu ekranu dziecko zobaczyto dwie lalki. Potem znowu zastaniata lalki
ekranem i zabierata albo doktadata jedna lalke. Kiedy odstaniata ekran, dziecko patrzyto
na scene dtuzej, kiedy zmieniata sie liczba lalek. Zdaniem K. Wynn oznacza to, ze dziecko
czuto sie zaskoczone, bo nie zgadzata sie mu liczebnos$¢. Dziecko zauwazato efekt dodania
lub odjecia lalki2.

"2 por. B. Butterworth: The Mathematical Brain, op. cit., 1999.
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Postugujemy sie szescioma rodzajami dziatan arytmetycznych: dodawaniem i odej-
mowaniem, mnozeniem i dzieleniem, potegowaniem i pierwiastkowaniem. Pomiedzy
dziataniami arytmetycznymi zachodza rézne relacje. Dodawanie to dziatanie odwrotne
do odejmowania, a odejmowanie to dziatanie odwrotne w stosunku do dodawania. Réw-
niez mnozenie i dzielenie moga by¢ postrzegane jako dziatania wzajemnie odwrotne.
Poza tym mnozenie mozna traktowac jako wielokrotne dodawanie jednakowych sktadni-
kow, a dzielenie jako wielokrotne odejmowanie. Dodawanie i odejmowanie to pierwsze
dziafania arytmetyczne, ktére poznaje cztowiek. Na nich buduje umiejetno$¢ mnozenia
i dzielenia, a na mnozeniu i dzieleniu z kolei buduje umiejetnos¢ potegowania i pierwiast-
kowania.

Dodac¢ w jezyku potocznym oznacza przytaczy¢, dostawic, uzupetni¢. Do pociggu do-
stawiono jeszcze jeden wagon. Mama do trzech gruszek na stole dotozyta jeszcze dwie.
Dzieci do czterech kwiatéw na rysunku dorysowaly jeszcze trzy. Dodac to potaczy¢, ze-
bra¢, obliczyc ile jest razem.

W nauczaniu arytmetyki dodawanie wystepuje w dwdch postaciach: jako zliczanie
(suma, czyli dziecko liczy na przyktad razem czerwone i zielone klocki) oraz jako dopet-
nianie jednej liczby do drugiej (jest 7 cukierkéw, dopetniamy do 10-osiem, dziewiec
i dziesiec). Dodawanie jest najtatwiejszym dziataniem arytmetycznym, gdyz jest bardzo
wczesnie intensywnie ¢wiczone przez dziecko w dziataniu: taczy zbiory i okresla, ile jest
razem.

Dzieci w przedszkolu i na poczatku nauki w szkole stosuja okreslone strategie doda-
wania, ktére swiadczg o rozwoju u nich umiejetnosci rachunkowych:
~ liczenie wszystkiego: dziecko przelicza najpierw jeden zbiér, potem drugi, a nastepnie
zaczyna liczy¢ od poczatku wszystkie obiekty razem. Ma 2 jabtka i 4 gruszki. Liczy, ile to
razem owocow. Najpierw liczy jabtka. Potem liczy gruszki. Potem liczy wszystko razem,
czyli jabtka i gruszki;
liczenie od drugiego sktadnika: dziecko wie, Ze nie jest konieczne przeliczanie pierw-
szego sktadnika, rozpoczyna liczenie, dodajac od razu drugi. Ma 2 jabtka i 4 gruszki.
Liczy jabtka i od razy dolicza gruszki: trzy, cztery, pie¢, szes¢;
liczenie od wiekszego sktadnika: dziecko wybiera wiekszy sktadnik i dolicza do nie-
go mniejszy - to juz zaawansowana strategia, wskazujaca, ze dziecko rozumie prawo
przemiennosci dodawania. Ma 2 jabtka i 4 gruszki. Zaczyna liczenie od gruszek i doli-
cza jabtka: pie¢, szesc.

Odejmowanie to ujmowanie, ubywanie, zabieranie, znikanie czegos. Obliczamy réz-
nice 7 odja¢ 3: wyobrazamy sobie, ze od 7 ujmujemy 3. Byto 7 ciastek, tata zjadt 3, zostaty
4 ciastka.

Nie zawsze jednak przy odejmowaniu wyobrazamy sobie ubywanie. R6znice mozna
tez obliczy¢ przez doliczanie: ustalamy, ile trzeba ,dorzuci¢” do 3, zeby dosta¢ 7. W tym
przypadku pomaga umiejetnos¢ rozkfadania liczby na skfadniki: 7 to 3 i 4. Odejmowanie
tez mozna rozumiec jako réznice miedzy liczbami: szukamy wyniku dziatania 7 odjac 3,
czyli réznice miedzy liczba 7 a 3, to oczywiscie 4.

Zazwyczaj dziecko ma wiecej trudnosci z odejmowaniem niz z dodawaniem.

Kazda przyjeta strategia odejmowania niesie z sobg putapki. Przy odejmowaniu dziec-
ko postuguje sie odliczaniem, ktore jest trudniejsze niz doliczanie. Wymaga liczenia
do tyhuy, ktére dla wiekszosci dzieci jest ktopotliwe. Liczac do tytu, nalezy pamietad, ile od-
liczyto sig, zanim ,odczytato sie” wynik. Dziecko ma od 7 odjac 3. Prostuje 7 palcéw i zgina
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po jednym, az zegnie 3, liczac jednoczesnie do tytu. Przy dodawaniu oba skfadniki mozna
przedstawi¢ za pomoca zbioréw, a przy odejmowaniu jest zbiér od ktérego sie odejmuje,
ale nie ,widac¢” ile trzeba odja¢. Kiedy przy odejmowaniu dziecko stosuje doliczanie na
palcach (liczenie do przodu), musi po prostu poczekac az przy liczeniu ustyszy dana licz-
be - a potem zatrzymac sie i policzy¢ uzyte palce. Oblicza 7 odjac 3: zaczyna liczy¢ od 3
— cztery, pie¢, sze$¢, siedem. Liczy, ze wyprostowato 4 palce — ale razem wyprostowanych
palcéw jest teraz 7. | to jest duza trudnos¢. Dziecko musi roztozy¢ siedem na liczbe od
ktérej zaczeto doliczanie i liczbe, ktérg doliczato. Jak wida¢é, odejmowanie jest znacznie
trudniejsze od dodawania, stad wniosek, ze dziecko powinno mie¢ w przedszkolu wiele
sytuacji, w ktérych bedzie odejmowato, wybrang przez siebie strategia.

W rachowaniu wazne jest stopniowe odrywanie sie od rzeczy i przechodzenie na ra-
chowanie w pamieci, juz wytacznie na poziomie symbolicznym. Takie przejscie oczywiscie
rzadko jest dostepne juz dziecku w przedszkolu.

Na trudnos¢ sytuacji dodawania i odejmowania wptyw maja gtéwnie dwa czynniki:
sytuacje, gdy dzieci musza oderwac sie od konkretnych przedmiotéw i przej$¢ na poziom
abstrakcyjny oraz rozszerzanie zakresu rachowania.

Podstawa sprawnego dodawania, jak i odejmowania, jest biegtos$¢ w liczeniu.

Juz bardzo mate dziecko interesuja zmiany typu dodaé/odjaé. Wie, ze po odjeciu,
odsunieciu, zabraniu jest mniej a po dotozeniu, dosunieciu — wiecej. Wraz z rozwojem
umiejetnosci liczenia, rachowanie staje sie coraz bardziej precyzyjne. Maty przedszko-
lak po kazdej zmianie typu dodac/odjg¢ liczy przedmioty. Czyli wie, ze dodawanie czy
odejmowanie zmienia liczbe przedmiotéw. Oczywiscie liczy, jak potrafi. Im lepiej radzi so-
bie z liczeniem, tym lepiej potrafi ustali¢ wynik dodawania i odejmowania. Umiejetnosci
dziecka w zakresie rachowania rosna wiec w miare doskonalenia sie umiejetnosci liczenia.
Wystepuje tu prawidtowos¢: osiggniecie wiekszej precyzji w liczeniu pozwala przejs¢ na
wyzszy poziom umiejetnosci rachunkowych. Tak sie dzieje nie tylko w przedszkolu, ale tez
pozniej w szkole. Dziecko liczy w wiekszym zakresie, a rachuje w mniejszym.

W przedszkolu dziecko zaczyna nauke rachowania na palcach.

Najpierw uczy sie liczy¢ na palcach'®, a potem uczy sie, ze na palcach mozna tez do-
dawac i odejmowac. Jak to sie robi, pokazuje dorosty. Kiedy prostuje sie palce, to oznacza
to czynnos¢ dodawania, dokfadania, dosuwania. Kiedy zgina sie palce, to przedstawia sie
odejmowanie, zabieranie, odsuwanie. Palce zaczynaja petnic role zbioréw zastepczych -
zbioréw obiektéw, ktore zastepuja te, na ktorych wykonywane sa rachunki. Zeby obliczy¢,
ile to razem ciastek - 3 bajaderki i 4 paczki - to nie musi zgromadzic tych ciastek i razem je
policzy¢. Wystarczy, ze o ciastkach pomysli i pokaze na palcach, ile ich jest. Potem dodajac
wyprostuje kilka palcéw (a odejmujac zegnie kilka z nich). Na koniec policzy wyprostowa-
ne palce i juz wie, ile jest ciastek.

W takich zadaniach palce penia role zbioréw zastepczych, podobnie jak r6zne liczma-
ny, typu patyczki, kamyki, kasztany czy koraliki na liczydle. Postugiwanie sie zbiorami zastep-
czym przy rachowaniu jest ogromnym osiggnieciem rozwojowym na drodze od rachowania
na konkretach po rachowanie abstrakcyjne — w pamieci. Przejscie tej drogi zajmuje dziecku
zazwyczaj kilka lat i odbywa sie na przetomie przedszkola i szkoty podstawowej.

Wazna umiejetnoscia jakiej dziecko uczy sie tez na przetomie przedszkola i szkoty pod-
stawowej jest umiejetnos¢ doliczania i odliczania.

130 liczeniu na palcach piszemy w rozdziale 3.2 Liczba naturalna - liczenie.
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Przy doliczaniu dziecko nie przelicza obiektow jednego z sumowanych zbioréw
(pierwszego sktadnika), ale wie ile jest i dolicza po jednym obiekcie z drugiego zbioru.
Podobnie przy odliczaniu. Wie, od ilu odejmuje i od tej liczby odlicza po jeden, tyle ile ma
odja¢. Dziecko w przedszkolu dolicza i odlicza, rachujgc na konkretach. Na przyktad przy-
kleja na kartce batwanki. Sa juz 2 batwanki, a ma ich by¢ razem 5. Dokfada batwanka. Sa 3,
to jeszcze mato. Doktada kolejnego, s3 4. | jeszcze jednego. Jest ich 5, czyli tyle ile ma by¢.
lle dotozyto batwankéw? Na talerzyku jest 6 ciastek. Majg zostac 2. Dziecko odktada jedno,
zostato 5. To jeszcze za duzo. Odkfada kolejne, zostaty 4. Jeszcze jedno i jeszcze jedno,
teraz s 2, czyli tyle ile ma byc¢. lle odtozyto ciastek? Tego typu doswiadczenia sa podstawag
do tego, aby dziecko doliczato i odliczato na zbiorach zastepczych, a potem w pamieci.

Dziecko w przedszkolu zbiera doswiadczenia w rozktadaniu liczby na sktadniki. Uktada
z patyczkéw domek. Z ilu patyczkédw sktada sie ten domek? lle razy trzeba wzig¢ po jednym
patyczku, zeby utozyc¢ taki domek? Na ile pojedynczych patyczkéw mozna go roztozy¢?'',

W nauczeniu sie sprawnego dodawania, odejmowania, potem mnozenia i dzielenia
wazna role odgrywa umiejetnos¢ rozktadania liczby na sktadniki. Liczba oznacza zbiér
jednosci. Mozna wiec kazdg liczbe na rézne sposoby na jednosci roztozy¢. Rozktadamy
liczbe 6 na sktadniki. 6 = 4 + 2, co inaczej mozna zapisa¢ 4 + 2 = 6. Rozktadanie liczb na
sktadniki pomoze w odejmowaniu. Tylko wtedy dziecko opanuje pamieciowe odejmowa-
nie, gdy nie bedzie odliczato po jednym, ale wprost,rozbije” odjemng (czyli liczbe od ktorej
sie odejmuje) na dwa sktadniki. Na przykfad: 6 - 2 wywota natychmiast odpowiedz 4, jesli
posiadamy skojarzenie 6 = 2 + 4. Liczbe 6 mozna w rézny sposéb rozktada¢ na sktadniki.
Sktadniki moga by¢ rézne, ale niektére liczby mozna roztozy¢ tez na kilka takich samych
sktadnikéw. Do tych liczb nalezy széstka: 6 =3 + 3, czy 6 =2 + 2 + 2. Tego typu doswiadcze-
nia w rozkfadaniu liczby przydadza sie, kiedy dziecko bedzie uczyto sie w szkole mnozy¢ (2

x 3 =6, 3 x2 =6), czy dzieli¢,po kilka” (6 po 2, to 3), czy,na kilka” (6 na 2 to 3) '"°.
e00000000 3+43+3=9

o0 O=5+2+2

Il
\O

o000 o00 33

3

ooo‘ooo‘ooo 9:3

Przy rozktadaniu liczby na sktadniki dzieci postuguja sie tez doliczaniem. Na przyktad
maja 3 klocki, a majg mie¢ 5 klockéw. lle musza dotozy¢ (doliczy¢) klockdéw? W szkole za-
pisza to tak: 5 = 3 + 2. Tego typu doswiadczenia przydadza sie przy doliczaniu do 10, zeby
wykonac dziatanie matematyczne z przekraczaniem progu dziesigtkowego. W doliczaniu
warto postugiwac sie rachowaniem na palcach.

4 L. Jelefska: Metodyka arytmetyki i geometrii w pierwszych latach nauczania, op. cit., s. 10-15.
5 |bidem, s. 10-15.
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W rozwijaniu umiejetnosci rachowania dazy sie do tego, aby dziecko dodawato i odej-
mowato w pamieci, bez potrzeby manipulowania konkretnymi przedmiotami, czy zbio-
rami zastepczymi. Znajomos$¢ wynikéw dodawania i odejmowania w zakresie pierwszej
dziesigtki znacznie utatwi poézniej wykonywanie bardziej skomplikowanych obliczen.
Dzieki przechowywaniu w pamieci wynikow takich dziatan, szybko ustalamy nawet skom-
plikowane sumy czy réznice.

Na poziom, kiedy dodaje i odejmuje tylko w umysle, na pomyslanych liczbach dziec-
ko przechodzi stopniowo po wielu ¢wiczeniach. Nawet, kiedy juz rachuje w pamieci, to
nie raz zdarzy sie, ze bedzie pomagato sobie jeszcze rachowaniem na palcach. Nie ma
w tym niczego ztego. Nie nalezy zakazywac¢ dziecku rachowania na palcach. W przedszko-
lu dziecko powinno nabra¢ przekonania, ze rachowanie na palcach jest bardzo dobrym
sposobem by pomaéc sobie w rachunkach. Warto je za to chwali¢, sprawne rachowanie
za pomocy palcow swiadczy o duzych umiejetnosciach rachunkowych dziecka. W prze-
ciwnym razie tatwo zniecheci¢ dziecko do podejmowania préb rachowania. A to juz pro-
sta droga do tego by nie lubi¢ czy bac¢ sie matematyki.

Dziecko nabierze biegtosci w rachowaniu w miare mozliwie czestego powtarzania
czynnosci dodawania czy odejmowania (potem mnozenia czy dzielenia). Zmniejszac
sie bedzie udziat sSwiadomosci w rachowaniu, mniej bedzie wymagato namystu, az wresz-
cie bedzie rachowato mechanicznie. Wtedy powiemy, ze dziecko jest w rachunkach
biegte. W zakresie pierwszej dziesiatki biegle uczen zazwyczaj rachuje pod koniec klasy
pierwszej, jednak poczatki drogi do biegtosci siegaja doswiadczen w przedszkolu.

Stopniowo w przedszkolu wdraza sie tez dzieci do kodowania (zapisywania) i deko-
dowania (odczytywania) czynnosci rachunkowych. Jezeli dzieci rozpoznaja liczby zapi-
sane cyframi, mozna pokaza¢ im jak wyglada znak doda¢ czy odja¢. Oczywiscie odby-
wa sie to wszystko na zasadzie opatrzenia sie i ostuchania, bez wymagania od dziecka
umiejetnosci korzystania z symboli. Dzieci na dtugo przed nauczeniem sie stosowania
znakéw matematycznych dodaja, odejmujg, mnozg, czy dzielg. Wraz z doskonaleniem sie
tych umiejetnosci powinny nabrac¢ przekonania, ze w arytmetyce wszystko, co sie robi, co
stownie sie opisuje, mozna zapisac specjalnymi znakami''®,

Na poczatku dziecko manipuluje obiektami obliczajac sume czy réznice. Potem tym
czynnosciom nadaje matematyczny sens i zapisuje je w formie dziatania przy pomocy cyfr
i znakow dziatan (formuta dziatania). Uczy sie, ze inni moga odczytac zapisane przez niego
czynnosci i beda wiedzieli, co robito i jakie otrzymato wyniki. To kodowanie. Jednoczesnie
dziecko uczy sie czynnosci odwrotnej - dekodowania. Odczytuje symbolicznie zapisane
czynnosci i oblicza wynik. Zapisywania dziatan matematycznych nie mozna rozumiec¢ jako
tylko doskonalenie sie umiejetnosci rachunkowych dziecka - najpierw dodaje i odejmuje
na przedmiotach, a z czasem zapisuje i odczytuje dziatania zakodowane cyframi i znakami
dziatan. Jest to tez uczenie sie postugiwania sie symbolami, w tym przypadku symbolami
jezyka matematyki.

Znaki matematyczne, jakimi sie dzi$ postugujemy rodzity sie przez wieki. Babilorczy-
cy i Egipcjanie przedstawiali zadania opisowo: dtugos¢ pokoju jest taka sama jak szero-
kos¢ plus jeden fokie¢, a wysokosc jest o jeden tokie¢ mniejsza od dtugosci. Wspétczesne
znaki matematyczne ludzie skonstruowali dosy¢ pézno. We Wihoszech stosowano skroty
stow wiecej, mniej jako plus i minus. Operatory arytmetyczne, czyli symbole pokazujace,

16 |bidem, s. 19-20.

114



Skura & Lisicki ® Matematyka od przedszkola ®

jaki rodzaj obliczen nalezy wykona¢, pojawity sie pod koniec XV wieku. Pierwszymi sym-

bolami ktére stosowano byty znaki + i —. Poczatkowo miaty one oznaczaé nadmiar albo

niedobdér wielkosci magazynowych'”’.

Formuta matematyczna jest symbolicznym zapisem wykonanych czynnosci ~doda-
wania, odejmowania, potem mnozenia czy dzielenia. Moze by¢ wypowiedziana stowami
lub wyrazona cyframi i znakami dziatan. U podstaw jest wiec czynnos¢, ktéra musi zostac
przez dziecko zrozumiana. Nastepnie zrozumienie powinno by¢ wyrazone stowami, a sto-
wa z czasem zastgpione symbolami matematycznymi''®. Z tego mozna wyprowadzi¢ bar-
dzo wazne wskazowki dla nauczyciela, ktére w potowie ubiegtego stulecia sformutowata
L. Jeleriska:

- kazde dziatanie musi by¢ wyrazone konkretnie — ruchem. Ruch jest najbardziej wyra-
zistym obrazem czynnosci. Przy dodawaniu to ruch faczenia razem, ruch dopetniania.
Przy odejmowaniu to ruch odkfadania, odsuwania, zabierania, chowania itp.;

- wykonane dziatanie musi by¢ opisane stowami: dwa dodac trzy, to razem pie¢; pie¢ od-
ja¢ dwa, zostaje trzy. Dla matych dzieci trudne moze by¢ opisywanie stowne dziatania,
ze wzgledu na trudnosci z postugiwaniem sie liczebnikami, szczegdlnie gdy trzeba je
odmieni¢. W przedszkolu gtéwnie chodzi o to, zeby dziecko z takim opisem sie ostu-
chato. Dlatego to nauczyciel gtéwnie opisuje, to co dzieci zrobity i w miare rozszerzania
umiejetnosci jezykowych, oddaje aktywnos¢ przedszkolakom;

- opis stowny dziatania moze zostac zapisany formuta. Pierwsze formuty powinny by¢
odczytywane, ze wskazywaniem poszczegdlnych cyfr i znakéw. Chodzi bowiem
o podkreslenie zwigzku stéw z symbolami matematycznymi'*.

IX2x2=8
23=8

"7 http://blogiceo.nq.pl/matematycznyblog/2013/01/14/komu-zawdzieczamy-symbole-matematyczne/

"8 Jelenska L.: Metodyka arytmetyki i geometrii w pierwszych latach nauczania, op. cit., s. 20.
% |bidem, s. 20.
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Na tym schemacie opiera sie zapisywanie formuty dodawania, odejmowania, potem
mnozenia i dzielenia.

Przedszkolak ktadzie 2 kwadraty. Na kazdym kwadracie ktadzie po 2 kofa. A na kazdym
kole ktadzie po 2 trojkaty. lle jest kwadratow? lle jest kot? Aile trojkatow?

Z pomoca nauczyciela opisuje, to co zrobit: Sg 2 kwadraty. Na kazdym kwadracie sg po
2 kofa, a na kazdym kole sa po 2 tréjkaty. Razem jest 8 tréjkatow.

W szkole, juz pod koniec klasy |, zapisze, ile jest trojkatéw formuta: 2 + 2 +2 + 2 = 8.
Pod koniec klasy Ill bedzie potrafit zapisac inna formufg matematyczna czynnos¢ uktada-
nia tréjkatéw: 2 x 2 x 2 = 8. A te sama czynnos¢ za kilka lat, w gimnazjum, zapisze juz jako
23=8

Zeby uczen nie tylko postugiwat sie algorytmem obliczania poteg, ale rozumiat sens
samego dziatania musi mie¢ podstawy — czynnos¢, potem czynnosc¢ opisang stowami i do-
piero stowa zapisane formuta matematyczna.

Stopniowo dzieci uczg sie tez whasnosci dziatan. Kiedy przedszkolak ma do 4 doda¢
6, to najpierw odliczy 4 obiekty, a potem doliczy do nich 6 obiektéw. Po pewnym czasie
zauwazy, ze mozna dodawane liczby zamieni¢ miejscami bez wptywu na wynik, czyli do
6 dodac 4 - dodawanie bedzie prostsze. Znaczy to, ze rozumie wazne wtasnosci liczb i li-
czenia. Zauwaza, ze dodawanie do wiekszej liczby mniejszej wymaga mniejszego wysitku.
Potrafi tez rozpozna¢, ktdra liczebnos¢ jest wieksza, a ktéra mniejsza. Wreszcie intuicyjnie
rozumie prawo przemiennosci — na wynik nie ma wptywu kolejno$¢ dodawanych liczb.
Zdarza sie, ze przenosi potem to prawo tez na odejmowanie i w szkole zapisuje 2 - 6,
podajac wynik 4.

Doswiadczenia (zadania) rozwijajace
w zakresie rozwijania umiejetnosci rachowania

PRZEDSZKOLE

DODAWANIE. POSEUGIWANIE SIE POJECIEM RAZEM

dzieci liczg, ile jest obiektéw w kazdym ze zbioréw, potem tgcza oba zbiory i licza,
ile jest teraz wszystkich obiektéw razem

Dzieci maja 3 niebieskie pitki i 2 zielone pitki. Ustalaja, ile ma pitek razem.

PRZEDSZKOLE SZKOtA

ROZKtADANIE LICZBY NA SKEADNIKI

dzieci uczg sie rozktada¢ liczbe na sktadniki. Kazda liczbe rozktadaja na kilka
sposobéw. Za kazdym razem opisuja, jak roztozyty

Dzieci wyjmuje 5 misiow. Kilka z nich kfada na t6zku, a pozostate obok tézka.
Opisuja na przyktad tak: 3 misie sg na t6zku, a 2 obok t6zku (5 to 3 i 2). Potem
uktadajg misie jeszcze inaczej.

Dzieci majg 5 dwustronnych kartonikéw (na przyktad z jednej strony sg
zielone, a z drugiej zé6tte). Ukfadaja zielone kartoniki jeden obok drugiego.
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Jest 5 kartonikéw. Odwracaja pierwszy. Teraz maja 1 zotty kartonik i 4 zielone
kartoniki: piec to jeden i cztery. Odwracaja kolejny: piec¢ to dwa i trzy. Kontynuujg
odwracanie kartonikow, az wszystkie beda zétte. A jak opisac ostatnig sytuacje?
Piec to piec i zero’.

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

ODEJMOWANIE

dzieci liczg obiekty. Kilka z nich zabieraja (chowaja, przesuwaja, odktadajg itp.).
Ustalaja, ile obiektéw zostato

Dzieci wyjmuja 7 klockéw. Trzy z nich chowaja pod kartke. lle klockéw zostato?
Dzieci majg w pudetku zetony. Rozdzielajg je na zielone i czerwone. Liczg, ile jest
ich razem. Odktadaja czerwone. Liczg, ile odtozyty czerwonych. Liczg, ile zostato
zielonych.

PRZEDSZKOLE | SZKOtA

DOLICZANIE | ODLICZANIE

dzieci uczg sie dolicza¢, czyli liczy¢ po jeden do przodu, az uzyskaja okreslong
liczebnos$¢. Ucza sie tez odliczaé, czyli liczy¢ po jeden do tytu, az uzyskaja
okreslong liczebnos¢

Dzieci maja zabawki typu piramidka. Sa na niej 3 krazki, a ma by¢ 7 krazkéw.
Teraz krazkow jest za mato.

Dzieci doktadaja po jednym krazku (gtosno liczac — cztery, pie¢, szes¢, siedem) az
bedzie ich 7.

Jezeli doktadane krazki sa w innym kolorze, to mozna okresli¢, ile ich dotozyty:
3i4torazem?7.

Dzieci maja zabawke typu piramidka. Jest na niej 7 krazkéw, a maja byc 3 krazki.
Teraz krazkow jest za duzo. Dzieci zdejmuja po jednym krazku

(gtosno liczac - szes¢, pie¢, cztery, trzy) az zostang 3.

Licza, ile odtozyty krazkéw: 7 odjac 4, zostaje 3.

120 por. Lisicki M., Skura M.: Matematyka w dziataniu. op. cit., rozdziat VI Liczby naturalne
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4, Stosowanie rozumowan matematycznych i liczb

4.1. Stosowanie rozumowan matematycznych i liczb
Okreslanie tego, co prawdopodobne i nieprawdopodobne

W pochmurny dzien, dziecko zapewne nie raz widzi, jak ciemne chmury zastaniaja
niebo. Moze wtedy ustysze¢ od dorostego: Prawdopodobnie spadnie deszcz. Po kilku mi-
nutach, leje juz jak z cebra, a dziadek z babcig wyrokujg Na pewno dzi$ juz nie péjdziemy
na spacer. Oznacza to, ze nie bedzie zabawy na hustawkach w parku i lodéw w drodze
powrotnej. Dawno nie widziana ciocia zachwyca sie, jak to siostrzeniec przez rok urdst
i wrézy: Mozliwe, ze zostanie koszykarzem. Czyli moze zostanie, a moze nie. Przedszkolak,
ktéry raczej o karierze koszykarza jeszcze nie mysli oswiadcza przy $niadaniu: Na pewno
nie zjem dzi$ owsianki. Okreslenia: na pewno tak, na pewno nie, mozliwe, niemozliwe,
prawdopodobnie, chyba tak, chyba nie - to codziennie uzywane przez dorostych okresle-
nia, ktére powoli wchodza do stownika dziecka. Stopniowo uczy sie szacowa¢ prawdopo-
dobienstwo zdarzen, coraz lepiej rozumie pojecia z zakresu rachunku prawdopodobien-
stwa.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Dzieci gromadza sie przy oknie, obserwujg niebo. Przygladaja sie czy widac jakies
chmury, czy jest ich duzo, mato, a moze w ogéle ich nie ma. Co mozna powiedzie¢
o tym jaka bedzie pogoda za godzine, po najblizszych zajeciach, po obiedzie?
Prawdopodobnie bedzie stonecznie i tadnie. Na pewno nie bedzie padat deszcz.
Czy to mozliwe ze bedzie dzis burza? Czy to mozliwe, ze dzi$ ulepimy batwana?
Dzi$ prawdopodobnie bedziemy sie bawili pitka. Dzi$ na pewno nie bedziemy
jezdzi¢ na sankach.

Okreslenie prawdopodobienstwa dotyczy sytuacji, ktérych nie da sie precyzyjnie
przewidzie¢, nie kontrolujemy bowiem wszystkich okolicznosci lub czynnikdw, ktére dla
jej zaistnienia sg konieczne. W jakims$ stopniu (czasem mniejszym, czasem wiekszym) de-
cyduje los. To wiasnie okreslanie tego, jaka jest szansa na to, ze co$ sie wydarzy. To miara
pewnosci lub przewidywalnosci, ze jakies zdarzenie nastapi, ktéra umozliwia ocene ryzy-
ka lub szansy. Te dosy¢ trudne pojecia, pojawiaja sie w otoczeniu dziecka bardzo wcze-
$nie. Fakt, ze w starszych klasach nastreczajg tak wielu ktopotéw, bierze sie w duzej mierze
stad, ze poza potocznym uzyciem w codziennych zyciowych sytuacjach, prawie w ogéle
nie pojawiaja sie w planowanym procesie edukacji. Rozmawiajac z nauczycielami matych
dzieci, mozna dojs¢ do przekonania, ze proponowanie dzieciom zadan majacych na celu
szacowanie prawdopodobienstwa zdarzerh mogtoby dzieciom zaszkodzi¢! Tak niewielu
nauczycieli to robi. Z pewnoscia bardzo wazna przyczyna takiego stanu rzeczy jest fakt, ze
nie ma ani $ladu tego typu tresci w podstawie programowej, czy w najpopularniejszych
programach nauczania.

Badanie prawdopodobienstwa, to badanie szans. Dzieki temu nieprzewidywalne staje
sie w wiekszym lub mniejszym stopniu przewidywalne.
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W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Dzieci gromadzg sie na dywanie, wokot przygotowanej skrzyni. Skrzynia jest
pusta. Kazde dziecko ma z sobg jaka$ zabawke. Dzieci same wybraty zabawki,
ktére przyniosty. Wszyscy siadajg wokot skrzyni i ukfadaja przed soba to co
przyniosty, tak zeby kazdy widziat. Ogladaja i nazywaja to co przyniosty. Wszystkie
te rzeczy, ktére przyniosty dzieci, to zabawki. To sg zabawki przedszkolne,
wszystkie te zabawki sg mate.

Wszystkie dzieci wktadajg swoje zabawki do skrzyni. Skrzynia teraz jest zamknieta,
bedziemy losowac ze skrzyni kolejne przedmioty. Kazde dziecko bedzie wyciggato
jeden przedmiot. Czy to mozliwe, ze dla kogos zabraknie? Kazde dziecko wiozyto
jedng zabawke, kazde dziecko wiozyto swojg zabawke. Czy teraz kiedy kazde
bedzie losowato, wyciggato ze skrzyni jedng zabawke wystarczy dla kazdego? Czy
kazdy bedzie moégt wyciagna¢ dla siebie jedna zabawke? Sprawdzimy to. Dzieci
losuja. Kazde dziecko przed losowaniem probuje odpowiedzie¢ na rézne pytania.
Losuje oczywiscie niezaleznie od tego co odpowie. Czy to mozliwe, ze wyciagnie
kalosz? Czy to mozliwe, ze wyciagnie kanapke? Czy to mozliwe, ze wyciagnie
kapuste? Czy to mozliwe, ze wyciaggnie lalke? Ciekawe czy wyciagnie misia czy
samocho6d? Czy to mozliwe, ze wyciaggnie zabawke ktdéra wiozyto?

Do skrzyni wktadamy pozyczona z kuchni plastikowa miske. Dzieci oczywiscie
widza jak miska jest wktadana do skrzyni. Zamykamy skrzynie. Teraz oprécz
zabawek, ktére tam wilozylismy, jest jeszcze jedna miska. Zanim bedziemy
losowac, zastanawiamy sie czy to mozliwe, ze wyciggniemy ze skrzyni co$ innego
niz zabawke? Co jest bardziej mozliwe: to, ze wylosujemy zabawke czy to, ze
wyciagniemy miske? Trzeba mie¢ wiecej szczescia zeby wylosowac zabawke czy
zeby wylosowac miske? Co jest bardziej prawdopodobne: wylosowanie zabawki
czy wylosowanie miski? A co jest mniej prawdopodobne: to, ze wylosuje misia czy
to, ze wylosuje miske?

Starozytni Grecy, Rzymianie czy Hindusi byli maniakami hazardu. Nie prébowali jednak
zrozumie¢ praw matematycznych rzadzacych przypadkowoscig. W zdarzeniach losowych
nie widziano matematyki, tylko wole boska. Na przestrzeni dziejéw ludzie wymyslali rézne
sposoby na interpretowanie zdarzen. Przesady skutecznie blokowaty rozwdj badan nad
prawdopodobienstwem. Teorie prawdopodobienstwa zapoczatkowat Girolamo Cardano,
XVI-wieczny wioski uczony. Jego natég gier koscianych zaowocowat krotkim traktatem na
temat gier hazardowych. Byta to pierwsza naukowa analiza prawdopodobieristwa. Wyna-
lezienie prawdopodobienstwa spowodowato powolny upadek przesadéw. Okazato sie, ze
nieprzewidywalne wydarzenia podlegaja prawom matematyki i nie trzeba odwotywac sie
do bogow, aby je wyjasniac 12",

Juz od przedszkola mozna i nalezy ksztattowa¢ rozumienie prawdopodobienstwa.
Codzienne sytuacje mozna doskonale wykorzysta¢ do postugiwania sie okresleniami na
pewno, mozliwe, prawdopodobne, nieprawdopodobne, niemozliwe.

Pierwsze doswiadczenia dzieci z rachunkiem prawdopodobieristwa sa oparte na co-
dziennych czynnosciach i towarzyszacych im obserwacjom. Rozwijanie rozumienia praw-

2 D.J. Hand: Zasada nieprawdopodobienstwa. Dlaczego codziennie zdarzajg sie cuda, zbiegi okolicznosci
i rzadkie wydarzenia, Grupa Wydawnicza Foksal, Warszawa 2014.
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dopodobienstwa od przedszkola, od pierwszych lat w szkole pozwoli dochodzi¢ dzieciom
w réznych sytuacjach do wniosku, ze co$ moze sie zdarzy¢ z wiekszym lub mniejszym
prawdopodobienstwem. Wazne jest, zeby dzieci poznawaty podstawowe pojecia niefor-
malnie, na dtugo przed formalnym nauczaniem w szkole rachunku prawdopodobienstwa.
Zreszta uwaga ta dotyczy bardzo wielu poje¢, chocby utamkoéw czy liczby zero.

Dzieci nie tylko ucza sie postugiwa¢ odpowiednimi okresleniami w konkretnych sytu-
acjach, ale tez ucza sie umieszczac te okreslenia w odpowiedniej kolejnosci, stopniowac je:
od tych ktére méwia o pewnosci do tych, ktére mdéwia o tym, ze na pewno cos sie nie wyda-
rzy. Bedzie to podstawa do tego, aby w szkole pojecia te zastepowac formalnga reprezentacja
liczbowg prawdopodobienstwa, w skali 0 — 1. 0 oznacza, ze na pewno cos sie nie wydarzy,
a 1, ze na pewno sie wydarzy. Pomiedzy 0 a 1 mieszcza sie przypadki, ktére w przedszkolu
opisywaty jako mozliwe: bardziej prawdopodobne, mniej prawdopodobne.

Prawdopodobienstwo pojawia sie w momencie, kiedy do sytuacji wprowadzamy przy-
padek. Nie decydujemy od poczatku do konca o jej przebiegu. Kiedy dzieci losuja ze skrzy-
ni zabawki, a nie wybieraja je. Jaki$ wptyw na sytuacje maja. To dzieci zebraty przedmioty,
ktére wtozyty do skrzyni, wiedzg co jest w srodku — mogg wylosowac tylko sposrod tego
co same wczesniej tam wtozyly. Wkasnie na podstawie tego jak ten wptyw oszacujemy,
whnioskujemy o prawdopodobienstwie. To oczywiscie bardzo uproszczona analiza, zupet-
nie jednak wystarczajgca na potrzeby naszego wywodu. Podstawg szacowania jest wiedza
o liczebnosciach wszystkich mozliwych przypadkéw oraz liczbie przypadkéw, ktére nas
interesuja. W worku sa 3 czerwone klocki i 1 niebieski klocek. Jezeli mozemy zajrze¢ do
worka, obejrze¢ wszystkie klocki, mozemy podjac decyzje, jakie klocki wyjmiemy najpierw
(na przyktad czerwone), a jakie nastepnie (niebieskie). W takiej sytuacji nie postugujemy
sie wnioskowaniem o prawdopodobieristwie. Nie ma tu przypadku, wszystko jest z géry
przesadzone, zalezne od naszej woli. Jezeli nie zajrzymy do worka, tylko siegniemy do
niego reka i wylosujemy klocek, wtedy nie wiemy jaki wyciagniemy. Mozemy sprébowac
okresli¢ prawdopodobienstwo wylosowania klocka niebieskiego i prawdopodobienstwo
wylosowania klocka czerwonego. Na podstawie tego co wiemy o tym co jest w worku (sg
tam 4 klocki: 3 czerwone i jeden niebieski), znamy liczbe wszystkich mozliwosci (4) oraz
liczbe sprzyjajacych sytuacji (jest 1 klocek niebieski). Niebieskich jest mniej - jeden z czte-
rech. Mniejsze jest prawdopodobienstwo wylosowania klocka niebieskiego. Prawdopo-
dobienAstwo wynosi 1 na 4, bo jeden z 4 klockéw jest niebieski, to 25% szansa. Jezeli nic
nie wiemy o liczbie klockéw w konkretnych kolorach, losowanie niczym sie nie rézni od
poprzedniego, ale nie mozemy nic powiedzie¢ o tym jakg mamy szanse na wylosowanie
niebieskiego klocka. Nie mamy zadnych podstaw, danych by szacowa¢ prawdopodobien-
stwo wylosowania niebieskiego, czy czerwonego klocka.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Dzieci gromadza sie na dywanie, przedtem kazde znajduje jaki$ czerwony klocek.
Ukfadaja klocki przed soba, sprawdzajg czy kazdy przynidst czerwony klocek. Sa
same czerwone klocki, tu s tylko czerwone klocki. Uktadaja wszystkie klocki na
srodku, wszyscy widza, ze klocki sg czerwone, nie ma zadnych innych koloréw.
Przykrywaja klocki kocem, nie wida¢ klockéw. Teraz bedziemy losowali klocki. Czy
to mozliwe, ze wyciggniemy czerwony klocek? Na pewno wyciggniemy czerwony
klocek. To niemozliwe zeby wyciagna¢ niebieski klocek, pod kocem sa tylko
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czerwone klocki. Pod koc do czerwonych klockéw, ktére juz tam sa, doktadamy
jeszcze jeden, zielony klocek. Ciekawe czy teraz, kiedy bedziemy losowali tez
wyciagniemy czerwony klocek? Mozliwe, ze klocek, ktdry wylosujemy bedzie
czerwony, ale mozliwe tez, ze wylosujemy zielony. Co jest bardziej mozliwe:

ze wylosujemy klocek czerwony czy, ze wylosujemy klocek zielony? A czy jest
mozliwe, ze wyciggniemy klocek niebieski? Na pewno nie wyciaggniemy klocka
w kolorze niebieskim. Pod kocem nie ma zadnego niebieskiego klocka.
Doktadamy jeszcze wiecej klockéw zielonych. Kazde dziecko moze poszukac
w sali zielonego klocka i dotozy¢ do tych, ktére juz lezg pod kocem. Teraz pod
kocem jest duzo klockéw czerwonych i duzo klockéw zielonych. Bedziemy
losowac po jednym klocku. Czy to mozliwe, ze wylosujemy czerwony? Czy

to mozliwe, ze wylosujemy zielony? Co jest bardziej mozliwe? Wylosowanie
czerwonego lub zielonego klocka jest tak samo mozliwe. A czy jest mozliwe,
ze wylosujemy z6tty klocek? Na pewno nie wylosujemy z6ttego klocka. To
niemozliwe, bo pod kocem nie ma ani jednego zé6ttego klocka.

Wiele dzieci, ale tez dorostych, uwaza, ze ,széstke” jest trudniej wyrzuci¢ na kostce do
gry niz jakakolwiek inng liczbe oczek. Zwtaszcza, jezeli kazde wyrzucenie ,szostki” zbliza
do wygranej. Réznorodne, wczesne doswiadczenia z rachunkiem prawdopodobienstwa,
tez z uzyciem kostki, losowaniem klockéw czy tarcza z kolorowymi polami — zbliza dziecko
do myslenia opartego na wnioskowaniu w oparciu o dane. Brak tego typu doswiadczen
sprzyja sktonnosci do myslenia magicznego, tatwiej wtedy zamiast dziata¢ i bra¢ sprawy
W swoje rece, poprzestawac na zakleciach. Dziecko, ktére zacheca sie do refleksji nad sytu-
acjami (takze losowymi), zacheca sie do okreslania szansy wystapienia jakiegos zdarzenia,
bedzie w zyciu szuka¢ przestanek do podjecia decyzji, a przede wszystkim szacowac praw-
dopodobienstwo osiggniecia zamierzonych celéw. Takie dziecko, nie tylko nie bedzie uwa-
zato, ze im wiecej razy wecisnie sie przycisk windy, tym winda szybciej przyjedzie, ale tez
bedzie potrafito oszacowac jakie jest prawdopodobienstwo wygrania w loterii pieniezne;j.
To jedyny sposéb, by nauczy¢ sie oceniac¢ prawdopodobienstwo zdarzen obiektywnie.

Doswiadczenia (zadania) rozwijajace

umiejetnosci okreslania tego, co prawdopodobne i nieprawdopodobne’>
PRZEDSZKOLE | SZKOLA
rozréznianie sytuacji losowych oraz sytuacji, w ktérych zdarzenia sg pewne
dzieci ucza sie dostrzegac sytuacje pewne oraz takie, w ktérych o przebiegu

decyduje w mniejszym lub wiekszym stopniu przypadek

Dzieci wymieniajg zdarzenia, ktére nigdy nie nastapia, czyli s3 niemozliwe, na
przyktad nigdy krowa nie bedzie hustata sie na hustawce.

22 Jezeli dzieci maja klopot ze zrozumieniem okreslen: prawdopodobne, nieprawdopodobne mozna jest
zastapi¢ innymi, na przyktad: mozliwe, niemozliwe.
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Potem wymieniaja zdarzenia, ktére na pewno sie wydarzg, na przykfad jutro
bedzie tez dzien.
Robig liste zdarzen, ktére moga sie zdarzy¢, na przyktad jutro moze padac deszcz.

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

Postugiwanie sie pojeciami: na pewno, mozliwe, prawdopodobne,
nieprawdopodobne, niemozliwe

dzieci nie tylko uczg sie stosowania tych okreslert w adekwatnych sytuacjach, ale
tez ucza sie szeregowac je od tych, ktére mdéwig o pewnosci do tych, ktére méwig
o tym, ze co$ jest niemozliwe

Nauczyciel pokazuje dzieciom klocki. Wszystkie klocki sa niebieskie.
Pyta: Czy prawdopodobne jest, ze wylosuje czerwony klocek?
Jaki klocek na pewno wylosuje?

Nauczyciel pokazuje dzieciom klocki. Wéréd niebieskich klockéw jest 1 czerwony
klocek.

Pyta: Czy prawdopodobne jest, ze wylosuje czerwony klocek?

Jaki klocek wylosuje z wiekszym prawdopodobieristwem: czerwony czy niebieski?

Nauczyciel pokazuje dzieciom klocki. Wsréd niebieskich klockow jest 1 czerwony
klocek i 1 zielony.

Pyta: Czy prawdopodobne jest, ze wylosuje czerwony klocek?

Czy prawdopodobne jest, ze wylosuje zielony klocek?

Jaki klocek wylosuje z wiekszym prawdopodobieristwem: czerwony czy niebieski?
Jaki klocek wylosuje z wiekszym prawdopodobienstwem: czerwony czy zielony?

Nauczyciel pokazuje dzieciom klocki. Potowa klockéw jest niebieska a potowa
czerwona.

Pyta: Czy prawdopodobne jest, ze wylosuje czerwony klocek?

Czy prawdopodobne jest, ze wylosuje niebieski klocek?

Jaki klocek wylosuje z wiekszym prawdopodobierstwem: czerwony czy niebieski?

PRZEDSZKOLE | SZKOLA
Postugiwanie sie pojeciem najczesciej

Dzieci rozmawiajg na przykfad o tym co najczesciej jedza na sniadanie, czy co
najczesciej robig w domu po przyjsciu z przedszkola.

Na kartonikach narysowane sa rézne obiekty, czes¢ z nich wielokrotnie sie
powtarza. Dziecko wybiera te rysunki, ktére pojawiaja sie najczescie;j.
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4.2. Stosowanie rozumowan matematycznych i liczb
Zbieranie, kodowanie i analizowanie danych

Na poczatku dziecko opisuje rzeczywisto$¢ wprost, tak jak ja widzi: cos jest fadne, czy
brzydkie; co$ jest mamy, czy taty; cos sie przyda do zabawy, albo i nie. Wraz z rozwojem my-
$lenia matematycznego, rozwojem umiejetnosci operowania liczbami dziecko coraz lepiej
radzi sobie z iloSciowym opisem rzeczywistosci. Przedszkolak bardzo chetnie postuguje sie
cechami ilosciowymi w opisie tego, co je otacza: Mam dwa misie. Mam wiecej cukierkdw
niz ty. Chce dwa jajka na $niadanie. Zjadtem jedno ciastko i jeszcze jedno ciastko.

Swiat jest dzi$ peten informacji: waznych i niewaznych, przydatnych i nieistotnych,
takich ktére majg lub moga miec znaczenie. Docierajg do nas przez internet, z telewizji,
z plakatow reklamowych i zopakowan kosmetykéw. Aby zrozumiec sens danych, ktére nas
zalewaja, musimy by¢ w stanie przetwarzac i przeksztatcac je w uzyteczna wiedze. Umie-
jetnos¢ interpretowania danych oraz tworzenia prognoz i decyzji w oparciu o nig, staje
sie podstawowa umiejetnoscia kazdego cztowieka. Im wczesniej dzieci zetkna sie z rézno-
rodnymi sposobami zbierania, porzadkowania i interpretowania danych tym lepiej.

Mozna z przedszkolakami dokonac statystycznej analizy danych, na przykfad zbadac
jakie sa ich upodobania dotyczace ulubionych stodyczy. Nie dokonamy oczywiscie anali-
zy danych postugujac sie procentami, Srednimi, odchyleniami standardowymi. Ustalimy,
jakie stodycze dzieci lubia, poklasyfikujemy je i policzymy: ile dzieci jakie stodycze lubi.
Stowo statystyka pierwotnie nie miato niczego wspélnego z liczbami. Pojecia tego uzy-
wano na okreslenie ogdlnych faktéw dotyczacych panstwa, informacji, ktére potrzebne
byly wladcom. Adolphe Quetelet - belgijski matematyk — rozszerzyt pojecie statystyka.
Fascynowat sie szukaniem prawidtowosci w liczbach. Miedzy innymi badat francuskie sta-
tystyki dotyczace przestepczosci. Doprowadzito go to do opisania regularnosci zjawisk
spotecznych w skali catej populacji. Nie wiadomo kto zostanie w danym roku morderca,
ale mozna przewidzie(, ile zostanie popetnionych morderstw. Statystyka to matematy-
ka zachowan zbiorowych'?. Podobnie przedszkolaki bedg ustalaty nie kto co lubi, ale ile
os6b woli cukierki, a ile ciastka.

W réznych propozycjach zaje¢ z edukacji matematycznej dla przedszkolakéw i uczniow
klas poczatkowych szkoty podstawowej jest bardzo mato zadan na organizowanie da-
nych, ktére bytyby wprowadzeniem do statystyki. Tymczasem tego typu zadania to swiet-
na okazja do liczenia, rachowania, kodowania danych liczbowych, tak zeby tatwo byto je
byto odczyta¢. Nie mamy tradycji edukacyjnej uczenia dzieci juz od przedszkola budo-
wania wykreséw stupkowych, potem liniowych, tabel, postugiwania sie piktogramami.
Uczniowie zaczynaja uczyc sie korzysta¢ z danych w tabelach w pierwszej lub w drugiej
klasie szkoty podstawowej. Zaczynaja od odczytywania danych, a nie od budowania tabel.
Powinno byc¢ odwrotnie. Najpierw sg informacje — dane, ktére trzeba jako$ uporzadkowac,
zorganizowac. Z czasem dopiero wazne staje sie jak je zapisa¢, jak przechowac, zeby
pozniej tatwo bylo je odczytad i z nich skorzystac. Tabela, ktérg samodzielnie sie kon-
struuje to zupetnie inna tabela: wiem czemu stuzy, dlaczego tak a nie inaczej wyglada, jak
odczytac z niej dane.

U progu edukacji matematycznej dzieci sg niepotrzebnie chronione przed matematy-
ka. W zamian za to serwuje im sie infantylna, niezyciowa, zdziecinniatag matematyke w po-

12 W. Ostasiewicz: Myslenie statystyczne, Wolters Kluwer Polska Sp. z 0.0., Warszawa 2012.
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staci niewiele wnoszacych ni to zabaw, ni to zadan. Od przedszkola nie uczy sie dzieci
myslenia. A potem zatamuje sie rece, ze dzieci nie mysla.

Juz przedszkolaki uczg sie uzywac okreslen: popularniejszy, mniej popularny. taczy sie
to z poréwnywaniem liczebnosci dwoch zbioréw. Dzieci ustalaja, jaki owoc jest bardziej
popularny w ich grupie: jabtko czy pomarancza. Dziela sie na dwie grupy: na tych, ktérzy
wolga jabtko i na tych, ktérzy wola pomarancze. Ustalaja, w ktérej grupie jest wiecej/mniej
0sOb. Tam gdzie wiecej - ten owoc jest bardziej popularny. Juz przy takich prostych ba-
daniach dzieci ucza sie bardzo waznych umiejetnosci z zakresu statystyki — jezeli chcemy
poznac preferencje grupy, to kazdy musi wzig¢ udziat w badaniu. Ucza sie stosowac zasa-
de: jeden wybér z ograniczonej liczby wyboréw. W tym przypadku jest to wybér z dwdch
mozliwosci — jabtko lub pomarancza.

Nauczyciel moze zwiekszy¢ liczbe wyboréw, na przykfad do trzech: jabtko, pomaran-
cza, banan. Tym samym pojawia sie kolejne okreslenie ze statystyki — najmniej popular-
ny. Dzieci poréwnuija tez liczebnosci trzech zbioréw.

Zbierane informacje przedszkolaki notuja w prostej tabeli, uczac sie tez stosowania
symboli. Zacza¢ trzeba od prostej tabeli i prostych symboli. Na przyktad dzieci ustalaja,
w jakim kolorze wola papierowe czapeczki: czerwone czy niebieskie. Kazdy wybiera sobie
jedna czapeczke w preferowanym kolorze. Dane w postaci czapeczki umieszczaja w pro-
stej tabeli, ktorg na podtodze wykleit nauczyciel'.

Kazda skonstruowana tabela czy wykres powinien by¢ oméwiony przez dzieci z po-
moca nauczyciela. Na przyktad przedszkolaki sprawdzaja, jaka dzi$ wolg bawic sie zabaw-
ka - misiem czy pitka. Kiedy juz ustala nauczyciel podsumowuje: Dzisiaj w naszej grupie
wiecej dzieci woli bawic sie pitka. Pitka jest bardziej popularna zabawka w naszej grupie
niz mis.

W analizie danych statystycznych istotne jest opisywanie warunkéw w jakich prowa-
dzono badania (w naszej grupie popularny jest...; dzisiaj wolimy...). Uczy to dzieci precy-
zji analizowania i opisywania danych a przede wszystkim warunkowania. Podstawg
konstruowania tabel i wykreséw jest dobra sprawnos¢ w klasyfikowaniu.

Podczas zadan z budowaniem tabel czy wykreséw dzieci szacuja, czyli przewiduja,
jakie moga by¢ wyniki. Szacowanie zmusza do refleksji, daje lepszy wglad w liczby i ope-
racje na nich.

Zadania ze statystyki dla przedszkolakéw i uczniéw klas I-1ll nie powinny by¢ wyabstra-
howanymi sytuacjami, ale sytuacjami zwigzanymi z ich grupa, z ich codziennym funkcjo-
nowaniem, z ich upodobaniami, srodowiskiem w ktérym zyja. To bardzo motywuje dzieci
do zajmowania sie rozwigzywaniem problemu.

Nauczyciel nie musi obawiac sie stosowania pojecia tabela, czy wykres. Nie chodzi o to
by dzieci potrafity uzywac tych nazw, a o to, zeby z tymi terminami sie ostuchaty.

Warto juz w przedszkolu dawa¢ dzieciom doswiadczenia porzagdkowania i analizowa-
nia danych liczbowych. Pozwala to zrozumieé¢ znaczenie arytmetyki. Rozwija gotowos¢
do przedstawiania informacji za pomoca graficznej reprezentacji, badania wszystkich
waznych elementéw graficznych, unikajac interpretacji czeSciowych i pochopnych. Uczy
zachowania porzadku i precyzji w przygotowaniu i prezentacji wykreséw i tabel, a tak-
ze precyzji i doktadnosci w stosowaniu technik graficznych. Przedstawianie danych na
wykresach, w tabelach to okazja do uczenia sie liczenia i poréwnywania liczebnosci, po-

24 Opis tego zadania zamieszczamy na koncu tego rozdziatu.
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stugiwania sie reguta jeden do jednego, mozliwos¢ dziatania z cyframi, literami i innymi
symbolami - a to umiejetnosci z matematyki, ktérych dziecko uczy sie w przedszkolu i na
poczatku nauki w szkole.

Doswiadczenia (zadania) rozwijajace

w zakresie zbierania, kodowania i analizowania danych

PRZEDSZKOLE | SZKOtA

Szacowanie wielkosci i notowanie przewidywanych wynikéw

dzieci szacujg, ile czegos jest, jakie cos jest dtugie, dalekie, ciezki itp. Potem
mierza, licza i notuja z pomocy nauczyciela tak, jak potrafig wyniki. Rozmawiaja na
temat przewidywan i rzeczywistych wynikéw

lle drzew rosnie od bramy do przystanku autobusowego?
lle dziecko zrobi krokéw od drzwi do kacika lalek?
Co jest szersze: brama czy schody do przedszkola?

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

Budowanie prostej tabeli, odczytywanie zakodowanych w niej danych,
analizowanie ich

dzieci z pomoca nauczyciela budujg prostg tabele, dane zaznaczaja
jednoznacznymi rysunkami - ikonami

Dzieci maja ustali¢, co lubig najbardziej: jabtka, gruszki czy sliwki.

Trzeba koniecznie zdecydowac sie na jeden z tych owocéw.

Nim okresla, majg oszacowac: jak sadza, ktéry owoc bedzie najczesciej wybierany,
czyli najpopularniejszy? A ktéry najrzadziej, czyli najmniej popularny?

Potem kazde z dzieci wybiera jeden z obrazkéw (piktogram): jabtka, gruszki lub
Sliwki.

Nauczyciel wykleja papierowa tasma na podtodze linie, ktdre beda wyznaczac,
gdzie trzeba potozy¢ obrazki'?.

Dzieci uktadajg obrazki w odpowiednich miejscach, jeden pod drugim.

Potem odpowiadaja na pytania: lle oséb wybrato jabtko? lle gruszke? A ile sliwke?
Ile razem dzieci wybierato owoce?

Ktory owoc wybrato najwiecej dzieci?

Ktory owoc wybrato najmniej dzieci?'?

25 Wazne, zeby wszystko dziato sie wiasnie na podiodze, a nie na tablicy. Dzieki temu kazde dziecko ma
jednakowo fatwy dostep i moze samodzielnie utozy¢ to co trzeba, tam gdzie uzna za stosowne.

26 por. M. Skura, M. Lisicki: Statistika pre deti?, Studia Scientifica Facultatis Pedagogicae, Universitas Catholica
Ruzomberok, Ruzomberok 2014, s. 90-106.
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jabtka

0
0

¢ @ 6

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

Budowanie prostego wykresu stupkowego, odczytywanie zakodowanych w nim
danych, analizowanie ich

dzieci z pomocg nauczyciela buduja prosty wykres stupkowy, dane zaznaczaja
jednoznacznymi ikonami'¥

Kazde z dzieci ma wybrac jeden z koloréw’?: czerwony, zétty, niebieski lub
zielony.

Nim wybiora, szacuja, ktory kolor, ich zdaniem, bedzie najczesciej wybierany,

a ktéry najrzadziej. Ktéry bedzie najpopularniejszy, a ktéry najmniej popularny?
Sprawdzg, czy ich przewidywania byty stuszne.

Kazde z dzieci wybiera jedna z kartek: czerwong, z6tta, niebieska lub zielona.
Nauczyciel wykleja papierowa tasma na podtodze linie, ktdre wskaza, w ktérych
miejscach dzieci maja potozy¢ wybrane przez siebie kartki.

Dzieci ktada kartki jedna nad druga we wiasciwych miejscach. Odpowiadaja na
pytania: lle dzieci wybrato niebieski kolor? Jaki kolor wybrato najwiecej dzieci?
Jaki kolor wybrato najmniej dzieci? Ile razem dzieci wybierato kolor? lle razem
dzieci wybrato niebieski lub zielony kolor?

27 Bardzo pomocne sg tablice magnetyczne, ktdre utatwiajg tworzenie tabel. Na przyktad nauczyciel wiesza
na tablicy 2 zdjecia owocow, rysuje linie miedzy nimi i dzieci maja umieszcza¢ mate lodéwkowe magnesy pod
owocem, ktéry bardziej lubia.

128 Jezeli ustalenie jaki kolor dzieci beda wybieraly najczesciej — jaki im sie najbardziej podoba, bedzie dla dzieci
zbyt abstrakcyjne, tatwo mozna ten wybér,,ukonkretnic’, na przyktad w jakim kolorze chciatbym zrobi¢ tédke?
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Kazde dziecko wybiera papierowg czapeczke: niebieska lub czerwona. Nauczyciel
wykleja na podtodze linie. Po jednej stronie linii siadaja dzieci w niebieskich
czapeczkach, a po drugiej w czerwonych. Miejsce, w ktérym ma usias¢ kazda
grupa, dorosty zaznacza odpowiednim kolorem kartki. Dzieci zdejmuja czapki

i ukfadaja je jedna nad druga. Odpowiadajg na pytania: lle dzieci wybrato
niebieska czapeczke? lle dzieci wybrato czerwonga czapeczke? W jakim kolorze
czapeczka jest bardziej popularna w naszej grupie: czerwonym czy niebieskim? %

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

Budowanie prostego wykresu stupkowego (lub prostej tabeli)'*® odczytywanie
zakodowanych na nim danych, analizowanie ich

dzieci z pomoca nauczyciela buduja prosty wykres stupkowy (lub prosta tabele),
dane zaznaczajg symbolami. Teraz jest trudniej niz w poprzednich zadaniach,
bo dzieci nie zaznaczajg swoich wyboréw jednoznacznymi rysunkami ale
umdwionymi symbolami.

Dzieci ustalaja, jaki jest ich ulubiony deser.

Nauczyciel wiesza na tablicy rysunek lodéw, a obok niego zielong kartke.
Nizej wiesza rysunek ciastka i niebieska kartke.

Nizej rysunek cukierkéw i czerwona kartke.

| jeszcze rysunek czekolady i z6ttg kartke''.

Zadanie bedzie tym prostsze im mniejszy bedzie wybor.

Nauczyciel wykleja na podtodze linie.

Kazde z dzieci wybiera jeden z zaproponowanych deseréw, bierze kartke
w odpowiednim kolorze i ktadzie w odpowiednim miejscu na podtodze.

Nauczyciel zadaje pytania do zbudowanego wykresu.

12 por. M. Skura, M. Lisicki (red.): Myslenie matematyczne. Zabawy i zadania dla starszych przedszkolakéw. op. cit.
130 Jezeli zbudujemy z dzie¢mi prosta tabele na podtodze, to w zaleznosci z ktérego miejsca na nig spojrzymy
bedzie ona: tabelg pionowa, tabelg pozioma lub wykresem stupkowym.

31 Mozna utatwi¢ dzieciom zadanie i zaproponowac fatwiejsze symbole, ktdre wprost kojarza sie zkodowanym
obiektem, na przyktad dzieci wybierajg smaki lodéw, ktére koduja kartki: zétta — lody Smietankowe; czerwona —
truskawkowe; brazowa - czekoladowe
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PRZEDSZKOLE | SZKOtA
Sposrod réznych danych wybieranie tylko tych, ktére sa w danej chwili wazne
i umieszczanie ich w tabeli/na wykresie

Dziecko ma kartoniki z rysunkami réznych zwierzat, wsrdd nich sa kartonik

z krowami i psami.

Ma tez kartke, przedzielong linig na pot.

Na gorze jednej kolumny narysowany jest pies, a na gérze drugiej kolumny —
krowa.

Dzieci wybieraja kartoniki tylko z rysunkami pséw oraz kréw i umieszczaja je
w odpowiednim miejscu tabeli.

Licza, ile jest kréw, a ile psow.

Czego jest wiecej: psow czy krow?

4.3. Stosowanie rozumowan matematycznych i liczb
Catosc i czesci catosci

Kasia zjadta p6t pizzy i Jas zjadt pét pizzy. Czy zjadty po tyle samo pizzy? Nie odpowie-
my na to pytanie, poki nie dowiemy sie, czy pizze byty tej samej wielkosci. Kiedy przy od-
powiedzi na pytanie pojawiajg sie watpliwosci i dziecko szuka informacji, ktére pozwola
mu rozwigzac zadanie, to znaczy, ze zrozumiato bardzo wazng wtasnos¢ utamka. Dziecko
pojeciem utamka postuguje sie juz w przedszkolu, co nie oznacza, ze rozumie, co to takie-
go. Intuicje rozumienia pojecia czesci catosci wida¢ w zachowaniu dziecka bardzo wcze-
$nie. Woli cale ciastko czekoladowe niz czes¢ tego ciastka. Wie, ze sprawiedliwie dzieli¢,
to znaczy po pot: pét jabtka dla niego i p6t dla siostry. Mozna wiec juz w przedszkolu da-
wac dzieciom doswiadczenia, ktére w przysztosci pozwola lepiej im zrozumieé pojecie
utamka. Rozumienie, Ze jest catos¢ i czesc tej catosci to podstawa dalszych doswiadczen
z utamkami.

Dzieci poznaja utamki intuicyjnie - poprzez doswiadczania manipulowania réznymi
obiektami, ktére rozcinaja, rozktadaja, rozdzielaja na kilka réwnych czesci. Juz od mate-
go stysza o potowie, na przyktad tabliczki czekolady, jabtka, czy szklanki soku. Stysza tez
o ¢wiartkach brzoskwini, czy chleba. Réwniez same prébuja dzieli¢ cos$ na czesci,po réw-
no’, na przykfad wtedy, gdy chca ciastko podzieli¢ sprawiedliwie —,po réwno” pomiedzy
siebie i siostre.

Dzieci najwczesniej poznaja tak zwane utamki zyciowe, czyli takie, ktérymi najczesciej
w zyciu sie postugujemy. To potowa, ¢wiartka, trzy czwarte, jedna trzecia. Zrozumienie
pojecia utamka niesie ze soba wiele trudnosci. Liczba naturalna kojarzy sie z konkretna li-
czebnoscig, za$ utamek nie kojarzy sie z niczym konkretnym. Jezeli wyjdziemy poza utam-
ki zyciowe to jeszcze bardziej uwidacznia sie ten brak przetozenia na konkrety. lle to na
przyktad 2/23. Trudno to sobie wyobrazi¢. A czy 2/23 to wiecej czy mniej niz 3/41? Czysta
abstrakcja. Warto wczesnie dawac dzieciom doswiadczenia z postugiwaniem sie pojeciem
utamka. Oczywiscie te pierwsze doswiadczenia sa oparte na dziataniach z konkretnymi
obiektami. Dziecko ostuchuje sie z tym pojeciem.

Mate dziecko tylko intuicyjne pojmuje utamek. Znajduje sie ono na etapie myslenia
przedoperacyjnego i zwigzanego z tym wnioskowania. Jest przekonane, ze gdy catos¢

128



Matematyka od przedszkola ®

podzieli na czesci, to otrzyma wiecej niz byto przed podziatem. Utamek jest pojeciem wy-

magajacym abstrakcyjnych rozumowan. W dzbanku jest sok. Przedszkolak rozlewa sok do

szklanek - dtugo jest przekonany o tym, ze w szklankach jest wiecej soku niz w dzbanku.

Zeby zobaczy¢, jak trudnym pojeciem jest utamek, przyjrzyjmy sie jego wlasnosciom.
Czy zawsze 1 =1? Mamy 1 duza pizze i 1 mata pizze. Czy 1 w tym przypadku réwna sie 17 Czy
tu i tu jest tyle samo? OdpowiedZ nie jest prosta. Zmierzenie sie z takim zadaniem wyma-
ga duzej zdolnosci abstrahowania, dobrego zrozumienia liczby i znaku réwnosci. Liczba nie
maéwi nam jaki jest przedmiot: maty czy duzy. Przedmioty moga by¢ wieksze czy mniejsze, ale
liczby, ktére je opisuja jezeli sa takie same, to sg réwne. Dzielimy matg, srednia i duzg pizze na
6 jednakowych kawatkéw. Bierzemy po 1 z 6 kawatkéw z kazdej pizzy, czyli po 1/6 pizzy.
| z matej pizzy 1/6, i ze $redniej i z duzej. 1/6 = 1/6 = 1/6, ale pod wzgledem wielkosci kazdy
z tych kawatkéw bedzie inny. Najwiekszy kawatek pochodzi oczywiscie z najwiekszej pizzy,
a najmniejszy z najmniejszej. Wielkos¢ otrzymanego kawatka zalezy od dwdch czynnikéw:
wielkosci catosci, ktéra podlega podziatowi oraz liczby czesci, ktére powstaty przez dzielenie.

Mamy mate jabtko i duzego arbuza. Dzielimy oba owoce na potowy. Nie ma wiekszej
i mniejszej potowy jabtka, bo potowy tego samego jabtka sa sobie réwne. Jednak rozmia-
rem potowa jabtka jest znacznie mniejsza od potowy arbuza. Mozna miedzy potéwkami
zapisa¢ znak réwna sie: 1/2 = 1/2. Jedna i druga potowa sg zawsze tylko potowa catosci.
Potowa jakiejs$ catosci — jednosci, chociaz ta cato$¢ moze by¢ wieksza lub mniejsza. O tym
liczba nie méwi, opisuje tylko, ile jest'2.

Rdznej natury jest tez calos¢, ktdrej utamka szukamy. Ta catoscig moze by¢ tort, piz-
za, jabtko, litr soku, kilogram cukru ale tez paczka cukierkéw, czy pudetko kredek. Cato-
$cig moze wiec by¢ obiekt, miara lub zbiér obiektédw. Utamek otrzymujemy przez podziat
catosci na rowne czesci i wybranie okreslonej liczby tych czesci. W paczce jest 12 cukier-
koéw — potowa to 6 cukierkow.

Utamek podobnie jak liczba naturalna wystepuje w kilku aspektach:

— utamek jako miara: jest to historycznie najwczesniejsza i do dzi$ stosowana funkcja
utamkéw (pét kilograma, pottora kilometra);

— utamek jako stosunek dwoéch wielkosci wyrazonych liczbami catkowitymi: musimy
uzy¢ dwdch liczb, ktére w zapisie rozdzielone sa kreska utamkowsa;

— utamek jako operator (funkcja) przeksztatcajgcy dowolna wielkos¢: na przyktad utamek
3 okresla funkcje, ktéra wielkosc ,a” przeksztatca w wielkosc ,b” w ten sposdb, ze naj-
pierw dzieli,a" przez 4, a nastepnie mnozy wynik przez 3'%.

Przedszkolakowi najblizsza i w zasadzie jedynie dostepna jest funkcja utamka jako
miary. To kolejny argument za teza, ze mozna znalez¢ podobienstwo miedzy rozwojem
matematyki jako dziedziny nauki z tym, jak rozwija sie mys$lenie matematyczne dziecka.

Utamki znane byly juz w starozytnosci, ale z powodu braku odpowiednich zasad nu-
meracji rozmaicie je oznaczano i nie nadawaly sie do praktycznego zastosowania. Z po-
czatku nie uwazano utamkow za liczby. Egipcjanie znali tylko tak zwane utamki,unitarne’,
czyli z licznikiem 1. W miare rozwoju arytmetyki dostrzezono, ze utamki podlegaja tym
samym regutom, co liczby catkowite, a wiec moga by¢ traktowane jak liczby, a liczby cat-
kowite jako utamki o mianowniku 1. Wspétczesny sposéb zapisywania utamkéw zwyktych

32 Jelenska L.: Metodyka arytmetyki i geometrii w pierwszych latach nauczania, op. cit., s.71-75.dd
133 D. Wood: Jak dzieci ucza sie i mysla. Spoteczne konteksty rozwoju poznawczego, Wyd. Uniwersytetu
Jagiellonskiego, Krakéw 2006, s. 226.
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zawdzieczamy Hindusom, ktérzy postugujac sie swojg numeracja pozycyjna o bazie 10
zapisywali ulamki podobnie jak robimy to do dzis'.

Z utamkami zwigzana jest jeszcze jedna trudnosc¢. Dzieci od przedszkola, przez naucza-
nie poczatkowe w szkole uczg sie porzadku liczb naturalnych. Wielokrotnie stysza i same
opisuja, ze po 2 jest liczba 3, po 7 liczba 8, przed 6 liczba 5, a przed 1 liczba 0. W czwartej
klasie poznajag utamki zwykte i dowiaduja sie, ze pomiedzy 1 a 2 jest niezliczona liczba
liczb. Podobnie jak pomiedzy kazda inng para liczb. Dla wielu uczniéw zrozumienie tego
moze by¢ wielkim ktopotem.

Od przedszkola dzieci poznajg utamek jako cze$¢ catosci. Rozpoznaja, znajduja 2, a
i % czesci tej samej catosci. Poréwnuja, czy potowa jest wieksza czy mniejsza niz ¢wiartka
tej samej catosci. Dochodza do tego, ze dwie ¢wiartki dajg potowe, a dwie potowy daja
catos¢. Dziecko zna potowe, ¢wier¢, ale zawsze to potowa jakiegos przedmiotu, co$ bardzo
konkretnego, nie majacego wiekszego zwiazku z liczba. Dopiero po kilku latach takich
doswiadczen, w czwartej klasie szkoty podstawowej, poznaje utamki jako liczby w ciagu.
W nowych kontekstach, stare doswiadczenia moga powazne utrudniaé petne zrozumie-
nie czym jest ulamek. Do tej pory kazda poznawana przez dziecko liczba byta poprzedzo-
na inng okres$lona liczba, a po niej byta nastepna w ciaggu liczb catkowitych. W przypadku
ciagu utamkoéw nie istnieje ,nastepny” utamek, a pomiedzy dwoma utamkami zawsze jest
nieskonczenie wiele innych. To kolejne argumenty przemawiajgce za tym, by ,nie chroni¢”
dzieci przed tym by zapoznawaly sie z utamkami.

W PRZEDSZKOLU, W SZKOLE

Przedszkolaki moga w wielu sytuacja doswiadczac pojecia utamka:

- ztakich samych ksztattéw, czesci sktadajg catos¢ (mozaiki, puzzle);

- catosc dzielg na takie same czesci i stwierdzaja, ze czes¢ jest mniejsza od catosci
(podziat ciasta, ale tez podziat kartki, czy paczki kredek);

- styszg jak dorosli uzywajg nazw utamkoéw zyciowych (potowa, ¢wiartka)
w odniesieniu do obiektu, rzadziej w odniesieniu do zbioru obiektéw (tata daje
dziecku potowe gruszki; dziadek obdziela wnuki cukierkami — potowa paczki
cukierkow dla wnukéw, a potowa dla dziadka);

- poréwnuja rézne ksztatty, ktore sg czescia tej samej catosci: potowa kota
i ¢wiartka tego samego kofa;

- sprawdzaja, jak wiele mniejszych czesci tworzy catos¢ (4 wycinki kota tworzg cate koto).

1/3 to tyle samo, co 2/6, ale to nie to samo. Kazdy z tych utamkéw zapisuje inne czyn-
nosci, inna rzeczywistos$¢, ale z matematycznego punktu widzenia ich wartos$¢ jest taka
sama. Utamki w tym przypadku informuja o proporcjach: jeden z trzech to taka sama pro-
porcja co dwa z szesciu. Ale z odniesieniem tych utamkéw do rzeczy z perspektywy do ja-
kiej przyzwyczajone jest dziecko moze by¢ bardzo trudne. Jak uzna¢, ze 2 kawatki to mniej
niz 1 - kiedy bardzo duzg czekolade podzielimy na trzy czesci i wezmiemy jedng, a bardzo
mata na szes¢ i wezmiemy dwie. Proces jaki musi przejs¢ dziecko, by z powodzeniem roz-
poczac swoja przygode z utamkami, powinien doprowadzi¢ je do umiejetnosci bardzo
sprawnego abstrahowania od jednych okolicznosci, przy warunkowym uwzglednianiu
innych. To trudne dla dzieci. Nie widac tez zapisu przeksztatcenia.

34 G. Ifrah: Dzieje liczby czyli historia wielkiego wynalazku, op. cit., s. 246.
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Doswiadczenia (zadania) rozwijajace
w zakresie rozumienia pojec cato$¢ i czesci catosci

PRZEDSZKOLE

Okreslanie catosci i czesci tej catosci

dzieci uczg sie, co to jest catos¢ i ze w catosci mozna wyréznic jej czesé. Ta czesc
moze by¢ wieksza lub mniejsza, a moga byc tez czesci tej samej wielkosci. Wazne,
zeby pokazywac dzieciom, ze catoscig moze by¢ jeden obiekt, jak i zbior obiektow

Codzienne czynnosci: czekolada i kawatki czekolady, ciasto i porcje ciasta,
mandarynki i czastki mandarynek; paczka cukierkéw i kilka cukierkéw z tej paczki,
pudetko kredek i kilka kredek z tego pudetka itp.

Nauczyciel dzieli jabtko na dwie czesci: najpierw sg to dwie rézne czesci, jedna
wieksza, a druga mniejsza. Jedno z dzieci dostaje mniejszg czesc¢ jabtka, a drugie
wieksza. Nastepnie nauczyciel dzieli jabtko na dwie rowne czesci. Teraz kazde
dziecko dostaje po tyle samo, czyli pét jabtka.

Nauczyciel ma paczke kredek. Rozdziela kredki miedzy dwoje dzieci: jedno
dostaje wiecej kredek, a drugie mniej. Potem rozdziela kredki po rowno miedzy
dzieci: jedno dostaje potowe paczki kredek i drugie dostaje potowe paczki kredek.

PRZEDSZKOLE

Sktadanie z czesci catosci

dzieci rozdzielajg catos$¢ na réwne czesci, a potem z powrotem z tych czesci
sktadajg catosc¢. Catoscia jest obiekt, albo tez zbidr obiektéw. Wazne sa opisy
stowne tego, co sie robi

Dzieci sktadaja koto na potowe i rozcinaja je na pét. Maja teraz dwie potowy kota.
Sktadaja potowy z powrotem i otrzymujg cate koto.

Dzieci sktadaja prostokatna kartke na pét i rozcinaja ja. Maja teraz dwie potowy
kartki. Nastepnie kazda potowe sktadaja jeszcze raz na pét i tez rozcinaja.

Maja cztery ¢wiartki kartki. Sktadaja z ¢wiartek catg kartke.

Dzieci maja pudetko puzzli (najlepiej, zeby na poczatku ich liczba byta parzysta).
Rozdzielaja elementy uktadanki pomiedzy dwéch kolegéw - kazdy z nich dostaje
potowe liczby elementéw puzzli.

Z powrotem tacza dwie potowy i maja cate pudetko puzzli.

PRZEDSZKOLE | SZKOtA

Wyrdznianie w wiekszych i mniejszych catosciach réwnych czesci

dzieci poréwnuja rézne czesci tej samej catosci, sprawdzaja jak sie maja do siebie
potowa i ¢wiartka, catos¢ i potowa. Wazne sg opisy stowne tego, co sie robi
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Dzieci sktadaja koto na pét i rozcinaja. Maja dwie potowy kota. Skfadaja jedna
potowe jeszcze raz na pét i rozcinaja. Poréwnuja wielkos¢ potowy i ¢wiartki.

Dzieci maja pasek papieru. Sktadaja na pét i rozcinaja. Kazda z dwoch czesci
sktadaja na pét i rozcinaja. Maja teraz 4 czesci. Kazda czesc sktadaja na pot

i rozcinaja.

Czynnos¢ powtarzaja tyle razy, ile sie da.

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

Rozumienie tego, ze potowa jest rowna potowie tylko wtedy, gdy dotyczy to tego
samego obiektu

to bardzo trudne doswiadczenia, ktére jednak warto dawac dzieciom juz od
najmtodszych lat, gdyz ich brak ma konsekwencje w p6zniejszej, szkolnej nauce
matematyki. Dzieci maja dwa obiekty, dziela je na potowy i poréwnuja potowy
réznych obiektéw. W tego typu zadaniach dzieci maja tylko na podstawie
wiasnych doswiadczen dochodzi¢ do uogdlnien, zadne ttumaczenia stowne
dorostego nie pomogga im w zrozumieniu problemu

Dzieci majg duze koto i mate koto. Dzielg kazde z nich na pét. Poréwnuja potowy
duzego kofa, potem potowy matego kota. Potowy duzego kota sa sobie réwne,
podobnie jak potowy matego kofa.

Potem potowe matego kota poréwnuja z potowa duzego kofa.

Teraz bedg potrzebne trzy papierowe kota, kazde innej wielkosci — najlepiej zeby
znacznie réznity sie rozmiarem.

Zadanie bedzie jeszcze fatwiejsze, kiedy kota beda w réznych kolorach: najwieksze
czerwone, srednie zielone, najmniejsze niebieskie.

Uktadaja kota od najwiekszego do najmniejszego, od najmniejszego do
najwiekszego.

Kazde dziecko dzieli swoje kota na pét: potowy czerwonego kota sa sobie réwne,
potowy zielonego kota sg sobie réwne, potowy niebieskiego kota sa sobie réwne.
Kfadzie obok siebie potowe czerwonego kofa, potowe zielonego kota i potowe
niebieskiego kota.
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Potowa ktérego kota jest najwieksza? Dlaczego?

Potowa ktérego kota jest najmniejsza? Dlaczego?

Czy potowki két tez mozna uporzadkowac od najwiekszej do najmniejszej, od
najmniejszej do najwiekszej?

PRZEDSZKOLE | SZKOLA

Rozumienie utamka jako czesci zbioru obiektow

dzieci ucza sie postugiwac okresleniem kilka z wielu, na przyktad jeden z szesciu,
czy trzy z dziesieciu. Warto taczy¢ tego typu doswiadczenia z zadaniami, ktére
opisujemy w czesci poswieconej przygotowaniu do analiz statystycznych'?*

Dzieci ustalaja, gdzie chca iS¢ na spacer. Do wyboru maja: las symbolizowany
przez drzewo lub plac zabaw symbolizowany przez hustawki. Kazde dziecko
dokonuje wyboru i w wyznaczonym przez dorostego miejscu ktadzie kartonik
z symbolem: rysunek drzewa oznaczajacy ,wole p6js¢ do lasu” lub hustawki ,wole
pojs¢ na plac zabaw”.

Na poczatku liczg, ile dzieci dokonywato wyboru, to znaczy: ile nas jest".
Potem liczg, ile 0séb wybrato spacer do lasu, a ile plac zabaw.

Z pomoca dorostego opisuja, na przyktad tak:

- dziesiecioro dzieci z pietnastu os6b wybrato spacer do lasu;

piecioro dzieci z pietnastu woli p6js¢ na plac zabaw.

Wynika z tego, ze dzieci pdjda do lasu.

Taki jest wynik gtosowania. Wiecej dzieci wybrato las.

Kiedy dzieci uporzadkujg swoje wybory zawsze warto przeanalizowa¢ wyniki,
postugujac sie okresleniami kilka z wielu, na przyktad trzy z dwunastu oséb
wybrato lody czekoladowe.

Codzienne sytuacje doskonale nadajg sie do stosowania okreslen kilka z wielu:
Dzieci liczg, ile stoi doniczek na parapecie.

Potem, licza ile wsréd nich jest zielonych doniczek i z pomoca dorostego opisuja:
dwie z siedmiu doniczek s3 zielone.

Licza ile w sali jest krzeset, a ile sposrdd nich jest wolnych;

ile na $cianach wisi obrazéw, a ile sposréd nich wisi na jednej $cianie?

35 zob. czesc 4.2 - Zbieranie, kodowanie i analizowanie danych
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