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Wstep

Podstawg myslenia komputacyjnego jest umiejetnos$¢ postugiwania sie algorytmami, na
ktérych opiera sie praca komputera. W szerokim rozumieniu algorytm to inaczej rozpisany
krok po kroku przepis rozwigzania zadania zawierajacy opis danych oraz czynnosci do
wykonania. Mtodszym uczniom wskazuje sie podobieristwo do przepisu kulinarnego lub
instrukcji obstugi dowolnego urzadzenia, aby wyjasnic zasady pisania algorytmu. Uczniowie
szkoty ponadpodstawowej wiedzg juz, jak napisa¢ proste lub nawet bardziej skomplikowane
polecenia, ale nierzadko nie majg wystarczajgcych podstaw z matematyki, by ich
umiejetnos$¢ algorytmicznego myslenia uznac za ugruntowana. Dlatego uwazamy za
konieczne podsumowanie niezbednych wiadomosci matematycznych w formie
kompendium.

Lbiory
Zbiory oznaczamy duzymi literami: A, B, Citd. Symbolem Xbedziemy oznaczac zbiér
uniwersalny, przestrzen. Jesli element x nalezy do zbioru 4, bedziemy to zapisywaé x € A.

Jesli element nie nalezy do zbioru A4, bedziemy to zapisywaé x & A.

Suma zbioréw A i Bnazywamy zbidr, do ktérego nalezg elementy zbioru A lub B,
i zapisujemy suma zbiorow A i B.

X

Czescig wspolng zbioréw A i B nazywamy zbidr, do ktdrego nalezg elementy zbioréw Ai B,
i zapisujemy czesc¢ wspdlna zbiorow A i B.

X
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RAznica zbioréw A i B nazywamy zbidr, do ktérego nalezg elementy zbioru 4 i nie naleza
elementy zbioru B, i zapisujemy roznica zbiorow Ai B

Dopetnieniem zbioru 4 nazywamy zbiér X\ A i zapisujemy A prim.

X

Moéwimy, ze zbidr A zawiera sie w zbiorze B, jesli kazdy element zbioru A4 jest elementem
zbioru B, i zapisujemy A zawiera sie w B.

X

Witasnosci

czes¢ wspadlna zbioréw A i B réwna sie cze$¢ wspolna zbioréw B i A

Suma zbioréw A i B suma zbioru C réwna sie suma zbioru A i suma zbioréw B i C

lloczyn zbioréw A i B nalezy do C

Suma zbioréw A i B réwna sie réznica zbioréw A i B suma iloczyn zbiorow A i B suma rdznica
zbioréw Bi A
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Przyktad
Niech X={0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9}, A={1, 2,5}, B={1,8}. Wyznacz AU B, AN B A\ B,
A’

Rozwigzanie

suma zbiorow Ai B={1, 2,5, 8}
czes¢ wspdlna zbiorow A i B= {1}
réznica zbioréw Ai B= {2, 5}
dopetnienie zbioru A= {3, 4, 6, 7, 8, 9}

Prawo sumy
Niech Ai Bbeda zbiorami skonczonymi. Wtedy liczba elementéw sumy zbioréw A i B réwna
sie liczba elementdéw zbioru A plus ilos¢ elementéw zbioru B minus liczba elementéw

iloczynu zbioréw A i B.
Zapis | X | oznacza liczbe elementdéw zbioru X.

Zauwazmy, ze jesli lloczyn zbioréw A i B rowna sie zbidr pusty, to liczba elementédw sumy
zbioru A i B rowna sie liczba elementdw zbioru A plus liczba elementéw zbioru B.

Zasada wielokrotnosci

Liczba wielokrotnosci a mniejszych od liczby b jest réwna [%], gdzie [x] oznacza najwieksza

liczbe catkowitg nieprzekraczajgcag x (np. [3%] = 3).

Przyktad 1
Oblicz liczbe wielokrotnosci 7 mniejszych od 30.

Rozwiazanie
Wielokrotnosci 7 mniejsze od 30 to 7, 14, 21, 28. Sg zatem cztery wielokrotnosci. Mozna je

. . . , . 30
rowniez wyznaczyc¢ z zasady wielokrotnosci, [7] =4,
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Przyktad 2
Oblicz liczbe wielokrotnosci 7 mniejszych od 100.

Rozwigzanie
Liczba wielokrotnosci 7 mniejszych od 100 jest réwna [%0] = 14.

Przyktad 3

Niech X'bedzie zbiorem liczb naturalnych dodatnich mniejszych lub rownych 10. Niech A c
Xbedzie zbiorem liczb podzielnych przez 2, zbiér B c Xzbiorem liczb podzielnych przez 3.
lle jest liczb podzielnych przez 2 lub 3 w zbiorze X?

Rozwigzanie
A={2,4,6,8}, B={3,6,9},stad AU B={2, 3, 4, 6, 8, 9}. Liczb podzielnych przez 2 lub 3
w zbiorze Xjest réwna 6.

Powyzszy przyktad mozemy takze rozwigzaé, stosujac prawo sumy. A ={2, 4,6, 8}, B={3, 6,
9}, An B=6]. Liczb podzielnych przez 2 lub 3 w zbiorze Xjest

liczba elementéw sumy zbioru A i B réwna sie liczba elementéw zbioru A plus liczba
elementéw zbioru B minus liczba elementéw iloczynu zbiorow AiB=4+3 — 1 =6.

Przyktad 4

Niech Xbedzie zbiorem liczb naturalnych dodatnich mniejszych lub réwnych 100. Niech A c
Xbedzie zbiorem liczb podzielnych przez 2, zbiér B c Xzbiorem liczb podzielnych przez 3.
lle jest liczb podzielnych przez 2 lub 3 w zbiorze X?

Rozwigzanie
Zastosujmy prawo sumy i zasade wielokrotnosci. Liczba elementéw w zbiorze X'podzielnych
przez 2 lub 3 jest réwna

liczba elementdw sumy zbioréw A i B réwna sie liczba elementéw zbioru A plus liczba

. . . : Lo . . 00 00
elementéw zbioru B minus liczba elementéw iloczynu zbioréw AiB = [1T] + [17] -

100

[-]=33+50-16=67.
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Zasada wtaczania i wytaczania

Dla dowolnych trzech zbioréw A4, 4,, Azzachodzi rownos¢:

liczba elementdéw suma zbioru A jeden suma A dwa suma A trzy réwna sie liczba elementéw
zbioru A jeden plus liczba elementdéw zbioru A dwa liczba elementdéw zbioru A trzy minus
liczba elementdéw iloczyn zbioru A jeden i A dwa minus liczba elementdéw iloczyn zbioru A
dwa i A trzy minus liczba elementéw iloczyn zbioru A jeden i A trzy plus liczba elementéw
iloczyn zbioru A jeden iloczyn A dwa iloczyn A trzy.

+

®
@ -

+

@
(&

SSRCRCN

Przyktad

Niech Xbedzie zbiorem liczb naturalnych dodatnich mniejszych lub réwnych 30. Niech A c
Xbedzie zbiorem liczb podzielnych przez 2, zbiér B c Xzbiorem liczb podzielnych przez 3,
zbiér Cc Xzbiorem liczb podzielnych przez 5. lle jest liczb podzielnych przez 2 lub 3 lub 5
w zbiorze X?

Rozwigzanie

A=1{2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30}, B={3,6,9, 12, 15, 18, 21, 24, 27,
30}, €={5, 10, 15, 20, 25, 30}, stad AU BU C={2,3,4,5,6,8,9, 10,12, 14, 15, 16, 18,
20,21, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 30}. Liczb podzielnych przez 2 lub 3 lub 5 w zbiorze Xjest 22.
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Stosujac zasade witaczania i wytgczania oraz zasade wielokrotnosci, mamy:

liczba elementdw zbioru A rowna sie czes$¢ catkowita z trzydziesci podzieli¢ przez dwa réwna
sie pietnascie

liczba elementdw zbioru B réwna sie czes¢ catkowita z trzydziesci podzieli¢ przez trzy réwna
sie dziesiec

liczba elementdw zbioru C réwna sie czes¢ catkowita z trzydziesci podzieli¢ przez pieé rowna
sie szes¢

liczba elementdw iloczynu zbioru A i B rowna sie cze$é catkowita z trzydziesci podzieli¢ przez
sze$é rowna sie pieé

liczba elementdw iloczynu zbioru A i B réwna sie cze$¢ catkowita z trzydziesci podzieli¢ przez
szes$¢ rowna sie pieé

liczba elementdw iloczynu zbioru A i C réwna sie czes¢ catkowita z trzydziesci podzieli¢ przez
dziesie¢ réwna sie trzy

liczba elementdw iloczynu zbioru Ci B rowna sie czes¢ catkowita z trzydziesci podzieli¢ przez
pietnascie rowna sie dwa

liczba elementdw iloczynu zbioru C, B i A rdwna sie czes¢ catkowita z trzydziesci podzieli¢
przez trzydziesci réwna sie jeden.

Liczb podzielnych przez 2 lub 3 lub 5 w zbiorze Xjest liczba elementéw sumy zbioréw A, B i
C réwna sie liczba elementéw zbioru A plus liczba elementéw zbioru B plus liczba
elementdow zbioru C minus liczba elementéw iloczyn zbioru A i B minus liczba elementéow
iloczyn zbioru B i C plus liczba elementdw iloczyn zbioréw A, B i C réwna sie pietnascie plus
dziesie¢ plus sze$¢ minus pie¢ minus trzy minus dwa plus jeden réwna sie dwadziescia dwa.

Zasada maksimum

Kazdy niepusty i ograniczony podzbiér liczb naturalnych zawiera liczbe najwieksza.

Przykiad

Niech A4 bedzie zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez 6 i mniejszych lub réwnych 100.

Podaj najwiekszg liczbe zbioru A.

Rozwiazanie
A={0,6,12,.., 84, 96}. Najwieksza liczba zbioru 4 to 96.

Sortowanie polega na uporzgdkowaniu zbioru danych wzgledem pewnych cech.
Przykiad

Posortuj zbidr liczb {—2, —1, 3, 8, —12, 0} rosnaco (to znaczy od najmniejszej do
najwiekszej).

*
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Rozwigzanie
{-12,-2,-1,0, 3,8}

Algorytmy sortowania to wydajna metoda porzagdkowania danych.
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Logika

Zdanie logiczne p to zdanie, ktéremu mozemy przypisa¢ wartosc logiczng: prawde (1) albo
fatsz (0).

Zdania oznaczamy matymi literami p, g, s. Warto$é logiczng zdania zapisujemy p=1 -
zdanie prawdziwe, p = 0 — zdanie fatszywe.

Negacja (zaprzeczeniem) zdania p nazywamy zdanie postaci ,Nieprawda, ze p” i zapisujemy
~p.

Przyktad
Zdanie p: Temperatura powietrza wynosi 25°. Zdanie ~p: Nieprawda, ze temperatura
powietrza wynosi 25°.

Tablica wartosci logicznych

0

Alternatywa zdan p, g nazywamy zdanie postaci ,,plub ¢’ i zapisujemy plub q.
Przyktad
Zdanie p: Temperatura powietrza wynosi 25°. Zdanie g: Pada deszcz. Zdanie pV ¢:

Temperatura powietrza wynosi 25° lub pada deszcz.

Tablica wartosci logicznych

]
o
-]

olo|r |-
ol |o |~ [
=N I I = —
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Koniunkcja zdan p, g nazywamy zdanie postaci ,,pi ¢’ i zapisujemy p A q.
Przyktad
Zdanie p: Temperatura powietrza wynosi 25°. Zdanie g: Pada deszcz. Zdanie pi q:

Temperatura powietrza wynosi 25° i pada deszcz.

Tablica wartosci logicznych

a=}
o
=]

Ol |O |~ [
olo|lo |- =

[l Nl § o L

Implikacjg zdan pi g nazywamy zdanie postaci ,Jesli p, to ¢’ i zapisujemy jesli p to q.
Przyktad
Zdanie p: Zdam egzamin. Zdanie g: Pojade na wakacje. Zdanie jesli p to g:Jesli zdam

egzamin, to pojade na wakacje.

Tablica wartosci logicznych

)
N
Q

o |l |o |~ [
=R

SO ||

Réwnowaznoscig zdan p, g nazywamy zdanie w postaci , p wtedy i tylko wtedy, gdy ¢’
i zapisujemy p & g.

Przyktad
Zdanie p: Zdam egzamin. Zdanie g: Pojade na wakacje. Zdanie p & g: Zdam egzamin wtedy

i tylko wtedy, gdy pojade na wakacje.

Tablica wartosci logicznych

o
o
o]

HOO»—\II

O |- |O |- [E=

(e Neol B Rl
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Tautologiag (prawem logicznym) nazywamy zdanie, ktdre jest zawsze prawdziwe.
Przyktad

Zdanie w postaci plub nie g jest zawsze prawdziwe: Pada deszcz lub nieprawda, ze pada
deszcz.

Ekstremum funkcji
Funkcja kwadratowa i jej wiasnosci

Definicja: Funkcje w postaci, f od x réwna sie a x kwadrat plus bx plus c gdzie ajest rézne od
0 nazywamy funkcja kwadratowa.

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola.

14

a<0 a>0
Jesli a jest wieksze od 0, to minimum funkcji kwadratowej jest rowne y réwna sie minus
delta podzieli¢ przez cztery a dla x rowna sie minus b podzieli¢ przez dwa a

Jesli a jest mniejsze od 0, to maksimum funkcji kwadratowej jest réwne y réwna sie minus
delta podzieli¢ przez cztery a dla x rdwna sie minus b podzieli¢ przez dwa a
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Optymalizacja to proces poszukiwania najlepszego (optymalnego) rozwigzania problemu.
Dziatanie to moze zawierac jedno lub kilka kryteriéw oceny. Poszukiwanie najmniejszego
kosztu, najwiekszej powierzchni, najkrétszej drogi to przyktady zastosowan optymalizacji.

Przyktad
Suma dwach liczb wynosi 12. Znajdz takie liczby, aby ich iloczyn byt najwiekszy.

Rozwigzanie
Oznaczmy szukane liczby symbolami uzi v. Wiadomo, ze u+ v= 12, zatem v=12 - wu.
Utworzmy funkcje f{u) = u (12 — u). Zauwazmy, ze fjest funkcjg kwadratowg, a= —1.

Zatem maksimum funkcji fdla u= o= __—122= 6. Szukane liczbyto u=6, v==6.

Aproksymacja
Aproksymacja to przyblizone rozwigzanie.

Przyktad
Oblicz dtugosc¢ przekatnej kwadratu o boku 1.

Rozwigzanie
d rowna sie a razy pierwiastek z dwa

Aproksymacja (przyblizenie) tej liczby to V2 ~ 1,4.
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Przyktad
Oblicz pole kota o promieniu 1.

Rozwiazanie
P réwna sie pi r kwadrat réwna sie pi

Aproksymacja (przyblizenie) tej liczby to m= 3,14.
Aproksymacja funkcji fto funkcja g, ktéra jest jej przyblizeniem.

A
Y

g(z)
f(z)

Unia Europejska
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Kombinatoryka, prawdopodobienstwo, statystyka

Prawo iloczynu

Mamy zbiory Ai B. Zatézimy, ze wyboru elementéw w zbiorze A mozna dokona¢ nan
réznych sposobdéw, w zbiorze B na m réznych sposobéw. Wtedy pary elementéw zbiorow
Ai Bw ustalonej kolejnosci mozna wybra¢ na m - n sposobow.

Przyktad

W zbiorze A jest trzech chtopcdéw, a w zbiorze Bdwie dziewczynki. Na ile sposobédw mozna

wybrad pary: dziewczynka—chtopiec?

Rozwiazanie

A8 88 8B 8§82 88 82

lAl-|Bl=6
Mamy szes$¢ par.

Permutacja zbioru n-elementowego nazywamy dowolny cigg n-wyrazowy sktadajacy sie ze
wszystkich elementow.

Liczba permutacji zbioru n-elementowego jest rowna P od n réwna sie n silnia.

Przyktad 1
Ze zbioru A= {2, 3, 8} wybieramy kod trzyelementowy. lle jest wszystkich kodoéw?

Rozwiazanie
Wypiszmy wszystkie mozliwe kody: (2, 3, 8), (2, 8, 3), (8, 2, 3), (8,3, 2), (3,8, 2), (3,2,8).
Wszystkich koddw jest szesé.

Liczbe kodéw mozemy takze policzy¢, stosujgc wzdr na liczbe permutacji. | A | = 3, wiec
P3)=3!=1-2-3=6.
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Przyktad 2
Ze zbioru A= {0, 1, 2, 3, 4} wybieramy kod piecioelementowy. lle jest wszystkich kodow?

Rozwigzanie
| Al =5, wiec P(5)=5!=1-2-3-4-5=120

Kombinacjq zbioru n-elementowego nazywamy dowolny podzbidr k-elementowy.

n
Liczba kombinacji jest rowna C¥ = (k) =n silnia podzieli¢ przez k silnia razy silnia z n minus
k

Przykiad 1
Ze zbioru A = {2, 3, 8} wybieramy dwie cyfry. lle jest wszystkich mozliwosci?

Rozwiazanie
Wypiszmy wszystkie mozliwosci: (2, 8), (3, 8), (2, 3). Sa trzy mozliwosci. Liczbe mozliwosci

mozemy takze policzy¢, stosujac wzér na liczbe kombinacji. Zatem C? = (g) = ;—i' = 3.

Przyktad 2
Ze zbioru A =1{0, 1, 2, 3, 4, 5} wybieramy dwuelementowy podzbidr. lle jest wszystkich
mozliwosci?

Rozwiazanie
6 _ 6 __ 6!
(2 = (2) FE

Wariacja bez powtodrzen zbioru n-elementowego nazywamy cigg k-wyrazowy sktadajacy sie
z réznych elementéw. Liczba wariacji bez powtdrzer jest réwna V¥ = n silnia podzieli¢ przez
n minus k silnia

Przyktad 1
Ze zbioru A= {2, 3, 8} wybieramy dwuwyrazowe ciagi o réznych elementach. lle jest
wszystkich mozliwosci?

Rozwigzanie
Wypiszmy wszystkie mozliwosci: (2, 3), (2, 8), (8, 3), (3, 2), (8, 2), (3, 8). Jest szes¢
mozliwosci.
Liczbe mozliwosci mozemy takze policzy¢, stosujgc wzér na liczbe wariacji bez powtérzen.
ZatemV2 =2 =6,

1!
Przyktad 2
Ze zbioru A=1{0, 1, 2, 3, 4, 5} wybieramy dwuelementowe ciagi o réznych elementach. lle
jest wszystkich mozliwosci?

Rozwigzanie

cs=(5)=mm=
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Wariacja z powtdrzeniami zbioru n-elementowego nazywamy dowolny cigg k-wyrazowy.
Liczba wariacji z powtérzeniami jest réwna ¥ = n do potegi ktej

Przyktad 1
Ze zbioru A= {2, 3, 8} wybieramy dowolne dwuwyrazowe ciagi. lle jest wszystkich
mozliwosci?

Rozwigzanie

Wypiszmy wszystkie mozliwosci: (2, 3), (2, 8), (8, 3), (3, 2), (8, 2), (3,8), (2, 2), (3,3), (8,
8). Jest dziewie¢ mozliwosci.

Liczbe mozliwosci mozemy takze policzyé, stosujac wzér na liczbe wariacji z powtdrzeniami.
ZatemVZ =32=9

Przyktad 2
Ze zbioru A=1{0, 1, 2, 3, 4, 5} wybieramy dwuelementowe dowolne ciagi. lle jest wszystkich
mozliwosci?

Rozwiazanie
Vi =6%=36
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Zasada szufladkowa Dirichleta

Mamy k przedmiotow i wktadamy je do n réznych szuflad k > n. Wtedy w co najmniej
jednej szufladzie znajdg sie co najmniej dwa przedmioty.

Przyktad
Mamy 3 szuflady i 4 kulki. Rozmie$émy je na rdézne sposoby.

MmN s
M M &

Na podstawie powyzszego przyktadu mozemy zdefiniowad zasade szufladkowg. Mamy k
przedmiotow i wktadamy je do n réznych szuflad. Wtedy w co najmniej jednej szufladzie

znajda sie co najmniej [S] przedmiotow.

Przykiad
Mamy 2 szuflady i 5 kulek. Rozmie$émy je na rézne sposoby. Zauwazmy, ze [g] = 2.

Fundusze ( : Ossonek Unia Europejska
Europejskie . , Rozwoju Europejski Fundusz Spoteczny

Wiedza Edukacja Rozwdj Epukacii




Zasada zliczania rozmieszczen

Liczba sposobdw wybordéw réznych n-réznych przedmiotédw w réznych szufladach jest
réwna n plus k minus jeden po k plus jeden

Przyktad
Mamy 2 szuflady i 3 rézne kulki. lle jest wszystkich rozmieszczen?

Rozwigzanie
(i1 =06)=5

m e a3 s
MmN AN s
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Zasada zliczania podziatéw uporzagdkowanych

Mamy n-elementowy zbiér przedmiotéw. Chcemy je umiesci¢ w k szufladach. Kazda
szuflada bedzie zawierac ustalong liczbe przedmiotéw. Uwaga, w szufladach nie odrézniamy
kolejnosci przedmiotdow.

Liczba réznych mozliwosci jest rowna n silnia podzieli¢ przez n jeden silnia razy n dwa silnia i
tak dalej az to n k silnia, gdzie n,0znacza liczbe przedmiotéw w k-tej szufladzie i n rowna sie
n jeden plus n dwa i tak dalej az do plus n k.

Przyktad
Mamy 2 szuflady. W pierwszej mozemy umiesci¢ 1 kule, w drugiej 2 kule. lle jest wszystkich

mozliwosci?

Rozwigzanie
3!
121

QL9
AgA AgA

A m e e & A &ga

Doswiadczeniem losowym nazywamy procedure wielokrotnego powtarzania, ktéra ma
wiecej niz jeden wynik. Zbiér wynikdw nazywamy przestrzenia zdarzen i oznaczamy ().

Przyktad

Rzucamy monetg. W wyniku rzutéw monetg mozemy otrzymac albo orta, albo reszke, zatem
Q = {orzet, reszka}.
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Zdarzeniem losowym A nazywamy dowolny podzbior przestrzeni zdarzen (.

Przyktad
Rzucamy monetga. Zdarzenie losowe polega na wyrzuceniu orfa. Zatem Q = {orzet, reszka},
A= {orzet}, Ac Q.

Niech Q bedzie skoriczong przestrzeniag zdarzen elementarnych, A € ) zdarzeniem

losowym. Prawdopodobierstwem zdarzenia A nazywamy liczbe P (A4) = %.

Przyktad
Rzucamy monetg. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia orfa.

Rozwigzanie o
QO = {orzet, reszka}, A= {orzet}, Ac Q, P(A) = %: >
Zmienng losowga nazywamy funkcje, ktéra zdarzeniom losowym przypisuje liczbe.

Przyktad
Rzucamy moneta. Jesli wypadnie orzet, to zmienna losowa przyjmuje wartos$¢ 0, jesli reszka,
to zmienna losowa przyjmuje wartos¢ 2.

Zdarzenie losowe ‘ orzet reszka

Zmienna losowa ‘ 0 2

Przyktad
Rzucamy kostkg do gry. Zmienna losowa opisana jest w tabeli.

Zdarzenie
losowe

wyrzucamy 1 | wyrzucamy 2 | wyrzucamy 3 | wyrzucamy 4 | wyrzucamy 5 | wyrzucamy 6

Zmienna

2 4 1 0 0 5
losowa
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Wartoscia oczekiwang nazywamy liczbe okreslajgcg spodziewany wynik doswiadczenia
losowego.

Przyktad 1
Rzucamy moneta. Jesli wypadnie orzet, to zmienna losowa przyjmuje wartos$¢ 0, jesli reszka,
to zmienna losowa przyjmuje wartos¢ 2. Oblicz wartos¢ oczekiwana.

Rozwigzanie

Zdarzenie losowe orzet reszka

Zmienna losowa 0 2

Prawdopodobienstwo
zdarzenia

1
2

N| =

Wartos¢ oczekiwana: £EX=0 - % +2- %= 1.

Przyktad 2
Rzucamy kostkg do gry. Zmienna losowa jest opisana w tabeli. Oblicz wartosé oczekiwang.

Rozwigzanie

Zdarzenie wyrzucamy | wyrzucamy | wyrzucamy | wyrzucamy | wyrzucamy | wyrzucamy
losowe 1 2 3 4 5 6
Zmienna 2 4 1 0 0 5
losowa

Prawdopo-

dobienstwo 1 1 1 1 1 1
zdarzenia 6 6 6 6 6 6

Wartoééoczekiwana:EX=2-%+4-%+1-%+0-%+0-

[N
+
o
Il
N

Wartos¢ oczekiwana mdéwi nam o tym, czy strategia dtugoterminowa jest dla nas korzystna,
to znaczy, czy bedziemy zyskiwac, czy tracic.
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Regresja to metoda opisujgca zalezno$¢ miedzy zmienng tzw. zalezng a zmienng niezalezna.
Rézne modele funkcji regresji umozliwiajg obliczenie zmiennej niezaleznej dla nieznanych
zmiennych zaleznych.

Przyktad

Dla zmiennych niezaleznych {5, 6, 7, 8, 9} okreslono wartosci zmiennych zaleznych jak na
wykresie. Nastepnie zbudowano liniowg funkcje regresji. Zauwazmy, ze dla nieznanej
zmiennej niezaleznej réwnej 10 mozemy obliczy¢ wartos¢ zmiennej zaleznej. Jest ona réwna
okoto 9.

Funkcja regresji

Zmienne zalezne
3456 7 89
l

I I I I I I I
4 5 6 7 8 9 10

Zmienne niezalezne

Punkt procentowy to jednostka réznicy miedzy dwiema wielkosciami podanymi
w procentach.

Przyktad
Oprocentowanie lokat wzrosto z 3% do 5%. O ile punktdw procentowych wzrosto

oprocentowanie?

Rozwiazanie
5—-3=2

Oprocentowanie wzrosto o 2 punkty procentowe.
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Cwiczenia

Prezentowane ponizej ¢wiczenia dostosowane dla ucznidw Il etapu edukacyjnego rozwijaja
zagadnienie rekurencji. Cwiczenia te mozna wedtug potrzeb dowolnie rozwingé i opracowaé na ich
podstawie projekt sytuacji edukacyjnej, ktéry zostat szerzej omdéwiony w Zeszycie 1 Zestawu 7.

Warto przy tej okazji wprowadzi¢ uczniow w srodowisko serwisu internetowego Wolfram Alpha. Jest
to strona internetowa stworzona przez amerykanski koncern Wolfram Alpha LCC. Wykonuje ona
obliczenia matematyczne, rozwigzuje rdwnania, podaje odpowiedzi na pytania (nalezy je zada¢ w
jezyku angielskim), przedstawia dane statystyczne itp.

Zadanie 1
Zagadnienie: Rekurencja

Jaka bedzie rdznica liczby kulek miedzy 4 a 3 krokiem?

90
@ 00
1 4

Uczniowie rysujg krok czwarty i zapisujg roznice.
Pytania pomocnicze:
e Jaki bedzie réznica miedzy krokiem 6 a 5?

e Czy mozna podac przepis na liczbe réznicy kulek miedzy dowolnym krokiem
i krokiem go poprzedzajgcym?

e Czy WolframAlpha moze poméc w rozpoznaniu wzorca?

Wprowadzmy kilka rdznic.
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http://wolframalpha.com/

& WolframAlpha

3579, ... =]
13,5,7,9,..1

ap = 2n+1 (for all terms given

3,5,7,9,11, 13,15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39,41, 43,45, 47, ...
Open code /3%

Q A (] A G

Pytanie pomocnicze:

e Czy np. dla kroku 7 system rozpoznat poprawnie wzér?
Zadanie dla ucznia zdolnego: Uzasadnij, poprawnos¢ wzoru, stosujagc model matematyczny.
Przewidywane rozwigzanie
Wz6r na n-ty krok liczby kulek a od n rowna sie n kwadrat. Wzér na réznice a od n minus a
od n minus jeden réwna sie n kwadrat minus n minus jeden kwadrat rowna sie dwa n plus
jeden.
Modelowe rozwigzanie moze by¢ przedstawione wszystkim uczniom.

Zadanie 2

Zagadnienie: Rekurencja
Jaka bedzie rdznica liczby kulek miedzy 4 a 3 krokiem? Rozpoznaj problem.

¢ & &

Uczniowie rysujg krok czwarty i zapisujg rdznice.

Pytania pomocnicze:
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e Jaki bedzie réznica miedzy krokiem 6 a 5?

e Czy mozna podacd przepis na liczbe réznicy kulek miedzy dowolnym krokiem i
krokiem go poprzedzajgcym?

e Czy WolframAlpha moze pomdc w rozpoznaniu wzorca?
Wprowadzmy kilka réznic.

3% Wolfram

2,345,... =]

Pytanie pomocnicze:
e Czy np. dla kroku 7 system rozpoznat poprawnie wzér?
Zadanie dla ucznia zdolnego: Uzasadnij poprawnosé wzoru, stosujgc model matematyczny.
Przewidywane rozwiazanie
Wzér na n-ty krok liczby kulek a od n réwna sie n razy n plus jeden podzieli¢ przez dwa

W?zér na rdznice a od n plus jeden minus a od n réwna sie n plus jeden.

Modelowe rozwigzanie moze byé przedstawione wszystkim uczniom.
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